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РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ОСНОВНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ  
ДЛЯ СМУГИ З ВИКОРИСТАННЯМ ФУНКЦІЇ ВІГАКА  
 

Показано, що три основні крайові задачі теорії пружності для смуги можна 
розв’язати з використанням єдиного підходу, який ґрунтується на застосу-
ванні методу безпосереднього інтегрування з поданням шуканих компонент 
тензора напружень та вектора переміщень через визначальну функцію Ві-
гака. Таке подання є вигідним для використання у задачах оптимізації та ке-
рування напруженим станом, оскільки забезпечує безпосередню можливість 
керувати компонентами напружено-деформованого стану з використанням 
єдиної функції. Показано, що інтегральні умови рівноваги, отримані шляхом 
інтегрування рівнянь рівноваги з урахуванням впливу межі (тобто заданих – 
у випадку першої основної задачі, чи реактивних – у випадку другої та 
третьої основних задач напружень на поздовжніх сторонах смуги) є ефек-
тивним критерієм перевірки точності обчислень для трьох основних задач. 

Ключові слова: пружність, основні крайові задачі, аналітичні розв’язки, метод 
безпосереднього інтегрування, функція Вігака, інтегральні умови. 

 
Вступ. Проблема побудови точних розв’язків основних задач теорії 

пружності посідає ключове місце у сучасній механіці деформівного твердого 
тіла. Зокрема це пов’язано з тим, що теорія пружності є фундаментальною 
основою для опису напружено-деформованого стану конструкційних еле-
ментів у машинобудуванні, авіакосмічній техніці, енергетиці, будівництві та 
ін. [11, 33]. Особливе значення мають методи побудови розв’язків для прос-
тих геометрій у тривимірній (простір, півпростір, шар тощо) та двовимірній 
(площина, півплощина, смуга тощо) постановках, оскільки вони є своєрід-
ним полігоном для розвитку загальної методології розв’язування важливих 
з теоретичної та прикладної точок зору задач [27], слугують тестовими мо-
делями для перевірки точності числових методів [40], а також дають змогу 
встановити ключові закономірності для оптимізації та керування напруже-
ним станом [1, 5]. Крім того, у сучасній інженерії та промисловості зростає 
запит на використання точних моделей для розв’язування задач теорії 
пружності. Це зумовлено необхідністю оптимізації конструкцій у авіаційній, 
автомобільній та енергетичній галузях, де аналітичні розв’язки відкривають 
можливість швидкої і адекватної оцінки впливу навантажень та геометрії 
на міцність і довговічність конструкцій [32]. Разом з тим, в умовах активно-
го розвитку технологій виробництва наноструктурованих матеріалів розроб-
ка універсальних аналітичних методів розрахунку (зокрема для смуг і 
пластин) стає необхідною умовою інженерного прогнозування [13, 21]. 

Класичні підходи до розв’язування двовимірних задач теорії пружності 
для геометрично простих областей без особливих точок межі, зокрема сму-
ги, ґрунтуються на використанні потенціальних функцій [23, 29, 33], функ-
цій комплексної змінної [20, 25] та інтегральних перетворень [12, 18]. Зокре-
ма, з використанням методу комплексного потенціалу Мусхелішвілі [25] 
вдалося побудувати точні аналітичні розв’язки для багатьох плоских задач 
теорії пружності, зокрема для тіл з отворами [4, 7]. Пізніші дослідження зо-
середжувались на застосуванні методів інтегральних перетворень Фур’є та 
Лапласа, що забезпечувало ефективність при розв’язуванні нестаціонарних 
задач [26, 30, 31]. Водночас інтенсивно розвивали числові методи, зокрема 
метод скінченних елементів, що відкрило можливість будувати наближені 
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розв’язки для геометрично та фізично складних систем [10, 14, 22]. Однак 
навіть у цьому випадку потреба у точних аналітичних моделях для тесту-
вання залишається актуальною [15, 16, 19].  

Попри значний прогрес у розвитку методології теорії пружності, низка 
питань залишається відкритою. Одним із них є коректне формулювання і 
розв’язування задач теорії пружності для певних гармонік розвинення у 
ряди для відокремлення змінних, зокрема першої [35, 36], де класичні умо-
ви рівноваги не забезпечують можливості отримати однозначний розв’язок. 
Крім того, у літературі бракує систематичних порівнянь точних аналітич-
них розв’язків з результатами числових методів для нестаціонарних випад-
ків. Також залишається малодослідженим питання використання єдиного 
підходу при побудові аналітичних розв’язків основних задач теорії пруж-
ності (коли крайові умови задано цілковито у термінах напружень чи пере-
міщень або ж для умов змішаного типу [24, 29]). Використання єдиного 
підходу дало б можливість суттєво спростити аналіз напружено-дефор-
мованого стану досліджуваних тіл, а також полегшити керування їхнім на-
пруженим станом за допомогою функцій, пов’язаних із зовнішнім впливом. 

У цій статті розглянуто три основні крайові задачі теорії пружності 
для безмежної смуги за використання плоских гіпотез. Точні аналітичні 
розв’язки задач запропоновано будувати з використанням методу безпосе-
реднього інтегрування, який був запроваджений професором В. М. Вігаком 
[2, 3]. У рамках використання методу у роботах [6, 8] було запроновано ви-
користовувати визначальну функцію, яку названо функцією Вігака. Оскіль-
ки на відміну від альтернативної бігармонічної функції Ері визначення ком-
понент тензора напружень через функцію Вігака здійснюють на основі 
співвідношень інтегрального типу з урахуванням впливу крайових умов, 
такий підхід дає можливість полегшити побудову аналітичних розв’язків 
для тіл складнішої геометрії [9, 39], а також, як показано нижче, викорис-
товувати єдиний підхід для розв’язування основних задач теорії пружності.  

1. Формулювання задачі. Розглянемо плоску задачу теорії пружності 
для смуги ( , ), [ , ]x y h h     S { } , де 0, , , , /x y h X Y H y{ } { } , ,X Y  – 

розмірні координати, H – півтовщина смуги, Y H , 0y  – характерна дов-

жина, вибір якої залежить від умов задачі. Для визначення компонент тен-
зора напружень xx , yy , xy  та вектора переміщень xu , yu  у смузі за 

відсутності масових сил використаємо [29] рівняння рівноваги 

 
  

    
   

0, 0, ( , )
xy xy yyxx x y

x y x y
S , (1) 

та рівняння Коші з урахуванням співвідношень закону Гука для випадку 
плоского напруженого стану 
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                  
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      
 

12 , ( , )
y x

xy

u u
x y

x y E
S . (2) 

Тут E  – модуль Юнга,   – коефіцієнт Пуассона. Для випадку плоскої де-
формації у (2) замість   слід підставити   / (1 ) . 

Розглянемо три випадки крайових умов, які відповідають трьом основ-
ним крайовим задачам [24, 29] теорії пружності: 
– задача І (перша основна задача), коли на межі смуги задано відповідні 
компоненти тензора напружень 

         ( , ) ( ), ( , ) ( )yy xyx h p x x h x ; (3) 

– задача ІІ (друга основна задача), коли на межі смуги задано компонен-
ти вектора переміщень 
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     ( , ) ( ), ( , ) ( )x yu x h u x u x h v x ; (4) 

– задача ІІІ (третя (змішана) основна задача), коли на межі смуги задано 
деякі компоненти тензора напружень та деякі компоненти вектора 
переміщень. Розглянемо для визначеності такі змішані умови: 

       ( , ) ( ), ( , ) ( )yy xyx h p x x h x , 

     ( , ) ( ), ( , ) ( )x yu x h u x u x h v x . (5) 

Тут  ( )p x ,  ( )x ,  ( )u x ,  ( )v x  – задані функції відповідних розмірностей, 

які згасають при  2x . 
Розглянемо побудову коректних розв’язків кожної основної задачі. 
2. Побудова розв’язків. 
2.1. Задача І (перша основна задача). Розглянемо побудову розв’яз-

ку задачі (1)–(3). Оскільки крайові умови в цьому випадку задано у тер-
мінах напружень, класичний підхід до її розв’язання опирається на фор-
мулювання вихідних рівнянь у напруженнях [33]. Для цього разом із рів-
няннями (1) та умовами (3) використовують рівняння суцільності  

 
2 2

2 2
0xx yy

x y

         
( ) . (6) 

Для його отримання застосовують диференціювання співвідношень Коші (2) 
з метою вилучення переміщень xu  та yu , а також рівнянь рівноваги (1) 

для вилучення дотичних напружень xy . Як показано в роботах [28, 37], 

операція диференціювання є математично обґрунтованою лише для необме-
жених областей. Для обмежених областей її коректне використання приво-
дить до необхідності виконання додаткових умов, які повинні задовольняти 
компоненти вектора переміщень та тензора напружень. У випадку смуги S  
такі додаткові умови зводяться до умов 

 




  

( , ) ( )yy

y h

x y d x
y dx

, (7) 

які є еквівалентними умовам (3) для дотичних напружень. Певні умови бу-
дуть накладатися і на похідні від переміщень, які потім слід враховувати 
при їхньому визначенні [28, 37]. Крім того, для коректного використання 
умов (7) задані на межі дотичні напруження повинні бути гладкими 
функціями змінної x .  

Зауважимо, що побудова коректного розв’язку задачі (1)–(3) вимагає 
накладання загальних умов рівноваги [37] для зовнішніх силових наванта-
жень в умовах (3): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0x x dx p x p x dx
 

   

 

      ( ) ( ) , 

 ( ) ( ) ( ) ( )x p x p x dx h x x dx
 

   

 

     ( ) ( ) . (8) 

При цьому компоненти тензора напружень повинні задовольняти інтеграль-
ні умови в сенсі головного вектора та моменту у відповідних поперечних 
перерізах: 

 2 ( , ) ( ) ( ) sgn ( ) , const
h

xx
h

x y dy x d x


 

 

            ( ) , 
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 2 ( , ) ( ) ( ) , constyy x y dx p x p x dx y
 

 

 

      ( ) , 

 2 ( , ) ( ) ( ) , constxy x y dx x x dx y
 

 

 

       ( ) , 

 2 ( , ) ( ) ( ) sgn ( ) , const
h

xy
h

x y dy p p x d x


 

 

          ( ) , 

 2 ( , ) ( ) ( )
h

xx
h

y x y dy p p x d


 

 

          ( )  

 ( ) ( ) sgn ( ) , consth x d x


 



          ( ) ,  

 2 ( , ) ( ) ( )yyx x y dx x p x p x dx
 

 

 

      ( )  

 ( ) ( ) , consty x x dx y


 



     ( ) ,  (9) 

а також загалом в області S : 

 ( , ) ( ) ( )xx x y dx dy x x x dx


 



     
S

( ) , 

 ( , ) ( ) ( )yy x y dx dy h p x p x dx


 



    
S

( ) , 

 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )xy x y dx dy x p x p x dx h x x dx
 

   

 

        
S

( ) ( ) , 

 21( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
2xy x y dxdy h x x x dx x p x p x dx

 
   

 

        
S

( ) ( ) , 

 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )yyx x y dxdy h x x dx h x p x p x dx
 

   

 

        
S

( ) ( ) . 

Розглянемо побудову розв’язку плоскої задачі теорії пружності (1)–(3) 
без залучення рівняння суцільності (6). Для цього використаємо функцію 
Вігака ( , )x yV , яку для плоскої задачі вводять так [6, 8]: 

 
    

   
  

2 22

2 2

yy xyxx

x yx y
V . (10) 

Такий спосіб запровадження визначальної функції V , як і у випадку вико-
ристання класичного бігармонічного потенціалу Ері [29], забезпечує автома-
тичне виконання рівнянь рівноваги (1). Однак, на відміну від випадку вико-
ристання класичного потенціалу, напруження виражено через функцію Ві-
гака за допомогою інтегральних операторів з урахуванням впливу крайових 
умов. Ці вирази отримуємо шляхом інтегрування (10) з урахуванням відпо-
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відних умов (3), (7): 

  2 ( , ) ( , )xx x y y x d




      V , 

 


        ( )
2 ( , ) ( ) ( ) ( )yy

d x
x y p x p x y h

dx
 

 
( )

( ) ( , )
h

h

d x
y h x y d

dx





       V , 

 12 ( , ) ( ) ( ) ( , ) sgn ( ) sgn ( )
2xy x y x x x y d d              

S

V . (11) 

Нескладно переконатися, що вирази (11) задовольняють крайові умови 
(3), якщо функція Вігака забезпечує виконання інтегральних умов 

 ( , ) ( ) ( )
h

h

dx y dy x x
dx

 



    V ( ) , 

 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

h

dy x y dy p x p x h x x
dx

   



      V ( ) . (12) 

Напруження (11) згасають у безмежно віддалених точках, якщо 

 ( , ) ( , ) 0x y dx x x y dx
 

 

  V V . (13) 

Отже, компоненти тензора напружень виражено через функцію Вігака 
інтегральними залежностями (11), а виконання крайових умов (3) та умов 

згасання напружень при  2x  забезпечується інтегральними умовами 
(12), (13). При цьому рівняння рівноваги (1) виконуються тотожно, а 
співвідношення Коші (2) з урахуванням (11) набувають вигляду 
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( , )

2
( )
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p x p x y

y
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u x

E
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y h x y d y x d
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           
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         





( ) ( )
( ) ( ) ( ) (

,
2 )

( )y d x d x
p x p x y

u x y
h y h

dxy dx
E  

 ( , ) ( , )
h

h

x y d y x d


 

         V V , 

 
( , )( , )

( ) (
1

)
yx

u x yu x yE x x
y x

    
       

 

 1 ( , ) sgn ( ) sgn ( )
2

x y d d        
S

V . (14) 

Рівняння (14) містять три невідомі функції: xu , yu  і V . Тому будь-які 

два з цих рівнянь можна використати для вираження переміщень через  
V , а третє – для формулювання ключового рівняння для цієї функції.  
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З метою реалізації описаного підходу спершу відокремимо змінні у 
рівняннях (14) за допомогою інтегрального перетворення Фур’є [17] 

 ( ) ( ; ) ( , ) exp ( )f y f s y f x y isx dx




   , (15) 

де f  – довільна функція, s  – параметр перетворення,  2 1i . Коректність 
застосування перетворення (15) обумовлена згасанням напружень у без-
межно віддалених точках, що узгоджується з умовами (13).  

У просторі перетворення (15) вирази (11) набувають вигляду 

 
2
1( ) ( ), ( ) sgn ( )

2 2

h

xx xy
h

iy y y d
ss

 



           V V , 

 
 

          ( ) ( ) ( )
2 2yy

p p isy y h y h( )  

 1 ( )
2

h

h

y d


     V , (16) 

умови (12) подаються так: 

 ( ) ( ), ( ) ( )
h h

h h

y dy is y y dy p p ihs     

 

           V V , (17) 

а рівняння (14) – 

 ( ) ( ) ( )
2 2x

isisEu y y h y h p p            () )(  
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h s
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ydu y isE y h y h p p
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h s
y d y
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      V V , 

 
(

( ) sgn ( )
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( )
1

h

y
x

h

du yE iisu y dy
dy s

 



          


   V . (18) 

Як зазначено вище, розв’язування системи інтегро-диференціальних 
рівнянь (18) можна здійснювати різними способами, вибираючи рівняння 
для визначення переміщень та отримання ключового рівняння для визна-
чальної функції. Таких способів вибору рівнянь є три. Розглянемо реаліза-
цію кожного з них. 

2.1.1. Спосіб 1. Найпростішим виглядає спосіб визначення xu  із пер-

шого рівняння, а yu  – із третього рівняння системи (18), оскільки у цьому 

разі не потрібно застосовувати операцій інтегрування. У результаті маємо 
такі вирази: 

 ( ) ( ) ( )
2 2x

iEu y y h y h p p
s

            (( ))  
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2

h

h

i iy
s

d y
s


      V V , 

 
4

( )
( )2 1 1( ) ( (

2
s) gn )

h

y
h

d y
y d

dy
Eu y i

s s s

        


    


V
V . (19) 

Тоді, підставивши (19) у друге рівняння (18), отримаємо ключове рівняння  

 
2 4

2
2

( )
2 ( ) ( )

2

h

h

d y ss y y d
dy 

      
V

V V  

 
4

( ) ( )
2

is y ys p hp h          
 

( ) . (20) 

Слід зауважити, що аналогічне до інтегро-диференціального рівняння 
(20) отримуємо із рівняння суцільності (6) з урахуванням (11) і застосуван-
ням інтегрального перетворення Фур’є (15). 

Загальний розв’язок ключового рівняння (20) має вигляд: 

 0 1 3 2cosh ( ) ( ) sinh ( )( ) ( )A A y sy A A y syy   V . (21) 

Чотири сталі інтегрування A ,  0,1,2,3 , визначимо з двох інтегральних 
умов (17) та ще двох умов, отриманих шляхом підстановки (21) у (20) із 
подальшим зануленням лінійної складової (множники при 1 та y ), яка 
виникає внаслідок інтегрування. У результаті знаходимо такі вирази для 
сталих інтегрування:  
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
     


( ) , 

 
2

3 ( )(cosh ( ) sinh ( ))sA p p sh sh sh 


   


(  

 ( )(2 sinh ( ) cosh ( ))i sh sh sh      ) , 

 sinh (2 ) 2sh sh   . (22) 

З використанням (21) та (16), (19) знаходимо трансформанти компонент 
тензора напружень та вектора переміщень 

 
2 0 1 3 2( ) cosh (1( ) ( ) ) sinh ( )xx A A y s sy y A A y y

s
     ( ) , 

 23 3 1( ) cosh (( ) )xy s A A y A siy y
s

    ( )(  

 0 1 2( ) sinh ( )s A A y A sy  ( ) ) , 

 03 1 2( ) 2 cosh) ( )1(yy s A A y A sy y
s

    ( )(  
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 3 2 1( ) 2 sinh ( )s A A y A sy  ( ) ) , 

 
4 0 1 2(1 )( ) 2 cosh )) ((xEu s A A y A syiy

s
      (( )  

 3 2 1(1 )( ) 2 sinh ( )s A A y A sy     ( ) ) , 

 
4 3 2 1(1 )( ) (3 ) cosh ( )1( )yEu s A A

s
y A syy        (( )  

 0 1 2(1 )( ) (3 ) sinh ( )s A A y A sy      ( ) ) . (23) 

де A ,  0,1,2,3 , наведено формулами (22). 
Остаточно визначальну функцію (21) та компоненти напружено-дефор-

мованого стану (23) у фізичному просторі знаходимо з використанням обер-
неного до (15) перетворення 

 1( , ) ( ) exp( )
2

f x y f y isx ds





  . (24) 

Зокрема, вираз для функції Вігака знаходимо у вигляді явної функціо-
нальної залежності від факторів навантаження (3): 
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 ( ) ( , , ) ( ) ( , , )x y x y d           T T ) , 
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 
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 2 cosh ( ( )) ( ) sinh ( ( ))sh s y h s y h s y h    


 ( ) . (25) 

В аналогічному поданні нескладно визначити компоненти тензора напру-
жень та вектора переміщень із застосуванням (24) до (23). Зокрема, напру-
ження xx  знаходимо у вигляді 

 


   



       ( , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , )xx x xx y p x y p x yP P(  

 ( ) ( , , ) ( ) ( , , )x xx y x y d           T T ) , 

де 
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0

(1 ( ) c( os, , ) ( ))x P y x dy sx s


  


 P , 

 
0

(1 ( ) s( in, , ) ( ))x T y x dy sx s


   


 T , 

а вирази для  ( )P y ,  ( )T y  наведено в (25).  
2.1.2. Спосіб 2. Побудуємо розв’язок системи інтегро-диференціаль-

них рівнянь (18), визначивши xu  із першого рівняння, а yu  – з другого 

рівняння шляхом інтегрування по y  з урахуванням першої умови (17). 
Звідси отримуємо такий вираз: 
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y h y h isp p y h y h         ( ) . (26) 

Виконання рівності (26) на межі смуги  y h  з використанням (17) забез-
печує виконання інтегральної умови  

 2 2 ( ) (( ) )y y

h

h

y E u h u hy dy

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2 222 ( ) ( )s hh p p i

s
         . (27) 

Для знаходження трансформанти функції Вігака використаємо третє рів-
няння системи (18), яке з урахуванням (26) та першого виразу (19) матиме 
такий вигляд: 
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s y h p y h p E u h u h( ( ))  
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 2 2( ) 2(2 )s y h      ( ) ) . (28) 

Ключове інтегро-диференціальне рівняння (28) є рівнянням першого 
порядку диференціювання за координатою y . Розв’язок цього рівняння 
шукатимемо у вигляді (21). Отже, шуканий розв’язок містить шість невідо-
мих сталих: A ,  0,1,2,3 , та ( )yu h . Для їх знаходження використовує-

мо три інтегральні умови (17), (27) та ще три умови, отримані шляхом зану-

лення множників при 1, y  та 2y  у рівнянні (28) після підстановки у нього 
виразу (21). Нескладно показати, що у цьому випадку отримаємо вирази 
(23) зі сталими (22). 

2.1.3. Спосіб 3. Нехай тепер yu  знайдено з другого рівняння системи 

(18) у вигляді (26). При цьому отримано також умову (27). У результаті ін-
тегрування третього рівняння (18) з урахуванням першої умови (17) отри-
муємо вираз  



106 
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З урахуванням виразу (26) та умов (17), (27) знаходимо 
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Підставивши (30) в (29), отримаємо вираз 
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На сторонах смуги  y h  із виразу (31) з урахуванням умов (17) та 
(27) отримуємо таку інтегральну умову для функції Вігака: 
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Підставивши тепер вираз (31) у перше рівняння (18), отримуємо таке 
ключове рівняння: 
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 V V  

     
3

( ) ( )
2 x x

is E u h u h( ))  

      
4

( ) ( ) ( ) ( )
2 y y

s E y h u h y h u h( )  

 
2

2
2

2 2 2( ) 2
4

( )
4

2s y h p s ys s h p        ) )( (  
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3 2

2( ) 2 ( )
2 6

is sy h y h          
 

  

 
3 2

2( ) 2 ( )
2 6

is sy h y h         
 

. (33) 

Рівняння (33) є інтегральним рівнянням другого роду, розв’язок якого 
будуємо у вигляді (21). У такому разі шуканий розв’язок містить вісім 
довільних сталих A ,  0,1,2,3 , ( )xu h  та ( )yu h , для визначення яких 

використаємо (17), (27), (32) та ще чотири умови, отримані шляхом 

занулення коефіцієнтів, які виникають при 1, y , 2y  та 3y  після підста-
новки (21) у (33). Отриманий у такий спосіб розв’язок збігається з (22), (23). 

2.2. Задача ІІ (друга основна задача). Розглянемо другу крайову 
задачу, яка полягає у знаходженні розв’язку рівнянь (1), (2) з умовами (4), 

де  ( )u x  та  ( )v x  – задані функції. З огляду на вже побудований розв’я-
зок першої основної задачі, розв’язування другої можна здійснювати з ви-
користанням двох альтернативних стратегій. Перша стратегія полягає у 
зведенні другої основної задачі до силової (першої) задачі. Друга стратегія 
передбачає безпосереднє розв’язування вихідних рівнянь з крайовими 
умовами у термінах переміщень. Розглянемо реалізацію обох стратегій з 
використанням функції Вігака. 

2.2.1. Зведення до першої основної крайової задачі. Використаємо 
підхід, запропонований у роботах [34, 38], згідно з яким будують розв’язок 

першої задачі, який явно залежить від зусиль на межі p  та  , що їх 
вважають невідомими. З використанням цього розв’язку встановлюють вза-

ємно-однозначні відповідності між переміщеннями  ( )u x  та  ( )v x , задани-

ми на межі згідно з умовами (4), і невідомими зовнішніми зусиллями p  та 
 . Знайшовши у такий спосіб останні, їх підставляють в явний розв’язок 

першої задачі.  

У нашому випадку для реалізації цієї стратегії нам достатньо викорис-
тати вирази (23) для компонент вектора переміщень на сторонах  y h   

       


0 1 24
(1 )( ) 2 cosh ( )Eu s A Ai A

s
h sh( )  

 3 2 1(1 )( ) 2 sinh ( )s A A h A sh       


( ) , 

       


 3 2 14
(1 )( ) (31 ) cosh ( )Ev s A A

s
h A sh( )  

 0 1 2(1 )( ) (3 ) sinh ( )s A A h A sh        


( ) , 

з яких визначаємо сталі  

    



       
  

3

0 (1 )( ) 2( ) cosh ( )
2(1 )

s EA ish u u v v sh( )  

             


(3 )( ) (1 )( ) sinh ( )i u u sh v v sh( ) , 

    



    

4

1 ( ) cosh ( ) ( ) sinh ( )
2
s EA i u u sh v v sh( ) , 
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    



    

4

2 ( ) cosh ( ) ( ) sinh ( )
2
s EA v v sh i u u sh( ) , 

    



         
  

3

3 (3 )( ) (1 )( ) cosh ( )
2(1 )

s EA i u u sh v v sh( )  

            


(1 )( ) 2 ( ) sinh ( )ish u u v v sh( ) , (34) 

 3(1 ) sinh (2 )
2

sh sh
      . 

Таким чином, розв’язок задачі (1), (2), (4) знайдено у просторі інте-
грального перетворення (15) у вигляді (23) з константами, заданими вира-
зами (34).  

2.2.2. Безпосереднє розв’язування другої основної крайової задачі. 
З використанням формул (18) на сторонах смуги отримаємо вирази 

    




              
3 4

2 3
1 ,

(2 )y h
y h

i dp is Eu s Ev
dys s
VV , 

врахування яких дає змогу записати інтегральні умови (17) у вигляді 

  

 

         4
2

1( ) ( )
(2 )

h

y h y hh

d dy dy s E v v
dy dys
V VV , 

  



     
 3

2
1( ) ( ) ( ) ( )

h

h

y y dy is E u u h h
s

V V V( )  

  

 

        
4

2
( )

(2 ) y h y h

h d ds E v v
dy dys
V V , (35) 

а інтегро-диференціальне рівняння (20) – так: 

 
2 4

2
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) ( )
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h

d ss y d
dy
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y



     
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     
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 
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3( ) ( ) ( )
2
s is E uh h uV V( )  
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

    


    

2
4

2(
( )

)
)

(
2

y h

ds s
dy

y
y Evh

V
 

 



  
    

  
4 ( )

( )
y h

d
dy

y
s Evy h

V
. (36) 

Розв’язок рівняння (36) шукаємо у вигляді (21), а для визначення 
сталих A ,  0,1,2,3 , використаємо дві умови (35) та дві умови рівності 
нулю лінійної за координатою y  частини, що виникає у рівнянні (36) після 
підстановки виразу (21). У результаті отримаємо вирази (23) з константами 
(34). Аналогічні результати отримуємо і для інших двох способів виведення 
ключового рівняння для функції Вігака. 

2.3. Задача ІІІ (третя (змішана) основна задача). Розглянемо тре-
тю основну крайову задачу, яка полягає у знаходженні розв’язку рівнянь 

(1), (2) з умовами (5), де  ( )p x ,  ( )x ,  ( )u x  та  ( )v x  – задані функції. Як 
і в попередньому випадку, цю задачу можна звести до першої основної 
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(силової) задачі. Для цього з використанням другого і третього виразів (23) 
при y h  та четвертого і п’ятого виразів (23) при  y h  визначаємо сталі 

A ,  0,1,2,3 , у такому вигляді: 
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0 cosh ( ) sinh ( )
2
sA p sh i sh     ( )  
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s
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( ) sinh ( ) 2 cosh ( ) cosh (2 )s E v sh sh sh
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A p sh sh sh
 
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( )cosh ( ) 2 sinh ( )cosh (2 )
is

sh sh sh
 

 
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
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4

( ) sinh ( ) 2 cosh ( ) cosh (2 )is E u sh sh sh
      


( )  

 
4

( ) cosh ( ) 2 sinh ( ) cosh (2 )s E v sh sh sh
     


( ) , 

 2 2 2 2( ) (1 ) 4 cosh (2 )sh               . (37) 

Таким чином, розв’язок задачі знайдено у вигляді (23) зі сталими (37). 
Якщо використовувати другу стратегію, то з використанням (17) при 

 y h  визначимо невідомі зусилля  

    




 
         

2 3
1 1,

2y h
y h

is i dp Eu sEv
dys s
VV  (38) 

З урахуванням (38) подамо умови (17) у вигляді 
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

 
     

   
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2
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y hh

dy dy is s Ev
dys
VV , 
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  

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 



      
4

2 (2 ) y h

h ds Ev
dys
V , (39) 

а з (20) отримаємо ключове рівняння 
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V

V V  
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

   
2 54

3 ( ) ( )
22 2

is sp sis h yu hE V( )  

 



 
     

2
4( ) ( )

2(2 )
y h

s d y
s
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h

v
y

E
V

. (40) 

Розв’язок рівняння (40) шукаємо у вигляді (21), а для визначення 
сталих A ,  0,1,2,3 , використаємо дві умови (39) та дві умови рівності 
нулю лінійної за координатою y  частини, що з’являється у рівнянні (40) 
після підстановки виразу (21). У результаті отримаємо вирази (23) з 
константами у вигляді (37).  

   
 а) б) 

   
 в) г) 

Рис. 1. Розподіли безрозмірних нормальних напружень 0/yy p  у поздовжніх 

перерізах , /2, 0y h h    смуги S  при а) 1/2a  , б)  1a , 
в)  2a  та г) у поперечному її перерізі  0x . 

3. Числові результати. Проаналізуємо розв’язок змішаної задачі (За-
дача ІІІ), коли зовнішні навантаження та переміщення в умовах (5) задано 
у вигляді 
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1, ,

( ) ( ) ( ) ( ) 0
0, ,a

x a
p x p x u x v x

x a
        

, (41) 

де 0a   – півширина ділянки межі y h , де рівномірно розподілено нор-

мальний тиск, 0/(2 )ap p a , 0p  – стала у розмірності напружень. Зауважи-

мо, що параметр ap  підібрано так, що для будь-якого додатного значення 

a  головний вектор нормальних зусиль ( )p x  дорівнює 0p . Таким чином, 

функції (41) задовольняють умови рівноваги (8). 
На рис. 1 показано розподіли нормальних напружень yy  у перерізах 

consty   та 0x   з урахуванням парності цієї функції за змінною x  для 

різної ширини навантаженої ділянки 2a . Тут і нижче 1h  . Нескладно пе-
реконатися, що у кожному поздовжньому перерізі consty  , включно з 

нижньою межею y h   (див. рис. 1а – рис. 1в), розраховані напруження 

yy  задовольняють інтегральні умови (9), які у випадку зовнішніх наванта-

жень (41) мають вигляд 

 0( , ) 2 , ( , ) 0, constyy a yyx y dx ap p y x y dx y
 

 

       . (42) 

На межі y h  напруження точно задовольняють задану межову умову. 

З віддаленням від навантаженої межі y h  розподіли напружень «зглад-

жуються» в околах точок розриву зусиль (41). На защемленій межі y h   
ці напруження, зберігаючи значення головного моменту та головного векто-
ра відповідно до умов (42), є найбільш інтенсивними посередині навантаже-
ної зони 0x   у випадку найменшого із розглянутих значень параметра 

1/2a  . Розподіли напружень за товщиною смуги (рис. 1г) свідчать про їх-
ній перепад. Внаслідок однорідної крайової умови для дотичних напружень 
на межі y h  криві на рис. 1г зближаються до цієї межі так, що дотична 

при y h  є паралельною до осі Oy . При наближенні до закріпленої межі 
такого ефекту не спостерігається, що свідчить про очікувану відмінність від 
нуля дотичних напружень при y h   у розглянутому перерізі. 

Розраховані розподіли нормальних напружень xx  наведено на рис. 2 
для тих самих перерізів та значень параметрів, які використано для зобра-
жень на рис. 1. Як видно з рис. 2а – рис. 3в, поздовжні напруження xx  на 

межі y h  мають розриви у тих самих точках x a  , що й зусилля (41). 
З віддаленням від навантаженої межі ці напруження стають неперервними 
у перерізах x a  , маючи тут точки перегину. Крім того, у випадку зов-
нішніх зусиль (41) інтегральні умови (9) для цих напружень набувають 
вигляду 

 2 ( , ) ( ) sgn ( )
h

xx
h

x y dy x d




 

        , 

 2 ( , ) ( ( ) ( )) ( ) sgn ( )
h

xx
h

y x y dy p p x h x d


  

 

              ( )  

у довільному перерізі constx  . Згідно з цими умовами та з огляду на 
парність нормальних та непарність дотичних напружень за координатою x , 
розподіли, наведені на рис. 2г, при 0x   повинні задовольняти такі 
інтегральні умови: 
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 S P , 0,1xx xx æ æ æ , (43) 

де 

 
1

1 0

S (0, ) , P ( )xx xx xxy dy x dx






     0 0 , 

 
1

1
0

1 0

S (0, ) , P P ( )
4xx xx xx xx
ay y dy p h p x dxx






     1 0 . (44) 

Рівності (43) можуть слугувати критерієм перевірки точності обчислень 
поздовжніх, поперечних та дотичних напружень. У таблиці 1 наведено 

значення Sxx
æ , розраховані на основі формул (44) з урахуванням даних, на-

ведених на рис. 2г, та відповідних значень Pxx
æ , 0, 1æ , обчислених за да-

ними на рис. 1а – рис. 1в та рис. 3а – рис. 3в при y h  . Значення у дуж-

ках вказують відносне відхилення обчислених величин Pxx
æ  від Sxx

æ . 
Із наведених значень робимо висновок, що умови (43) задовольняються із 
прийнятною точністю. Зі збільшенням параметра a  точність задоволення 
умов (43) дещо погіршується, що пояснюється більш розлогим розподілом 
функцій за координатою x  та водночас обмеженістю наведених на графіку 
проміжків розрахунку. 
 

   
 а) б) 

   
 в) г) 

Рис. 2. Розподіли безрозмірних нормальних напружень 0/xx p  у перерізах 
, /2, 0y h h    смуги S  при а) 1/2a  , б)  1a , в)  2a  та г) у 

перерізі  0x . 
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Таблиця 1. Значення параметрів (44) при 1/2, 1, 2a  .  

 Sxx
0  Pxx

0  Sxx
1  Pxx

1  

1/2a   -0.18283 -0.17997 (1.6%) -0.11971 -0.11793 (1.5%) 

1a   -0.16653 -0.16295 (2.1%) -0.05916 -0.05702 (3.6%) 
2a   -0.12545 -0.12043 (4.0%) -0.01124 -0.01079 (4.0%) 

 
На рис. 3а – рис. 3в показано розподіли дотичних напружень xy  для 

тих самих параметрів, що й на аналогічних рисунках вище. Внаслідок не-
парності за змінною x  ці напруження дорівнюють нулеві при 0x  . Тому 
на рис. 3г наведено їх для значень 1/2, 1, 2x a  , для яких згідно з 
розподілами на рис. 3а – рис. 3в, вони є близькими до максимальних. 
Очевидно, що умови рівноваги (9) для дотичних напружень виконуються 
автоматично. 

   
 а) б) 

   
 в) г) 

Рис. 3. Розподіли безрозмірних дотичних напружень 0/xy p  у перерізах 

, /2, 0y h h    смуги S  при а) 1/2a  , б)  1a , в)  2a  та г) у 
перерізі 1/2x   при 1/2a  ,  1x  при  1a  та  2x  при  2a . 

 
Розподіли поперечних переміщень наведено на рис. 4. Вони точно 

задовольняють однорідну крайову умову при y h   та досягають 

максимальних значень при y h . Розподіл цих переміщень за товщиною 

смуги у поперечному перерізі 0x  , де вони є найбільшими для кожного 
фіксованого y , показано на рис. 4г. Поздовжні переміщення показано на 
рис. 5 для тих самих параметрів, які використано на рис. 3. 
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 а) б) 

   
 в) г) 

Рис. 4. Розподіли безрозмірних поперечних переміщень 0/yEu p  у перерізах 

, /2, 0y h h    смуги S  при а) 1/2a  , б)  1a , в)  2a  та г) у 
перерізі  0x . 

Висновки. У статті на прикладі безмежної пружної смуги досліджено 
проблему розв’язання трьох основних задач теорії пружності з використан-
ням єдиного підходу, а саме методу безпосереднього інтегрування із засто-
суванням визначальної функції Вігака. Основними рівняннями, які опису-
ють напружено-деформований стан досліджуваної області, є рівняння рів-
новаги та співвідношення Коші, де деформації подано через напруження з 
використанням закону Гука. Використання функції Вігака дало можливість 
звести задачі для трьох розглянутих типів крайових умов до розв’язання 
зв’язаної системи інтегро-диференціальних рівнянь першого порядку. За-
лежно від вибору рівнянь для визначення компонент вектора переміщень 
отримано інтегро-диференціальні рівняння різного порядку (другого, пер-
шого та нульового) за похідними та відповідні додаткові інтегральні умови, 
що підтверджує той факт, що для областей із межею додаткове диференці-
ювання накладає певні обмеження на розглядувані компоненти напружено-
деформованого стану.  

Показано, що встановлені на основі інтегрування рівнянь рівноваги ін-
тегральні умови для зусиль та моментів на межі смуги, а також для голов-
них вектора та моменту компонент тензора напружень у відповідних по-
здовжніх та поперечних перерізах можна використовувати для забезпечен-
ня коректності формулювання другої та третьої основних задач, коли на 
усій або частині межі задано переміщення. Крім того, ці умови є своєрідним 
критерієм перевірки точності обчислень компонент напруженого стану. 
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 а) б) 

   
 в) г) 

Рис. 5. Розподіли безрозмірних поздовжніх переміщень 0/xEu p  у перерізах 
, /2, 0y h h    смуги S  при а) 1/2a  , б)  1a , в)  2a  та г) у 

перерізі 1/2x   при 1/2a  ,  1x  при  1a  та  2x  при  2a . 
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SOLVING THE BASIC BOUNDARY VALUE PROBLEMS OF ELASTICITY THEORY FOR A STRIP 
VIA VIHAK’S FUNCTION 
 
It is shown that the three basic boundary value problems of elasticity theory for a strip 
can be solved within a unified framework based on the method of direct integration, in 
which the sought components of the stress tensor and the displacement vector are 
expressed through Vihak’s key function. Such a representation is advantageous for 
applications in problems on the optimization and stress-state control, as it provides a 
direct means of governing the components of the stress-strain state through a single 
function. It is further demonstrated that the integral equilibrium conditions, obtained by 
integrating the equilibrium equations while accounting for boundary effects (i.e., 
prescribed stresses in the case of the first basic problem or reactive stresses in the case 
of the second and third basic problems on the longitudinal sides of the strip), serve as 
an effective criterion for verifying the accuracy of computations in all three basic 
problems. 

Key words: elasticity, basic boundary value problems, analytical solutions, direct inte-
gration method, Vihak’s function, integral conditions. 
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