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РОЗВ’ЯЗНІСТЬ ДВОТОЧКОВОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ  
ДЛЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО РІВНЯННЯ З ПАРАМЕТРОМ  
У НЕЛОКАЛЬНИХ УМОВАХ В УТОЧНЕНІЙ СОБОЛЄВСЬКІЙ ШКАЛІ 
 

Досліджено нелокальну крайову задачу для диференціального рівняння з 
параметром. Встановлено умови розв’язності цієї задачі в просторах 
Хермандера, які утворюють уточнену соболєвську шкалу функцій однієї 
дійсної змінної. Розглядувана задача є коректною за Адамаром. Знаменники, 
які виникають при побудові розв’язку, не є малими і оцінюються знизу 
деякими додатними сталими. 

Ключові слова: рівняння з частинними похідними, нелокальна задача, простори 
Хермандера. 

 
Вступ. У теорії рівнянь з частинними похідними важливим є питання 

про розв’язність некоректних задач, зокрема нелокальних крайових задач 
для різних типів рівнянь та систем рівнянь з частинними похідними. У за-
гальному випадку їхня розв’язність залежить від проблеми малих знамен-
ників, які виникають при побудові загального розв’язку [1, 2, 7, 12, 13, 18, 
21]. Коректність нелокальних крайових задач для диференціальних рівнянь 
з частинними похідними досліджувалися у роботах багатьох авторів (див. 
[3, 8, 9, 17]), за додаткових обмежень на рівняння, крайові умови та області, 
для яких сформульовано задачі.  

В останні роки зріс інтерес до задач для таких рівнянь та систем у 
просторах, показником гладкості елементів яких є функціональний пара-
метр, а не число, як у просторах Соболєва [4–6, 11, 15, 19]. Такими просто-
рами є простори Хермандера, які посідають центральне місце серед просто-
рів узагальненої гладкості [10, 20]. Поширення теорії нелокальних крайових 
задач для рівнянь та систем рівнянь з частинними похідними на клас 
гільбертових просторів Хермандера, які утворюють уточнену шкалу 
соболєвських просторів, має значний науковий інтерес.  

У цій роботі досліджено умови однозначної розв’язності нелокальної 
крайової задачі для безтипного диференціального рівняння з частинними 
похідними зі сталими коефіцієнтами у шкалі просторів Хермандера, що 
утворюють уточнену соболєвську шкалу. Гладкість функцій у соболєвських 
просторах визначається лише числовим параметром, а в уточненій собо-
лєвській шкалі – двома параметрами: числовим та функціональним (повіль-
но змінною на нескінченності функцією). Цей функціональний параметр 
може задавати додатну або від’ємну гладкість і дає змогу точніше охарак-
теризувати гладкість функцій простору. Встановлено необхідні та достатні 
умови єдиності розв’язку розглядуваної задачі в уточненій шкалі, а також 
достатні умови існування розв’язку у цій шкалі.  

1. Основні позначення та функціональні простори. Нехай 
/(2 )     – одновимірний тор, G  – циліндрична область [0, ]T   . T – 

лінійний простір тригонометричних многочленів (основних функцій) вигля-

ду ( ) ikx
k

k

P х P e


 


, де kP  – комплексні коефіцієнти, x   , а k  пробігає 

скінченну множину цілих чисел. T  є спряженим до T простором узагаль-
нених 2 -періодичних функцій, які є формальними тригонометричними ря-
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дами ( ) ikx
k

k

Q x Q e


 


, що діють на основну функцію P  T  за таким пра-

вилом: , k k
k

Q P Q P  , де число kP  є комплексно спряженим до числа kP .  

Позначимо через 1M  множину всіх повільно змінних на нескінченності 
за Караматою функцій, тобто множину таких функцій  , для яких 

( )
lim 1

( )t

t
t

  


 для кожного 0  , а через M  – множину всіх вимірних за 

Борелем на півосі [1, )  функцій : [1, ) (0, )     з 1M  таких, що функції 

  і 1


 обмежені на кожному відрізку [1, ]b , де 1 b   .  

Введемо шкали , ,( )q q MH
   { }  і ,

, ,( )N
q q MH G
  { }  відповідно гіль-

бертових , ( )qH
   і банахових ,

, ( )N
qH G
  просторів, де    , N    i 

( )t    – задана функція на відрізку [0, ]T .  

Гільбертів простір , ( )qH
   – простір функцій ( ) ikx

k
k

V V x V e


  


 з 

комплексними коефіцієнтами kV  і нормою  

 
,

1/2
22 2

( ) ( ) , 1
q

kq
kH

k

V k k e V k k







     
   


( ) . 

Банахів простір ,
, ( )N

qH G
 , N   , – простір таких функцій ( , )u u t x , 

що похідні ( / ) ( , )rt u t    для 0,1, ,r N   і [0, ]t T  належать до просторів 

, ( ) ( )q r tH
    відповідно і неперервні за t  у цих просторах. Квадрат норми 

функції u  у просторі ,
, ( )N

qH G
  обчислюється за формулою  

 ,
,

, ( )

2
2

( ) [0, ]0 ( )

( , )
maxN

q
q r t

n r

rH G Tr H

u t
u

t



  

 


 . 

Якщо 1  , то простори , ( )qH
   і ,

, ( )N
qH G
  позначаємо через , ( )qH    і 

, ( )N
qH G  відповідно, де ,q    . Якщо 0  , то простір , ( )qH

   позначаємо 

через ( )qH  . Множина просторів , ( )qH
  , де q   , M  ,    , 

утворює шкалу з такою властивістю: подвійне вкладення 

, , ,( ) ( ) ( )q q qH H H
         є неперервним для довільного 0  . 

2. Постановка задачі. У циліндрі G  досліджується задача з нело-
кальними умовами для однорідного диференціального рівняння n -го 
порядку з частинними похідними 

 
0 1

0 1 0 1
0 1

, ,0
( , )

, ( , ) 0, 1
s s

s s ns s
s s n

u t x
L u t x a a

t x t x



 

          
 , (1) 

 
1 1

1 1
0

( , ) ( , )
( ), 1, ,

m m

m mm m
t t T

u t x u t x
L u x m n

t t

 

 
 

      
 

 , (2) 

де n   , \ 0   { }  – параметр у нелокальних умовах, 
0 1,s sa – комплексні 

коефіцієнти рівняння, 1 1 ( ), , ( )n nx x       – задані функції, а 

( , )u u t х  – невідомий розв’язок.  
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Означення. Розв’язком задачі (1), (2) називаємо функцію 

[0, ];nu T  T ( ) , яка на відрізку [0, ]T  задовольняє рівняння (1) і умови (2) 

у просторі T  та належить до простору ,
, ( )n

qH G
 .  

Якщо ,
, ( )n

qu H G
 , то 1 , (0) 1 , ( )( ) ( )m q m q m TL u H H 

         для 

1, ,m n  , а тому для існування розв’язку задачі (1), (2) необхідно, щоб 
функції в нелокальних умовах (2) належали до цих просторів, тобто 

11 , ( )m q mH
     , де 1 max (0), ( )T   ( ) . 

Розв’язок [0, ];nu T  T ( ) задачі (1), (2) шукаємо у вигляді ряду  

 ( , ) ( ) ikx
k

k

u t x u t e


 


, (3) 

в якому коефіцієнти ( )k ku u t  є невідомими функціями з простору 

[0, ]n T .  

Для кожного k    функція ( )k ku u t  з формули (3) є класичним 

розв’язком нелокальної задачі для звичайного диференціального рівняння:  

 
1

( ) ( )
( ) 0

n n jn
k k

jn n j
j

d u t d u t
b k

dt dt






  , (4) 

 ( 1) ( 1)

0
, 1, ,m m

k k mkt t T
u u m n 

 
      , (5) 

де 1
1

1

,
0

( ) ( )
j

s
j n j s

s

b k a ik


  , mk  – коефіцієнти Фур’є функції m  для 

1, ,m n  .  

Умови існування єдиного розв’язку ( )ku t  задачі (4), (5) у просторі 

[0, ]n T  для всіх k    забезпечують виконання необхідної і достатньої 

умови єдиності розв’язку задачі (1), (2) у просторі ,
, ( )n

qH G
  для довільного 

q   . Якщо ж хоча б для одного k  існує нетривіальний розв’язок 

ˆ ˆ ( ) [ , ]0n
k ku u t T   однорідної крайової задачі (4), (5), то однорідна задача 

(1), (2) також має нетривіальний розв’язок ˆ ( , )u t x , який визначається 

формулою ˆ ˆ( , ) ( ) ikx
ku t x u t e , і тому розв’язок досліджуваної задачі (1), (2) 

не може бути єдиним. 
У рівнянні (4) коефіцієнти 1( ), , ( )nb k b k  лінійно залежать від коефі-

цієнтів 
0 1,s sa  рівняння (1), є многочленами від k  і для них справджуються 

формули 

 ,0(0)j n jb a  ,  

 
1 1

1
1

, ,
0,1, ,0

( ) max ( 1), 1,
j

j n j s n j s
s js

b z a a j z z 

     
 , 

 1
1 1

1
1

1

, ,
0,1, ,0

1
( ) max

1

jj
s

j n j s n j s
s js

k
b k a k a

k



 


  

 
,  

 1, 1, ,k k n   .  
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Якщо коефіцієнти 
0 1,s sa  рівняння (1) належать кругу A  деякого раді-

уса A  з центром у початку координат комплексної площини 

0 1 0 1, ,:A s s s sa a A   { } , то для модулів функцій 1( ), , ( )nb z b z  будуть 

справджуватися оцінки 

 3( )
2jb k Ak  , 

 ( ) ( 1) , 1,jb z j A z z     , 

для всіх k   . Звідси випливає, що для розв’язків (враховуючи кратність) 

1( ), , ( )nz z   відповідного характеристичного рівняння  

 
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) 0,
n n

n n j
z j j

j j

L iz P z b z z

 

              ( ) , 

виконуються нерівності [14, с. 381–384] (оцінка Коші) 

 1 1( ) ( ) 1 max , , 1 3 /2j j nk k k b b k A k A k           ( { }) ( )  

і ( ) 1 ( 1)j z n A     для 1z  , z   . Тут /j j jb b k  , а числа 

( ) ( ) /j j jk k k       є  -коренями многочлена 1
1 ( ) ( )n n

nb k b k      .  

У випадку кратних коренів позначатимемо різні корені та їхні 
кратності через ( )j k  та ( )j jn n k , 1, ,j n  , відповідно, де 

1 ( )Nn n n N N k     . 

3. Умови єдиності розв’язку. Для побудови загального розв’язку рів-
няння (4) і розв’язку задачі (4), (5) введемо матриці jJ , jW , ( )jS t , ( )jE t , де 

1, ,j N  . Позначимо через , , 1 , 1
jn

j jJ          ( )  жорданову клітку 

порядку jn  для кореня j , де ,   – символ Кронекера, 

 
( 1)1 1 1

1

1col
1 !

j

j j j

n
n

j
j

W
n

  



       
( ) ( )

( )
 

 1
1 1col ( ) n

j je n J  ( ) , 

причому елементи стовпців цієї матриці з точністю до сталих множників є 
похідними за змінною j  елементів першого стовпця, а ( )je n  – рядок з 

номером   одиничної матриці 
jnI  порядку jn . Матриця ( ) j

j

t
j nE t I e

  є 

діагональною, а трикутна тепліцева матриця ( )jS t  має вигляд 

 
1

, , 1 , 1
, 1

( )
( 1)!

jj

j

nn

j n
j

tS t t
n



      
 

         
 , 

її рядки є послідовними похідними за змінною t  першого рядка.  
Очевидними є співвідношення 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j j j j j j j j j jS t E t E t S t S t E t S t E t J S t E t      ( ) ( ) .  

Запровадимо також блочні квадратні матриці порядку n : (невирод-
жену) узагальнену матрицю Вандермонда  1 NW W W   і діагональні 
матриці 

 1 1diag ( , , ), ( ) diag ( ), , ( )N NJ J J S t S t S t  ( ) , 
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 1( ) diag ( ), , ( )NE t E t E t ( ) . 

Якщо N n , то блоки jW  стають стовпцями, W  є матрицею Вандер-

монда, ( )S t I , J  і ( )E t  – діагональні матриці, зокрема 

1( ) diag , , n ttE t e e ( ) . 

Теорема 1. Нехай рівняння 

  ln 2 1 ln 2 n
k n

i m
P i m

T T

         
 

 

    
1

ln 2 0
n

n jj
j

j

b k T i m 



      (6) 

не має цілочислових розв’язків m , тоді існує єдиний розв’язок ( )ku t  

задачі (4), (5) у просторі [0, ]n T , причому 

 1 1
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k ku t e WS t E t I S t E t W    ( ) , (7) 

де 1col , ,k k nk     ( ) , e  – рядок з номером   одиничної матриці n -го 

порядку I . Якщо ж існує розв’язок рівняння (6), то однорідна задача (4), 
(5) має нетривіальний розв’язок. 

Д о в е д е н н я .  Фундаментальна система розв’язків рівняння (4) 

складається з функцій 1 jtt e
 , де 1, , jn   , 1, ,j N  . Тому формула 

 1 1
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) j
N

t
k j j j

j

u t e WS t E t C e n S t e C




    

 
1

1

1
( 1)!

j
j

nN
t

j
jj

te t C
n






    
   (8) 

визначає загальний розв’язок цього рівняння у просторі [0, ]n T  і його 
похідна порядку r n  має вигляд 

  ( )( )
1( ) ( ) ( ) rr

ku t e W S t E t C   

 1 1( ) ( ) ( ) ( )r
re WJ S t E t C e WS t E t C  , (9) 

а похідна вищого порядку дорівнює ( ) 1( ) ( ) ( )r r n
k nu t e WJ S t E t C  , де 

1col , , NC C C ( )  – довільний блочний вектор із n  і jn
jC   . 

Для визначення вектора C  підставляємо функції ( )ku t , ( )ku t , ( 1) ( )n
ku t  

в умови (5). Враховуючи рівність (9), отримуємо систему лінійних алгебрич-
них рівнянь порядку n   

 ( ) ( ) kW I S T E T C   ( )  або 1( ) ( ) kI S T E T C W   ( )  (10) 

з визначником 
1

j j
N

T n

j

e




  ( ) . З умови теореми випливає, що 

1

ln 2 0
N

j
j

i m T


      ( )  для довільного числа m   , тому 

1 1( ) ( ) kC I S T E T W    ( ) . Звідси отримуємо формулу (7). 

Теорему доведено.  
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Якщо рівняння (6) має цілочисловий розв’язок, то 
det ( ) ( ) 0I S T E T  ( )  і однорідна система ( ) ( ) 0I S T E T C  ( )  має 

ненульовий розв’язок C , а функція 1( ) ( ) ( )ku t e WS t E t C   є нетривіальним 

розв’язком однорідної задачі (4), (5).  
Із теореми 1 випливає очевидний наслідок.  
Наслідок 1. Для однозначної розв’язності задачі (1), (2) у просторі 

[0, ];n T T ( )  необхідно і достатньо, щоб рівняння (6) не мало розв’язків у 

цілих числах m  і k . При цьому розв’язок задачі задає формула 

 1 1
1( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ikx

k
k

u t x e WS t E t I S T E T W e 



    


( ) .  

Теорема 2. Нехай умова теореми 1 не виконується, тоді для деякого 
натурального числа 1 1( )N N k N   виконуються рівності  

 
1 11 1(ln 2 )/ , , (ln 2 )/N Ni m T i m T          , 

де ln   – головне значення логарифма, jm – цілі числа і 
11 Nm m  . Для 

існування розв’язку ( )ku t  задачі (4), (5) у просторі [0, ]n T  необхідно і 

достатньо, щоб права частина k  була лінійною комбінацією стовпців 

матриці kW , яка отримана з матриці W  вилученням 1N  стовпців з 

номерами 
11 1 2 1, , , Nn n n n n    , причому  

 
11 1

2 // / 1
1

11

( ) 0
( 1)!

j
j

j

NN n
i m t Tt T t T

k j
j jj

tu t C e t S
n


 



                
    

 
1

1
1

1
1

( ) ( ) ( )j j
N

t T
j j j j j k

j N

e n W S t e I S T e W


  

 

         
  (11) 

і залежить від 1N  параметрів 1jC   , де  

 
1

1 0 0
( 1)!

j

j

n

j

tt S
n


          

  для 1jn  ,  

 
112

, , 1 , 2
, 1

2 ( 1)!

jj

j

nn

j n
j

T TS T
n



      
 

          
   для 1jn  .  

Д о в е д е н н я .  За припущенням теореми до множини розв’язків 

(ln 2 )/ mi m T   { }   рівняння Te    належать 1N  коренів многочлена 

( )kP  , які позначимо 
11, , N  : (ln 2 )/j ji m T     , 11, ,j N  . Тому  

 1
0

( ) ( ) , 1, , 1
0 0

jT j
j j j j j

S
I S T e I S T j N n

          
 


( ) . 

Враховуючи, що 1col ,j j jС С С ( ) , на основі (10) першу систему подамо 

так:  

 1

1

1

1, ,

1

col

col ( )

j

j

n
j j j N

k kT N
j j j j N

S C
W

I S T e C





 

 
      
 


 

 
( )

(( ) )
. 
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За теоремою Кронекера – Капеллі отримана теорема є сумісною тоді і 

тільки тоді, коли k  є лінійною комбінацією стовпців матриці kW . Компо-

ненти jС  стовпця С  визначимо з другої системи з (10), яка розпадається 

на N  систем  

 1
0

, 1, ,
0 0

j
j jk

S
С j N

     
 


 , 

 1( ) , 1, ,jT
j j j jkI S T e C j N N

      ( ) , 

(система 0 0jС   при 1jn  , 11 j N  ), де 1
1col ( , , )k k NkW       і 

jn
jk   . Розв’язки цих систем подамо у вигляді  

 
1

1 1, 1, , , 1
0

j

j

j j
jk

С
С j N n

S
 

     
( ) , 

 1
1( ) , 1, ,jT

j j j jkC I S T e j N N
       ( ) .  

Якщо підставити знайдені вирази для jC  у формулу (7), отримаємо 

рівність (11). Теорему доведено.  
4. Умови існування розв’язку. Нехай характеристичне рівняння 

( ) 0kP    має прості корені і ( )k Te   , тоді для розв’язку (7) маємо  

 ( )

1

( )
jtrn

jr
k jkT

j

e
u t

e







 

 



, (12) 

де 1
1col ( , , )k nk k kW      . Звідси випливає нерівність 

 
2

2 2( ) 2
1

1, , 1

( ) max
jt n

r r r
k jkTj n j

ek u t nA
e




 

 
 





. (13) 

Знайдемо достатню умову, за якої характеристичне рівняння ( ) 0zP    

може мати кратні корені лише для скінченної множини чисел z   . 
Критерієм існування кратного кореня є умова 

 2 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) 0q r
r q n

D z z z z
  

       ( ) , 

де ( )D z  – дискримінант многочлена zP . Дискримінант є многочленом 

змінної z  і має вигляд 

 
1

1 1/2
1 2 1

0

( ) ( 1) det col ( ), ( ) , ( 1)
h

h h j
j

j

D z V z V z D z h n n



    ( ) , (14) 

де  

 1 , 1, , 1
0

1, ,2 1

( ) ( )
n

n
n

V z b z    
  

   
 
 



, 

 
1

2 , 1, ,
0

1, ,2 1

( ) ( ) ( )
n

n
n

V z n b z


   
  

     
 
 



, 
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тут 0 ( ) 1b k  . Старший коефіцієнт 0D  є дискримінантом многочлена 

,
1

( )
n

n n j
n j j

j

P z z a z 
 



   , модулі коренів якого обмежені зверху сталою 

1 A , а інші коефіцієнти 
11, , hD D  визначаються з квадратної системи 

лінійних алгебричних рівнянь 

 
1

1 1
1

1
2 /2

0 1
0

( ) , 0,1, , 1,
h

h i hj
h j

j

D D h e


  




            , 

з (невиродженою) матрицею Фур’є [16, с. 356] порядку 1h . Ця система є 
частиною тотожності (15). 

Оскільки 1 1
22

1

( ) ( ) ( ) 2 1 (1 )h h
q r

r q n

n A  

  

            
  ( )  і 

1 1
0 2 (1 )h hD A  , а оберненою до матриці Фур’є є ця сама матриця з 

точністю до множника n , то компоненти розв’язку останньої системи 
визначає формула  

 
1

1
1

1
2

0 1
0

1 ( ) , 0,1, , 1j
h

jhj
h

j

D D h
n







         ( ) . 

Тому отримуємо оцінку зверху 1 1

1, ,
max 2 2 (2 )h h

j
j n

D n A


  


( ) . 

Нехай 0 0D  , тоді з формули (14) отримуємо 

 
1

1 10

01

2
( ) 2

2

h
jh h j

j

DD
D k k k

D




 
   

 
 ,  

тому 

 
1

1

1
0

1, , 01

( ) 2 2 max
2

h j
h

j
j n j

D k
D k k D

D



 

    
 


  

 
11 1

1

1
10

0 1

2 2 (2 )
2

2

hh h
h j

j

D n A
k k

D






    
 

( )
. (15) 

Очевидно, що рівняння 
1 1

1 1

1
1

0

2 2 (2 )
1

h h
h hn A

y y y
D


 

   
( )

( )  має 

лише один дійсний корінь 1y ; за нерівністю Коші він належить множині 

1 11

0

2 2 (2 )
0,1

h hn A
D

     

( )
. 

Тому 
1 1

1 1

1
1

0

2 2 (2 )
1

h h
h hn A

k k k
D


 

   
( )

( ) при 1k y  і за 

формулою (15) справджується оцінка 

 10
1( ) ,

2
hD

D k k k y  .  (16) 

Отже, якщо коефіцієнти ,n j ja  , де 1, ,j n  ., головної частини 

рівняння (1) справджують умову 0 0D  , то незалежно від інших 

коефіцієнтів характеристичне рівняння ( ) 0kP    може мати кратні корені 
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щонайбільше для 12 1y   чисел k   ; ці числа належать інтервалу 

1 1( , )y y . 

Стовпець k  є розв’язком рівняння k kW    або рівняння 

 
1 1

1
1 1, 1 1

col
( )

n n

mk
k m

m
A k A k

 



  

       
                


   

з матрицею, елементи якої лежать в одиничному крузі, тому використо-
вуючи нерівність Адамара [16, с. 491] і нерівність (16), із правила Крамера 

за умови 1k y  отримуємо оцінку для виразу 2
jk  з правої частини 

нерівності (13): 
 

 
11 12 /2 1

2 22( 1)1 1
2 2 2

01 11

2

( )( )

hh hn n
mmk

jk mkm
m m

A k A
k

DA kk


 


 


   


 

   
( )

,  

 1, ,j n  . (17) 

Оцінювання дробу 
jt

T
e

e



  
 з (13) здійснимо, припускаючи для 0 0   

виконання нерівності 0Re ( )j k k   . Тоді для Re ( ) 0j k   маємо 

 
0

0

0

Re

0

2 1 2, ln
j jt t k t

k t
T k TT

e e e e k
Te e e

  


 
   

       
; 

аналогічно для Re ( ) 0j k   отримуємо 

 
0

0

0

Re ( ) ( )
( )

0

12 , ln 2
1 1

j jt T t k T t
k T t

T TT
e e e e k

Te e e

    
 

 
    

      
. 

Отже, за припущення 0Re ( )j k k    маємо оцінку зверху  

 ( )

0

ln min 2 ,2/12max 1, ,
jt

t k
T

e e k
Te






       

( )


, (18)  

де 0( ) min ( , )t t T t    . 

Знайдемо умови виконання нерівності 0Re ( )j k k   . Для довільного 

1, ,j n   число Re ( )j k  є множником результанта  

 
2

2

( , ) ( , )

1 1 , 1, , 0

( ) 2Re
hr j jn n

h j
j j r j

j r n j

R k R k




    

           ( ) ( )


 
 

,  

 2
2h n , (19)  

многочленів ( )kP   і 1
1 1

( ) ( ) ( 1) ( )
n n

n j n j
k j

j

P k b k 

 

          ( )


.  

Результант має вигляд 3 4( ) det col ( ), ( )R k V k V k ( ) , де  

 3 , 4 ,
1, , 1, ,0 0
1, ,2 1, ,2

( ) ( ) , ( ) ( 1) ( )
n n

n n
n n

V k b k V k b k
     

  
 

   
       
   
 

 
 

. 
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Коефіцієнт 0R  у формулі (19) є результантом многочленів ( )P   і 

1 ,
1

( ) ( 1)
n

n j n j
n j j

j

P a 
 



      . 

Коефіцієнти 
21, , hR R  задовольняють квадратну систему лінійних 

алгебричних рівнянь  

 
2

2 2
2

1
2 /

0 2
0

( ) , 0,1, , 1,
h

h i hj
h j

j

R R R h e


  




           , 

з матрицею Фур’є порядку 2h . При цьому виконуються нерівності 

 2 2
2

1 1

( ) ( ) ( ) 2 1 (1 )
n n

h h
q r

q r

R n A  

 

           
  ( ) , 

 2 2
0 2 (1 )h hR A   

і формула для компонент розв’язку цієї системи 

 
2

2
2

1

0 2
0

1 ( ) , 0,1, , 1
h

jhj j
h

j

R R R h
n







        ( ) . 

Тому, як і для дискримінанта, отримуємо оцінку зверху  

 2 2

1, ,
max 2 2 (2 )h h

j
j n

R n A


  


( ) . 

Нехай 0 0R  , тоді з формули (19) отримуємо 

 
2

2 20

01

2
( ) 2

2

h
jh h j

j

RR
R k k k

R




   
 

 , 

тому 

 
2

2

1
0

1, , 01

( ) 2 2 max
2

h j
h

j
j n j

R k
R k k R

R



 

 
    

 


  

 
22 2

2

1
10

0 1

2 2 (2 )
2

2

hh h
h j

j

R n A
k k

R






  
  

 
( )

. 

Очевидно, що рівняння 
2 2

2 2

1
1

0

2 2 (2 )
1

h h
h hn A

y y y
R


 

   
( )

( )  має 

лише один дійсний корінь 2y ; він за нерівністю Коші належить множині 

2 21

0

2 2 (2 )
0,1

h hn A
R

     

( )
.  

Тому 
2 2

2 2

1
1

0

2 2 (2 )
1

h h
h hn A

k k k
R


 

   
( )

( ) при 2k y  і 

попередню нерівність для ( )R k  підсилюємо до такої: 

 20
2( ) ,

2
hR

R k k k y  . (20) 

Отже, якщо коефіцієнти ,n j ja  , де 1, ,j n  , головної частини 

рівняння (1) справджують умову 0 0R  , то незалежно від інших 
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коефіцієнтів, протилежну нерівність 2
0( ) /2 hR k R k   

 
 задовольняють 

щонайбільше 22 1y   чисел k   ; ці числа належать інтервалу 2 2( , )y y . 
Підставляючи нерівність (20) у формулу (19), запишемо 

 
2

2 2 2 2

0 0
01 1 1

1 1

Re , 1, ,
2 2

h

j h h h h

R R k
k j n

A k A k  
       ( ) ( )

,  

і знайдемо 
2 2

0
0 (3 1)/2 1

12 h h

R

A 
  . 

Для випадку 1
1 2 0max , , ( ) ln max (2 ,2/ )k y y T    ( )  з огляду на 

нерівності (13), (17) і (18) знаходимо 

 

1
1

2
2 /2 3 22 ( )( ) 2 2( 1)1

2
0 1

1( ) 2 max 1,
r h n

h t kr r m
k mk

m

A
k u t n e k

D


    



 
  

 
   , 

 0,1, ,r n  . (21) 

Далі використовуємо проєктори KП , де K  – довільна підмножина 

множини цілих чисел  , які діють у просторах , ( )qH
   за правилом: якщо 

( ) ikx
k

k

V V x V e


  


 належить простору , ( )qH
  , то ( )К КП V П V x   

ikx
k

k K

V e


  . При цьому очевидно, що , ( )К qП V H
   та , ( )К qП V H

     

для скінченної множини K . 
Позначимо через 0K  множину цілих чисел, для яких рівняння (6) не 

має розв’язків m   , 1 1:K k k y  { } , 
1

1 2 0: max , , ( ) ln max 2 ,2/K k k y y T      { ( ( ))} . 

Теорема 3. Для фіксованих коефіцієнтів і параметрів задачі (1), (2) її 

розв’язок (3) у просторі [0, ];n T T ( )  існує тоді і тільки тоді, коли 

виконується умова ортогональності 0k kG    для всіх 0\k K  , де 

1

1 ,
0

n N

k n NG g




  


 
  
 
 , числа jg  є коефіцієнтами многочлена 

1 1
1 1

1 1

( ) ( ) / ( )
N n N

n N n N j
k j j

j j

g z P z z z g z


  

 

      . У випадку скінченної 

множини 0K  задача є фредгольмовою, множники ku  в її розв’язку мають 

вигляд (12) для 0\k K   і (7) для 0k K ; ядро задачі має розмірність 

0

1
\

( )
k K

N k




, причому воно тривіальне, якщо 0K   ; інакше задача не є 

фредгольмовою. Якщо додатково виконується умова 0 0D  , то  

 
2

2

0 1
1

,
j

j

tn
ikx

K jkT
k K j

eP u e K K K
e




 

  
 

   . (22) 

Припустимо, що виконується умова 0 0 0D R   і рівняння (6) не має 

розв’язків m    для цілих чисел \k K  , тоді розв’язок ,
, ( )n

qu H G
  
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задачі (1), (2) єдиний та існує для довільних правих частин 

1 ( )j q jH
    , причому 

 1 1
1

\

( ) ( ) ( ) ( ) ikx
k

k K

u e WS t E t I S T E T W e 



    


( )  

 1

1

diag
j

j

nt
ikx

kT
k K j

e W e
e





 

 
  

  
  , (23) 

 
   ,

1,

22
0

1

, ( ) min ( , )n
q jq

n

j HH G
j

u M t t T t
 




      , (24) 

де додатна величина M  залежить від коефіцієнтів 
0 1,s sa  рівняння (1) і 

параметра  , а також від чисел A  та n . Цей розв’язок неперервно 
залежить від правих частин умов (2). 

Д о в е д е н н я .  Якщо множина 0\K  – порожня, то за теоремою 1 

розв’язок задачі (4), (5) існує для довільного k    і виконується наслідок 1 
про єдиність розв’язку задачі (1), (2). Якщо 0\k K  , то за теоремою 2 

розв’язок ku  існує з точністю до 1( )N k -вимірного простору, але не для всіх 

правих частин k . 

Вектор k  при цьому є лінійною комбінацією стовпців матриці kW , яка 

є матрицею Вандермонда з n  рядками многочлена ( )g z . Із рівності 

0k kG W   випливає умова ортогональності 0k kG   . Отже, всі члени ряду 

( ) ikx
k

k

u t e




 є визначеними, тому [0, ];nu T  T ( ) . 

Якщо 0 0D  , то ( )N k n  для 1k K , а якщо додатково 0k K , то 

справджується формула (13). Звідси випливає рівність (22). 
Якщо 0 0 0D R  , то 0 1K K K  , множина \K  – скінченна, 0K    і 

справджується наслідок 1. Зображення (23) розв’язку випливає з теореми 1 
і формули (22). Зі скінченності \K  маємо нерівність 

,
1 ( ),

22
\ 1 \( )

1
n

q jq

n

K K jH G H
j

P u M P 
   

   , яка разом з оцінкою (21) дає 

формулу (24). 
Теорему доведено.  
Нехай для q   , M   оператор  

  , , 1 1: ( ) ( ) ( )q q q q q nN D N H H H  
           , 

що визначений на підпросторі ,
, ,( ) ( ) : 0n

q qD N u H G Lu
   { }  простору 

 ,
,

n
qH G
 , діє за правилом , 1( ) ( , , )q nN u L u L u   , де L  та 1, , nL L  – такі 

самі, як у формулах (1), (2). 
Наслідок 2. За умов теореми 3 оператор ,qN   задає гомеоморфізм 

просторів ,( )qD N   та 1 1( ) ( ) ( )q q q nH H H  
        . При цьому 

додаткова гладкість   передається від розв’язку рівняння (1) до правих 
частин умов (2) і навпаки. 

Д о в е д е н н я  випливає з означення вказаних просторів та 
нерівності (24).  
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Умови теореми 3 виконуються майже завжди, адже протилежне 

означає настання однієї з подій: вектор ( 1)/2
1 1,1 1, 1 0,, , , n n

n n n Aa a a 
   a { }  

належить одній із двох алгебраїчних гіперповерхонь або вектор 

0 1

( 1)/2
2 , 0 1: 1 n n

s s Aa s s n       a { }  належить одній зі скінченної 

кількості гіперплощин (6), де \k K  . Геометричні ймовірності цих подій є 
нульовими у сенсі міри Лебеґа і, більш точно, у сенсі розмірності 
Гаусдорфа. 

Зауважимо, що у багатовимірному випадку, коли x  – векторна 
величина, оцінки (16) і (20) не виконуються для майже всіх векторів, 
складених з коефіцієнтів рівняння (1). Дискримінант ( )D k  і результант 

( )R k  можуть мати як завгодно швидке прямування до нуля на множині  ; 
це малі знаменники задачі, які треба кваліфіковано оцінювати у рамках 
заданих шкал просторів. 

Висновки. У роботі досліджено нелокальну крайову задачу для дифе-
ренціального рівняння з параметром. Встановлено умови розв’язності цієї 
задачі у просторах Хермандера, що утворюють уточнену соболєвську 
шкалу функцій однієї дійсної змінної. Показано коректність за Адамаром 
задачі, що відрізняє її від некоректної за Адамаром задачі з багатьма 
змінними, розв’язність якої пов’язана з проблемою малих знаменників. 
Доведено, що проблема малих знаменників не виникає, оскільки відповідні 
вирази оцінюються знизу додатними сталими.  
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SOLVABILITY OF TWO-POINT BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A DIFFERENTIAL EQUATION 
WITH PARAMETER UNDER NONLOCAL CONDITIONS IN A REFINED SOBOLEV SCALE  
 
A nonlocal boundary value problem for a differential equation with the parameter is 
investigated. The conditions for the solvability of this problem are derived in the scale 
of Hörmander spaces forming a refined Sobolev scale of functions of one real variable. 
The considered problem is well-posed in the sense of Hadamard. The denominators, that 
arise when constructing the solution, are not small and are estimated from below by 
some positive constants. 

Key words: partial differential equation, nonlocal problem, Hörmander spaces. 
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