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ЗМІШАНА ЗАДАЧА ДЛЯ СИНГУЛЯРНОГО ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО 
РІВНЯННЯ ПОЗДОВЖНІХ КОЛИВАНЬ СТРИЖНЯ 
 

Запропоновано схему розв’язування змішаної задачі для диференціального 
рівняння поздовжніх коливань стрижня з коефіцієнтом, який є узагальненою 
похідною функції обмеженої варіації. Розв’язок цієї задачі побудовано за 
допомогою методу редукції, який дає змогу звести її до двох задач: крайової 
квазістаціонарної задачі з вихідними крайовими умовами і змішаної задачі з 
однорідними крайовими умовами. Першу з цих задач розв’язано з викорис-
танням квазіпохідної. Для розв’язання другої задачі застосовано метод 
Фур’є і розвинення за власними функціями допоміжної крайової задачі для 
квазідиференціального рівняння другого порядку. 

Ключові слова: змішана задача, поздовжні коливання стрижня, квазіпохідна, 
сингулярне диференціальне рівняння. 

 
Вступ. Теорію коливних процесів у випадку гладких функцій детально 

описано в [1, 6, 13]. Однак при моделюванні коливань часто виникають кра-
йові задачі для диференціальних рівнянь з кусково-неперервними коефіці-
єнтами або коефіцієнтами, які є узагальненими похідними від розривних 
функцій. У роботах [3, 5, 11, 12] вивчали задачі про поздовжні коливання 
стрижнів з кусково-неперервними або кусково-сталими коефіцієнтами. За-
дачі для диференціальних рівнянь із сингулярностями вивчали, зокрема, у 
роботах [7, 9, 10]. 
 У цій роботі розглянуто змішану задачу для диференціального рівнян-
ня про поздовжні коливання стрижня з коефіцієнтом, який є узагальненою 
похідною функції обмеженої варіації. З використанням методу редукції [6, 
гл. 3, §2] розв’язання поставленої задачі зведено до двох задач: крайової 
квазістаціонарної задачі з вихідними крайовими умовами і змішаної задачі 
з однорідними крайовими умовами для деякого неоднорідного рівняння. Для 
розв’язання першої задачі використано підхід, що передбачає застосування 
квазіпохідних [4], з допомогою яких квазідиференціальні рівняння зведено 
до системи диференціальних рівнянь першого порядку. Розв’язання другої 
задачі ґрунтується на використанні методу Фур’є і модифікованого методу 
власних функцій крайової задачі для квазідиференціального рівняння дру-
гого порядку. 
 1. Постановка задачі. Розглянемо змішану задачу для диференціаль-
ного рівняння коливань. Задача полягає у знаходженні розв’язку ( , )u x t  
рівняння 

 
2

2
( ) ( ) ( )u ua x x f x

x xt
        

 (1) 

з крайовими  

 1 2 1(0, ) (0) (0, ) ( )xp u t p u t t    , 

 1 2 2( , ) ( ) ( , ) ( )xq u t q u t t       (2) 

та початковими умовами 

 1( ,0) ( )u x x  , 
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 2( ,0) ( )tu x x   . (3) 

Тут ( ) ( )a x b x , ( ) ( )f x r x , де ( )b x , ( )r x  – неперервні справа дійсні 
функції обмеженої варіації на проміжку [0, ] , ( )b x  – неспадна функція, 

( ) 0x  , 1 ( )x  – обмежена і вимірна функція на проміжку [0, ] ; функції 

1 ( )x , 2 ( )x  – неперервні на відрізку [0, ] ; функції 1 ( )t , 2 ( )t  – двічі 

неперервно диференційовні для 0t  ; 1p , 2p , 1q , 2q  – дійсні числа, 
2 2
1 2 0p p  , 2 2

1 2 0q q  , 1 2 0p p  , 1 2 0q q  . Штрихами у формулах 

( ) ( )a x b x , ( ) ( )f x r x  позначено узагальнене диференціювання, а тому 
( )a x  і ( )f x  є мірами, тобто узагальненими функціями нульового порядку 
над простором неперервних фінітних функцій [8, гл. 4, §1]. В (1) ( )x  – мо-
дуль Юнга, ( )a x  – густина, ( )f x  – зовнішня сила, а зміщення u  залежить 
від координати x  і часу .t  Крайові умови (2) відповідають пружному 
закріпленню на кінцях проміжку. 

Розв’язок задачі (1)–(3) шукатимемо у вигляді суми двох функцій: 

 ( , ) ( , ) ( , )u x t v x t w x t  . (4) 

Якщо одну з функцій v  чи w  вибрати спеціальним чином, тоді інша 
функція визначатиметься однозначно. 

2. Крайова квазістаціонарна задача для ( , )v x t . Визначимо ( , )v x t  як 
розв’язок крайової задачі 

 ( ) ( ) 0vx f x
x x
       

, (5) 

 1 2 1(0, ) (0) (0, ) ( )xp v t p v t t    , 

 1 2 2( , ) ( ) ( , ) ( )xq v t q v t t      , (6) 

яку отримуємо на основі задачі (1)–(3), вважаючи t  параметром.  

Означимо квазіпохідну: 
def[1] ( , ) ( )x

vv x t x
x
 


. Тоді 
[1]

( )
v v
x x
 
 

 і крайові 

умови (6) можемо записати у вигляді 

 [1]
1 2 1(0, ) (0, ) ( )xp v t p v t t   , 

 [1]
1 2 2( , ) ( , ) ( )xq v t q v t t    . (7) 

Введемо вектор [1]( , )v vv   і зведемо рівняння (5) до системи 

 [1] [1]

10 0
( )

( )0 0

v v
x

f xv v

                     
. (8) 

Крайові умови (7) також подамо у векторній формі: 

 (0, ) ( , ) ( )t t t   P v Q v   , (9) 

де 

 11 2

1 2 2

( )0 0
, ,    ( )

( )0 0
tp p

t
q q t

                 
P Q  . 

Безпосередньою перевіркою переконуємось, що матриця Коші ( , )x sB  
однорідної системи 

 [1] [1]

10
( )

0 0

v v
x

v v

             
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має вигляд 

 
1 ( , )

( , ) , ( , )
0 1 ( )

x

s

x s dtx s x s
t

       B . 

Відомо [4, §15], що розв’язок довільної початкової задачі 0 0( , )v x t v , 
[1]

0 1( , )v x t v , 0 [0, ]x   , для рівняння (5) існує і є єдиним у класі абсо-

лютно неперервних функцій, а його квазіпохідна [1]v  має обмежену варіа-
цію за змінною x  на проміжку [0, ] . 

Запишемо розв’язок однорідної системи: 

 0
0

( , ) ( ,0) ( , ) ( )
x

x t x x s d s  v B v B R , 

де 

 0
0

(0, ), ( )
( )

t s
r s

     
v v R . 

Знайдемо вектор 0 .v  З крайових умов (9) маємо: 

 0 0
0

( , 0) ( , ) ( ) ( )s d s t      
 P v Q B v B R



   , 

звідки 

 1
0

0

( ,0) ( ) ( , ) ( )t s d s        
 v P Q B Q B R( )



  . 

Отже, 

 1

0

( , ) ( ,0) ( ,0) ( ) ( , ) ( )x t x t s d s          
 v B P Q B Q B R( )



   

 
0

( , ) ( )
x

x s d s B R . (10) 

3. Змішана задача для ( , )w x t . Підставимо формулу (4) в рівняння (1): 

 
2 2

2 2
( ) ( ) ( )v w v wa x x f x

x x xt t
                       

. 

З огляду на (5) маємо рівняння 

 
2 2

2 2
( ) ( ) ( )w w va x x a x

x xt t
          

. (11) 

Згідно з формулою (10) похідна 2 2/v t   є неперервною функцією змінної 
x  на відрізку [0, ] , а тому останній доданок у рівнянні (11) є коректним. 

Крайові умови для функції w  визначаємо з умов (2), враховуючи (4): 

 [1] [1]
1 2 1 2 1(0, ) (0, ) (0, ) (0, ) ( )p v t p v t p w t p w t t     , 

 [1] [1]
1 2 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )q v t q v t q w t q w t t        , 

де [1] ( , ) ( ) ww x t x
x

 


 – квазіпохідна. З огляду на умови (6) отримуємо: 

 [1]
1 2(0, ) (0, ) 0p w t p w t  , 
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 [1]
1 2( , ) ( , ) 0q w t q w t   . (12) 

Аналогічно визначаємо початкові умови 

 
def

1 1( ,0) ( ) ( , 0) ( )w x x v x x     , 

 
def

2 2( ,0) ( ) ( ,0) ( )t tw x x v x x      . (13) 

4. Метод Фур’є та задача на власні значення. Шукаємо нетривіальні 
розв’язки однорідного диференціального рівняння 

 
2

2
( ) ( )w wa x x

x xt
       

 

з крайовими умовами (12) у вигляді 

 ( , ) sin ( ) ( )w x t t X x    , (14) 

де   – параметр,   – константа, а ( )X x  – деяка функція. Тоді однорідне 
рівняння набуває вигляду 

 2 ( ) sin ( ) ( ) ( ) ( ) sin ( )a x t X x x X x t        ( ) , 

звідки отримуємо квазідиференціальне рівняння 

 2( ) ( ) ( ) ( ) 0,x X x a x X x      ( ) . (15) 

Підставляючи формулу (14) у крайові умови (12), отримуємо 

 [1]
1 2(0) (0) 0p X p X  , 

 [1]
1 2( ) ( ) 0q X q X   . (16) 

Позначимо через k  власні значення крайової задачі (15), (16), а через 

( , )k kX x  – відповідні їм власні функції, 1,2, ,k   . 

 Відомо [2], що всі власні значення k  крайової задачі (15), (16) є дій-

сними, їх є зліченна кількість, а їхня множина не має скінченної граничної 
точки. Власні функції ( , )k kX x , які відповідають різним власним значен-

ням, є ортогональними у тому розумінні, що 

 
0

( , ) ( , ) ( ) 0,m m n n m nX x X x db x     


. 

Доведемо тепер, що всі власні значення k  крайової задачі (15), (16) є 

невід’ємними при накладених у параграфі 1 обмеженнях на коефіцієнти. 
 Для цього помножимо обидві частини рівняння 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0k k kx X x a x X x   ( )  

на ( )kX x : 

 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0k k k kx X x X x a x X x   ( ) . 

Далі, враховуючи, що [1] ( ) ( ) ( )k kX x x X x  , після перетворень отримуємо: 

 2 [1] [1]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k ka x X x X x X x X x X x    ( ) . 

Зінтегруємо обидві частини отриманого співвідношення в межах від 0 до  : 

 2 [1] [1] 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) (0) (0) ( ) ( )k k k k k k kX x db x X X X X x X x dx       ( )
 

  . (17) 
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Оскільки [4, §10] функції ( )kX x  є абсолютно неперервними, а їхні ква-

зіпохідні [1] ( )kX x  мають обмежену варіацію на проміжку [0, ] , всі наведені 

перетворення мають сенс. 
Обидва інтеграли у формулі (17) є невід’ємними. Якщо 1 0p   або 

2 0,p   то [1] (0) (0) 0k kX X  . Якщо 1 2 0p p  , то з першої умови (16) маємо 

[1] 1

2
(0) (0)k k

p
X X

p
  , тому 1

2

[1] 2(0) (0) (0) 0k k k
p

X X Xp   . Аналогічно, якщо 

1 0q   або 2 0,q   то [1] ( ) ( ) 0k kX X   , у протилежному випадку 

1

2

[1] 2( ) ( ) ( ) 0
q

k k kq
X X X     . Отже, зі співвідношення (17) випливає, що всі 

0.k   Тоді всі k k     є дійсними. 

5. Метод власних функцій. Будемо шукати ( , )w x t  у вигляді ряду 

 
1

( , ) ( ) ( , )k k k
k

w x t T t X x




  , (18) 

де ( , )k kX x  – власні функції задачі (15), (16). Підставимо формулу (18) у 

рівняння (11): 

 
2 2

2 2
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k
k k

va x T t X x T t X a x
x xt t

 

 

                   
  . 

Тоді у припущенні рівномірної збіжності ряду (18) і рядів, отриманих з 
нього почленним диференціюванням за x  і за ,t  маємо 

 
2

2
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k
k k

va x T t X T t x X a x
t

 

 

   


  ( ) .  

Оскільки з огляду на рівняння (15) виконується рівність 

 ( ) ( )k k kx X a x X  ( ) , 

то 

 
2

2
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k
k k

va x T t X T t a x X a x
t

 

 

    


  . 

Отже, 

 
2

2
1

( ) ( )k k k k
k

vT t T t X
t





    


 ( ) . (19) 

Розвинемо відому функцію 
2

2
v

t



 в ряд за власними функціями задачі 

(15), (16): 

 
2

2
1

( ) ( , )k k k
k

v d t X x
t





  


 , (20) 

де 

 
2

2
2

0 0

1( ) ( , ) ( ), ( , ) ( )k k k k k k
k

vd t X x db x X X x db x
X t

   
 

 

. 

Підставляючи (20) в (19), отримуємо: 

 2( ) ( ) ( ), 1,2, ,k k k kT t T t d t k       . (21) 
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З формул (13) і (18) маємо: 

 1
1

( , 0) (0) ( , ) ( )k k k
k

w x T X x x




     , 

 2
1

( ,0) (0) ( , ) ( )t k k k
k

w x T X x x




      .  

Розвинемо функції 1 ( )x  і 2 ( )x  в ряди за власними функціями: 

 1 1, 1, 1
1 0

1( ) ( , ), ( ) ( , ) ( )k k k k k k
kk

x X x x X x db x
X





         


, 

  2 2, 2, 2
1 0

1( ) ( , ), ( ) ( , ) ( )k k k k k k
kk

x X x x X x db x
X





         


. 

Отже, 

 1, 2,(0) , (0) , 1,2, ,k k k kT T k      . (22) 

Тоді для всіх натуральних k  маємо задачі Коші (21), (22) для звичай-
них диференціальних рівнянь. 

Загальні розв’язки лінійних однорідних диференціальних рівнянь 

 2( ) ( ) 0, 1,2, ,k k kT t T t k      , 

подаються формулами 

 0, 1, 2,( ) sin cosk k k k kT t C t C t    , 

де 1,kC , 2,kC  – довільні сталі. Користуючись методом варіації довільних 

сталих, шукаємо загальні розв’язки лінійних неоднорідних рівнянь (21) у 
вигляді 

 1, 2,( ) ( ) sin ( ) cosk k k k kT t C t t C t t    , 

де функції 1, ( )kC t , 2, ( )kC t  є розв’язками систем 

 1, 2,( ) sin ( ) cos 0,k k k kC t t C t t      

 1, 2,( ) cos ( ) sin ( )k k k k k k kC t t C t t d t        . 

Тоді за формулами Крамера 

 1, 2,

( ) cos ( ) sin
( ) , ( )k k k k

k k
k k

d t t d t t
C t C t

    
 

. 

 Отже, загальні розв’язки рівнянь (21) подаються формулами 

 1, 2,( ) sin cosk k k k kT t C t C t      

 
0

sin
( ) cos

t
k

k k
k

t
d s s ds


  

   

 
0

cos
( ) sin

t
k

k k
k

t
d s s ds


 

  , 

де 1,kC , 2,kC  – довільні сталі. 

 Тепер, враховуючи початкові умови (22), знаходимо для кожного 
натурального числа k  розв’язок відповідної задачі Коші: 
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 2,
1,( ) cos sink

k k k k
k

T t t t


     


 

 
0

sin
( ) cos

t
k

k k
k

t
d s s ds


  

   

 
0

cos
( ) sin

t
k

k k
k

t
d s s ds


 

  . 

Тоді за формулою (18) маємо: 

 2,
1,

1

( , ) cos sink
k k k

kk

w x t t t





      
   

 
0

sin
( ) cos

t
k

k k
k

t
d s s ds


  

    

 2

0

cos
( ) sin ( , )

t
k

k k k k
k

t
d s s ds X x


   

 . 

 Висновки. У роботі розв’язано змішану задачу для диференціального 
рівняння поздовжніх коливань стрижня з коефіцієнтом, заданим узагальне-
ною похідною функції обмеженої варіації. Запропонована схема розв’язу-
вання ґрунтується на методі редукції, який дає змогу звести початкову за-
дачу до крайової квазістаціонарної задачі з вихідними крайовими умовами 
та змішаної задачі з однорідними крайовими умовами. Показано, що крайо-
ва квазістаціонарна задача ефективно розв’язується із застосуванням апа-
рату квазіпохідних, що дає змогу коректно врахувати сингулярний харак-
тер коефіцієнта та звести квазідиференціальне рівняння до системи дифе-
ренціальних рівнянь першого порядку. Для розв’язання змішаної задачі з 
однорідними крайовими умовами використано метод Фур’є та розвинення 
за власними функціями допоміжної крайової задачі для квазідиференціаль-
ного рівняння другого порядку. Отримано аналітичне подання розв’язку у 
вигляді ряду за власними функціями, що забезпечує можливість дослід-
ження його властивостей та залежності від початкових і крайових умов. За-
пропонований підхід узагальнює класичні результати для рівнянь з 
гладкими коефіцієнтами та може бути застосований до ширшого класу 
задач математичної фізики, у яких матеріальні параметри описуються 
функціями обмеженої варіації або мають сингулярну структуру. 
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MIXED PROBLEM FOR A SINGULAR DIFFERENTIAL EQUATION FOR LONGITUDINAL 
VIBRATIONS OF A ROD  
 
A scheme is suggested for solving a mixed problem for a differential equation for 
longitudinal vibrations of a rod with a coefficient that is the generalized derivative of a 
function of bounded variation. A solution to this problem is sought by the reduction 
method, which allows for reducing it to two problems, i.e. the quasi-stationary boundary 
value problem with original boundary conditions and the mixed problem with 
homogeneous boundary conditions. The first of these problems is solved by introducing 
a quasi-derivative. To solve the second problem, the Fourier method and the expansion 
in terms of eigenfunctions of some boundary value problem for a second-order quasi-
differential equation are used. 

Key words: mixed boundary value problem, longitudinal vibrations of a rod, quasi-
derivative, singular differential equation. 
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