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ЗАДАЧА З ІНТЕГРАЛЬНИМИ УМОВАМИ ДЛЯ РІВНЯНЬ ІЗ ЧАСТИННИМИ 
ПОХІДНИМИ, ЩО МІСТЯТЬ ОПЕРАТОРИ КОШІ – ЕЙЛЕРА 
 

Встановлено умови коректної розв’язності задачі з інтегральними умовами у 
вигляді моментів довільного порядку від шуканої функції та умовами майже 
періодичності за рештою змінних для рівняння з частинними похідними, 
що містить оператори Коші – Ейлера. 
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Важливим класом задач з нелокальними умовами для рівнянь із час-

тинними похідними є задачі з інтегральними умовами, які можна розгляда-
ти як неперервне узагальнення дискретних нелокальних багатоточкових 
умов: 
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де ( )x  – деяка задана, можливо дискретна, міра. 
Дослідження таких задач інспіровано як необхідністю опису всіх ко-

ректних постановок для заданого диференціального оператора, так і їхнім 
практичним значенням у математичному моделюванні. Інтегральні умови 
використовують для опису усереднених значень фізичних величин. Це є 
особливо зручним для моделювання фізичних процесів статистичної приро-
ди, зокрема теплопровідності, дифузії тощо. Саме ця властивість обумовлює 
їхнє поширене використання, зокрема як додаткових умов в обернених за-
дачах для рівнянь параболічного типу. 

Дослідження задач з інтегральними умовами розпочалося, ймовірно, з 
роботи J. R. Cannon'а [11] у 1963 р. Ці питання досліджували Л. І. Каминін, 
З. О. Мельник, Л. С. Пулькіна, Л. В. Фардигола, П. І. Каленюк, В. С. Ільків, 
М. М. Симотюк, О. М. Медвідь, A. Bouziani, S. Mesloub та ін. [4]. Деякі сучас-
ні дослідження висвітлено в [8, 12, 18, 21]. 

Задачі з інтегральними умовами для рівнянь із частинними похідними 
зі змінними коефіцієнтами, особливо високого порядку, досліджено значно 
менше, ніж аналогічні задачі для рівнянь зі сталими коефіцієнтами. Зокре-
ма, значний інтерес становлять рівняння, що містять оператори Коші – Ей-
лера [19], дія яких на функцію  ( )y y x  задається виразомx dy dx .  

До рівнянь з операторами Коші – Ейлера належать, зокрема рівняння 
з радіальною частиною дво- та тривимірного оператора Лапласа в полярній, 
циліндричній та сферичній системах координат, а також стаціонарний ви-
падок рівняння Блека – Шоулза [10], яке широко використовують в мате-
матичній теорії фінансів. Такі рівняння виникають у різних прикладних за-
дачах механіки, гідро- та термомеханіки. Наприклад, їх застосовують у за-
дачі Ляме для циліндричних оболонок [20], при описі руху рідини в трубо-
проводах, у моделюванні пружної деформації пластин під дією зовнішнього 
навантаження (приклад такої задачі з інтегральними умовами наведено у 
[20, c. 61]). До рівнянь такого типу належать також деякі з рівнянь Колмо-
горова – Фокера – Планка, що описують стохастичні процеси (зокрема, 
згадане рівняння Блека – Шоулза). 
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Різні аспекти задач з нелокальними умовами для рівнянь, що містять 
оператори Коші – Ейлера, досліджено в [1–3]. Проте задачі з інтегральними 
умовами для таких рівнянь майже не вивчалися. У цій статті зроблено 
спробу заповнити цю прогалину.  

1. Основні позначення. Використовуватимемо такі позначення: p  – 

p -вимірний дійсний простір; 
p p( )   – підмножина точок з p , які мають 
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– додатні величини, які не залежать від k  та k . 

2. Попередні відомості. Диференціальний вираз (оператор), заданий 
формулою 
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називається оператором Коші – Ейлера. Він пов’язаний з відомим в теорії 
звичайних диференціальних рівнянь рівнянням Ейлера, яке має такий 
вигляд: 

 



         

 


1
1

0 1 11
0, 0

n n
n n

n nn n

d y d y dy
a a a a y

dd d
, (2) 

де ja   ( ja  ),  0,1, ,j n .  

Рівняння (2) може бути записане через суперпозиції (степені) операто-
ра (1) у вигляді 
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де 
  1[ ] : [ ]n nE y E E y[ ] , а коефіцієнти jb  обчислюються за формулами 
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у яких через ( , )s q j  позначено числа Стірлінга першого роду [15]. 
Оскільки власними функціями оператора (1) є функції вигляду 

   ( , )y ,    , фундаментальна система розв’язків рівняння (3) має 
вигляд 
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де  j ,  1, ,j n , – корені рівняння 

 
       1

0 1 1 0n n
n nb b b b , (5) 

за умови, що всі корені є простими. Рівняння (5) будемо називати характе-
ристичним рівнянням для рівняння (3) та для відповідного рівняння (2), 
якщо їхні коефіцієнти пов’язані співвідношеннями (4).  

Зауважимо також, що заміною змінних   e  рівняння (2) зводиться 
до лінійного рівняння зі сталими коефіцієнтами відносно змінної  , чиє 
характеристичне рівняння збігається з рівнянням (5), у якому коефіцієнти 

jb  обчислюються за формулами (4).  

3. Функціональні простори. Через  позначимо послідовність дійсних 
чисел k , k  , таку, що 
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де  2 1 0d d ,    2 1 0  – деякі задані сталі. 

Через M  позначимо послідовність дійсних векторів k ,  pk  , визна-

чену у такий спосіб:  

         : : , ,
j j j

p p
k k k k kM { }  . (7) 

Послідовність (7) називатимемо спектром. 

Із (6), (7) та нерівності Єнсена випливає, що для кожного  k M  вико-

нуються нерівності 

    1 2
1 2kD k D k , (8) 

де  1min 1, i
i iD d p{ } ,  1,2i . 

Уведемо простори майже періодичних [9] за змінною x  зі спектром M  
функцій [5, 14]. 

Через MT  позначаємо простір скінченних сум (поліномів) вигляду 
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v x v i x , kv  ,  k M . Збіжність послідовності 
1n nv{ }  в 

MT  до елемента v MT  визначається так: 
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збігається з простором усіх антилінійних функціоналів над MT . Дія 

функціонала f MT  на елемент v  простору MT  задається формулою 
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 ( )HM  ,    , – простір, отриманий шляхом поповнення простору MT  

за нормою 
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Простір 0 ( )HM   збігається з простором Безиковича майже періодичних 

функцій зі спектром M . 

 [0, ],nC T MT( )  ( 
[0, ],nC T MT( ) ), де   0 , n  , позначає простір 

функцій ( , )u t x  таких, що 
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
 [0, ], ( )nC T HM( )  – підпростір функцій 

( , ) [0, ],nu t x C T MT( ) ,   0 , 

n  , таких, що для довільного фіксованого  [0, ]t T  похідні  j j
tt u  

належать простору  ( )HM   та є неперервними за t  у нормі  ( )HM  , 

  


 

[0, ]0

; [0, ], ( ) sup ; ( )
n

n j j
t

t Tj

u C T H t u HM M( )  .  

Показник   в означеннях просторів визначає поведінку функцій-кое-

фіцієнтів ( )ku t  (величини  ( )( )j j
kt u t  повинні бути обмеженими при  0t ) і, 

відповідно, ( , )u t x  в околі точки  0t  та характеризує порядок особливості 
в цій точці: 
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4. Постановка задачі. В області pD  розглядається задача знаходження 
майже періодичного із заданим спектром M  (див. (7)) за змінною x  роз-
в’язку рівняння 
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який за змінною t  задовольняє умови 
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де jr  ,  1, ,j n ; символи ( )jA ,   p , диференціальних виразів, які 

входять у рівняння (9), є многочленами степенів jN  відповідно: 
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Вважаємо, що виконується умова 

     , 1, , q sq s n q s r r{ } . (12) 

Вважаємо також, що функції  ( )j x ,  1, ,j n , у правих частинах умов 

(10) є майже періодичними зі спектром M , тобто 
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Функцію 
 [0, ],nu C T MT( )  при відповідно підібраному   називатимемо 

узагальненим розв’язком задачі (9), (10), якщо на інтервалі (0, )T  вона за-

довольняє рівняння (9) та умови (10) у просторі 
MT . Узагальнений 

розв’язок зі шкали просторів 
 [0, ], ( )nC T HM( )  будемо називати розв’язком 

задачі (9), (10). 
5. Побудова та єдиність розв’язку. Майже періодичний за x  зі спект-

ром M  розв’язок задачі (9), (10) будуємо у вигляді ряду 
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Після підстановки рядів (13), (14) у рівняння (9) та умови (10) отримуємо, 

що кожен з коефіцієнтів ( )ku t ,  pk  , є розв’язком відповідної задачі  

 





  
1

0

[ ] ( ) [ ] 0
n

n j
t k n j k t k

j

E u A i E u , (16) 

 
    1

0

( ) , 1, ,j
T

r
k jkt u t dt j n . (17) 

Характеристичне рівняння для (16) записується у вигляді  
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Надалі будемо вважати, що для всіх  k M  корені рівняння (18) є 

простими та відмінними від нуля. Ця умова є еквівалентною умові 

   ( ) ( ) 0P k n kD i A i , (19) 

де через ( )P kD  позначено дискримінант полінома   ( , )kP , який може 

бути обчислений за відомою формулою [6, с. 104] через його коефіцієнти. 
За виконання умови (19) загальний розв’язок рівняння (16) зобража-

ється у вигляді 
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де qkC  – довільні сталі,  qk   – корені характеристичного рівняння (18). 

Зауважимо, що для формально багатозначної функції 


 exp lnqk
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тут прийнято вибирати її головну вітку 


 : exp lnqk
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Позначимо 
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Лема 1. Нехай виконується умова 
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Тоді для всіх  pk   справджується формула 

 


   
  1

,
0

: , , 1, ,
j qk

j qk
T r

r
jq k

j qk

TI t dt j q n
r

. (23) 

Д о в е д е н н я .  На підставі відомої формули  a bit  

   exp ( ) ln cos( ln ) sin( ln )aa bi t t b t i b t( ) ( )  отримуємо: 

 
       

1 Re 1

0 0

exp Im lnj qk j qk
T T

r r
qkt dt t i t dt( )  

 

    
 

   

Re

0

cos (Im ln ) sin (Im ln )

Re Im

j qk
Tr

qk qk

j qk qk

t t i t

r i

( )
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

 


   

   
Re

0

1 lim cos (Im ln )
j qk

j qk
r

r
qk

tj qk j qk

T t t
r r

(  

  sin (Im ln )qki t ) . (24) 

З умови (22) випливає, що для всіх  , 1, ,j q n{ }  та для всіх  pk   вико-

нується нерівність   Re 0j qkr , а отже 
 




Re

0
lim 0j qkr

t
t . Враховуючи, що 

   cos (Im ln ) sin (Im ln ) 1qk qkt i t  для всіх  0t , одержуємо 

 
 


   

Re

0
lim cos (Im ln ) sin (Im ln ) 0j qkr

qk qk
t

t t i t( ) . (25) 

З рівностей (24), (25) випливає формула (23), що і доводить лему.   
З леми 1, зокрема, випливає, що за умови (22) всі інтеграли вигляду 

(23) є коректно визначеними, тобто збіжними. 
Наведемо один з можливих конструктивних критеріїв перевірки 

виконання умов (22). Розглянемо многочлен  ( , )kQ , побудований на основі 

характеристичного многочлена (18) за таким правилом: 

 
         ( , ) ( , ) ( , )k k kQ P R i P R i , (26) 

де через 
P  позначено многочлен, коефіцієнти якого є комплексно 

спряженими до коефіцієнтів P . Многочлен  ( , )kQ  може бути обчислений 

явно за формулою 

 



      

2 1
2

0

( , ) ( )
n

n m
k m k

m

Q C , (27) 

у якій 

 


    
0

( ) ( 1) ( , ) ( , )
m

m
m k q k m q k

q

C B R B R , (28) 

 


 




  




 




1

( ), ,

0 ,

(

,

, )

n
qq n q j q

n j n j k
q k j q

C R C R A i q n
B R

q n

 

де q
jC  – біноміальні коефіцієнти, а верхня риска позначає комплексне 

спряження.  
З (26) випливає, що корені многочлена  ( , )kQ  мають вигляд 

          , ,, , 1, ,j k jk n j k jkR R j n , (29) 

а всі його коефіцієнти (28) у (27) є дійсними числами. 
На підставі (29) переконуємося, що умова (22) є еквівалентною умові 

      1, ,2 Re 0p
qkk q n{ } , 

яка може бути перевіреною за критерієм Рауса – Гурвіца [16]. Нехай 
 ( , )kH Q( )  позначає матрицю Гурвіца [13, с. 190], складену з коефіцієнтів 

полінома  ( , )kQ , а   ( , )j kH Q( )[ ] ,  1, , 2j n , – її головні мінори. Тоді, 

на підставі критерію Рауса – Гурвіца, умова (22) виконуватиметься одно-
часно з умовою 

        1, ,2 ( , ) 0p
j kk j n H Q{ } ( ) [ ] .  
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Зауваження 1. Якщо для коефіцієнтів ,j sa  кожного з поліномів (11) 

виконуються умови 

          ,: 2 : 2 0, 1, ,p
j j sm m N s s m a j n  , 

тобто поліноми ( )jA  містять тільки парні степені за сукупністю 

змінних    1( , , )p , то для перевірки умови (22) потрібно замість 

полінома (27) застосувати критерій Гурвіца до полінома 

 





          
1

0

( , ) ( , ) ( , )
n

n q
k k q k

q

Q P R i B R . 

Це зумовлено тим, що оригінальний критерій Рауса – Гурвіца вимагає, щоб 
коефіцієнти многочлена були дійсними числами. В цьому випадку, як 

випливає з (11), коефіцієнти   ( , )kQ  будуть дійсними. Щодо інших можли-

вих узагальнень критерію Гурвіца у випадку комплексних коефіцієнтів 
полінома, звертаємо увагу читача на публікацію [16]. 

Зауваження 2. Нехай в задачі (9), (10) оператор є гіперболічним за 
Петровським у вузькому сенсі за змінною t : рівняння (9) є однорідним за 
порядком диференціювання (всі відповідні поліноми ( )jA  є однорідними 

поліномами за сукупністю змінних   p  степенів jN j ), виконується 

умова (19) та всі корені полінома    ( , ) 0P ,   \p {0} , є дійсними 

числами. Якщо в умовах (10)  0jr , то виконуються нерівності (22).  

Твердження зауваження 2 безпосередньо випливає з того, що 
 Re 0qk ,  1, ,q n , для всіх  k M , а величина R , визначена у (21), є 

від’ємною. 
Надалі вважаємо, що умова (22) виконується. Тоді підставивши (20) в 

умови (17) та врахувавши (23), отримуємо систему лінійних алгебричних 
рівнянь для знаходження сталих qkC  вигляду 

 



  

  
1

, 1, ,
j qkrn

qk jk
j qkq

TC j n
r

. (30) 

Визначник системи (30) збігається з характеристичним визначником 
нелокальної крайової задачі (16), (17) і подається у вигляді  

 




   
 

, 1

( , ) : det ,
j qk

nr
p

k
j qk j q

TT k
r

 . (31) 

Лема 2. Якщо виконуються умови (12), (19) та (22), то визначник 
 ( , )k T , визначений формулою (31), є відмінним від нуля для всіх  k  . 

Д о в е д е н н я .  Визначник (31), який має структуру визначника 
матриці Коші [13], обчислюється за формулою 

 
     



   

   
 




1 1 1( ) ( )

, 1

( )( )

( , )

( )

n k nk

q j qk jk
j q nr r

k n

j qk
j q

r r

T T

r

 

    ( )( , ) ( ) ( , ) k
k kT W Tr r   , (32) 

у якій позначено  1( , , )nr rr ,   1( , , )k k nk , 
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  

  

  1

1

( , ) ( )nr r
q j

j q n

T T r rr , (33) 

 
  

   
1

( ) ( )k qk jk
j q n

W  , (34) 

 



    1

, 1

( , ) ( )
n

k j qk
j q

rr  , (35) 

      1( )k k nk . (36) 

З умов (12), (19) та формул (33), (34) випливає, що   , 0Tr  та 

( ) 0kW  , оскільки  2( ) ( )k P kW D  [6, с. 104] для всіх  k M . Умова (22) 

тут гарантує коректне визначення  ( , )k T ,  0T , оскільки тоді 

   0j qkr ,   Re 0j qkr  для всіх  , 1, ,j q n{ }  та всіх  k M  і, 

відповідно, з формули (35) випливає, що  ( , ) 0kr  . Зі сказаного вище 

отримуємо твердження леми.   

Надалі вважаємо, що виконуються умови леми 2. Тоді 

 ( , ) 0k k T    M  

і, відповідно, система (30) має єдиний розв’язок  

 


 
  
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1

( , )
, 1, ,

( , )

n
jq k

qk jk
kj

T
C q n

T
, (37) 

який знаходимо за правилом Крамера. У формулі (37) величини  ( , )jq k T  

позначають алгебричні доповнення елементів j -го рядка та q -го стовпця у 

визначнику  ( , )k T .  

Позначимо також 

 




 
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 
1

( , )
( ) : ( ), ( , ) :

( , )
qk

n
jq k

R m jq k
km

T
P r D T T

T
, 

  , 1, ,j q n . (38) 

Лема 3. Для ( , )jq kD T ,  , 1, ,j q n , справедливі формули 

 


 



  
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( , ) ( )
( , ) ( 1)

( ) ( , )

jrj k R qkn j q
jq k

j qkR j qk k

P r i P TD T
rP r P i

, (39) 

де 

 


 

      
 
( ) ( , )

( ) , ( , )
j qk

R k
R j qk k

r

dP dP i
P r P i

d d
. 

Д о в е д е н н я .  Алгебричні доповнення  ( , )jq k T   

 



 

    
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
, 1,

,

( , ) : det , , 1, , ,
mk

nr
p

jq k
mmk
j m q

TT j q n k
r






 , (40) 

як випливає з (31) та (40), мають таку саму структуру, як і  ( , )k T , і тому 

можуть бути обчислені за формулою, аналогічною до (32), а саме: 

 


      ( )
( , ) ( , ) ( ) ( , ) , , 1, ,q k

jq k j q k jq kT T W T j q nr r
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  , (41) 
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де 

      

  


   1 1 1

1
  ,

( , ) ( )j j nr r r r
j m

m n
m j

T T r rr 



, (42) 

 
  



   
1
  ,

( ) ( )q k mk k
m n

m q

W 



 , (43) 

 


 

    1

  , 1
,

( , ) ( )
n

jq k mk
m
j m q

rr 




 , (44) 

             1 1, 1,( )q k k q k q k nk . (45) 

З формул (33)–(36), (42)–(45) отримуємо такі співвідношення: 

 1

, 1 1
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       r ( ) ; (46) 
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n q
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q

W 
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 ; (47) 

     ( ) ( )q k k qk  ; (48) 
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j
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. (49) 

На підставі формул (32), (38), (41), (46)–(49) знаходимо, що для кожного 
 , 1, ,j q n  
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де позначено 
  

 
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1,

( , ) ( 1) ( )j
n

rn j q
jq j

j

C T T r rr 
 

. 

Позначимо через ( )jE y ,  0,1, ,j n ,  1( , , )ny yy , елементарні си-

метричні многочлени степеня j  від n  змінних. Вважаємо, що ( ) 0jE y  при 

j n . Із (38) отримуємо, що 
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Тоді, застосовуючи теорему Вієта та формулу розкладу многочлена на 
одночленні множники, з (51) отримуємо, що 
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. (53) 

Аналогічно до (52) та (53) знаходимо 
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 
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. (55) 

Тоді з формул (50), (52)–(55) випливає таке зображення для ( , )jq kD T  

через многочлени   ( , )kP i  та ( )RP :  
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  
       

( , ) ( )
( , ) ( 1)

( ) ( , )

jrj k R qkn j q
jq k

j qkR j qk k

P r i P TD T
rP r P i

. (56) 

Отримана формула (56) збігається з (39). Лему доведено.   

Зображення (39) цікаве тим, що многочлен ( )RP  збігається з характе-

ристичним рівнянням для диференціального рівняння вигляду (3) з фун-

даментальною системою розв’язків   ( ) jr
jy ,  1, ,j n , яка пов’язана з 

моментами в умовах (10) співвідношеннями 

 
 

 



       
1 1

0

, 0; , 0j j j jr r r r
j j j jr t dt r r t dt r ; 

 
    
1

1

 , 0, 0j j
e

r r
jt dt r . 

На підставі сказаного вище отримуємо, що кожна з задач (16), (17) має 
єдиний розв’язок, заданий формулою (20), у якій сталі qkC  визначені 

формулами (37). Підсумовуючи (15), (20), (37)–(39), записуємо формальний 
розв’язок задачі (9), (10) у вигляді ряду 
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



     
  

, 1

( , ) ( , ) exp ( , )
qk

p

n

jq k jk k
j qk

tu t x D T i x
T

, (57) 

де величини ( , )jq kD T ,  , 1, ,j q n , задаються формулами (39). 

6. Існування розв’язку задачі. Для встановлення умов існування роз-
в’язку задачі (9), (10), який зображується рядом (57) у відповідних функ-
ціональних просторах, нам знадобляться деякі допоміжні твердження. 

Лема 4. Для коренів qk ,  1, ,q n , рівняння (18) справджуються 

оцінки 

 1 ,qk k k
       M( ) , (58) 

де 

 
0

1

1
10 1 1

max ( 1) max | , max
j

s Nj

n j
jp

j jsN pj n j n

N
N C a

j 



     

                   

{| } . (59) 

Д о в е д е н н я .  На підставі (11) для коефіцієнтів характеристич-
ного многочлена (18) знаходимо, що 

 1
1 00

( ) ( 1) max |
j

j

j
j

N
Ns s p

j k js k j js kN p s Ns

A i a i N C a
   

       {| }  

   2 1 jN
j kC ( ) , (60) 

де 
 

 2
0

: 1 max | |
j

j j jq
q N

C N a( ) { } ,  0,1, , 1j n . 

Враховуючи (59), (60) та відому формулу про оцінку зверху коренів 
многочлена через його коефіцієнти, для кожного  1, ,q n  отримуємо 

      

          
   

11

2
0 1 0 1
max ( ) max n jn jqk n j k j
j n j n

A i C  

 




  

        
 0 1

max 1 1
n jN

n j
k k

j n
( ) ( ) . (61) 

З нерівності (61) випливає твердження леми.   

Позначимо 


( ) : / qk
qku t t T( ) ,  1, ,q n . 

Лема 5. Для довільних   R ,  0,1,j  та ( )qku t  виконуються 

нерівності 

 
 

( )
3 3

0,
sup ( ) 1 , , !j j j j

j k k jqk
t T

t u t C C j T  


      M( ) . (62) 

Д о в е д е н н я .  Для функції ( )qku t  знаходимо 

 
 




  ( )

( )
( ) , 0,1,qk

qk

jqk jj
qku t t j

T
, (63) 

де        ( ) : ( 1) ( 1)j j  – символ Похгаммера порядку j  від числа  ,  

 
 

  


      
 

Re
Re( )

Re

( )
( ) ( )

qk
qk

qk

qk jj j
qk jqk

tt u t t T
TT

. (64) 
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За умов леми та виконання умови (22) справджуються нерівності 

   Re 0qk ,  1, ,q n , і, відповідно, 
 


 

Re

[0, ]
sup qk

t T
t . Оскільки 

 0 t T , то на підставі попередніх міркувань отримуємо таку оцінку: 

 
 

 



    
 


Re

0,
sup 1, 1, ,

qk

t T

t q n
T

. (65) 

Для символа Похгаммера справедливе зображення 


  
0

( ) ( , )
j

m
j

m

s j m , де 

( , )s j m  – числа Стірлінга першого роду (див. (4)). Враховуючи 




0

( , ) !
j

m

s j m j  [15] та оцінки (58), отримуємо  

 
  

         
0 0 0

( ) ( , ) ( , ) ( , )
j j j

m jm
qk j qk qk qk

m

s j m s j m s j m
 

 

    ! 1j j
kj ( ) . (66) 

На підставі формул (63)–(66) отримуємо нерівності 

 
 

( )

0,
sup ( ) ! 1 , 0,1, ,j j j j

k kqk
t T

t u t j T j  


       M( ) . (67) 

З оцінок (67) випливає твердження леми.   

Теорема 1. Якщо виконуються умови (12), (19), (22), то задача (9), (10) 
не може мати більше одного майже періодичного за x  зі спектром M  

розв’язку в просторі [0, ],nC T

MT( ) , де   R . 

Д о в е д е н н я  проводиться за схемою доведення теореми 1 у [17] 
з урахуванням тверджень леми 5, які гарантують обмеженість коефіцієнтів 
при  0t .   

Із (57), леми 2, леми 5 і теореми 1 та з урахуванням теореми 1 у [5] 
випливає наступне твердження.  

Теорема 2. Якщо виконуються умови (12), (19), (22) і j
  M MT T( ) , 

 1, ,j n , то задача (9), (10) має єдиний майже періодичний за x  зі спек-

тром M  розв’язок у просторі [0, ],nC T MT( )  ( [0, ],nC T

MT( ) ) при   R . 

Твердження теореми 2 багато в чому залежить від виконання умови 
(22), яка вимагає спеціальної поведінки Re qk . Коротко обговоримо можли-

вість послабити (відкинути) умову (22).  
З леми 4 випливає, що справджується оцінка 

 Re 1 , 1, , ,qk k kq n        M( ) . (68) 

Якщо в умовах (10)  jr , то враховуючи (21), (59) та (68), отримуємо, що 

умова (22) виконуватиметься при  

 
     

 

1/

1k R
 

або, з огляду на оцінки (8), при 

 
          

   
11/ 1/

1 1

1 1 :k K
D R D

. (69) 
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Можемо сформулювати наступне твердження.  

Теорема 3. Нехай виконуються умови (12), (19). Якщо  jr , 

j K  MT ( )[ ] ,  1, ,j n , де   та K  визначені формулами (59) та (69) 

відповідно, а [ ] позначає цілу частину числа, то задача (9), (10) має єди-

ний майже періодичний за x  зі спектром M  розв’язок в просторі 

[0, ],nC T K MT ( ( ))[ ]  при   R . 

Теорема 3 стверджує, що в загальному випадку існування розв’язку 
задачі (9), (10) можна забезпечити тільки в просторах скінченних сум ви-
гляду (15) за достатньо великих порядків моментів jr  у (10). Очевидно, що в 

такому випадку проблема малих знаменників відсутня. 

Існування розв’язку задачі у шкалі просторів [0, ], ( )nC T H 
 M( ) , взагалі 

кажучи, пов’язане з проблемою малих знаменників, оскільки вирази вигля-

ду 
 

  
1,

( )
n

qk k
q


 

, будучи відмінними від нуля, можуть набувати як зав-

годно малих значень (корені полінома   ( , )kP i  можуть бути як завгодно 

близькими один до одного) для нескінченної кількості чисел k  M , що 

спричинятиме розбіжність ряду (57) у нормі простору [0, ], ( )nC T H 
 M( ) . 

Теорема 4. Нехай виконуються умови (12), (19), (22) та існує додатна 
стала   така, що для всіх (крім скінченної кількості) k  M  викону-

ються нерівності  

 

 

       
1,

1 , 1, ,
n

qk k k
q

q n( )
 

. (70) 

Якщо (3 1) ( )n
j H    M  ,  1, ,j n , то існує єдиний розв’язок u  задачі 

(9), (10) з простору [0, ], ( )nC T H 
 M( ) ,   R , який зображається форму-

лою (37), причому 

  3 1
6

1

; [0, ], ( ) ; ( )
n

nn
j

j

u C T H C H  



 M M( )  . 

Д о в е д е н н я .  На підставі формули (57) запишемо 

 
1/2

2, , ( ) 2

[0, ]0

; [0, ], ( ) sup ( ) 1
p

n
n j j

kk
t Tj k

u C T W t u t    


 

     
 

 M( ) ( )


  

  

 

       
 

  
1/2

22 2 ( ) 2

[0, ]0 , 1

sup ( , ) ( ) 1
p

n n
j j

jq k jk kqk
t Tj j qk

D T t u t ( )


 

  

 

      
 

  
1/2

22 2 ( ) 2

[0, ]0 , 1

( , ) sup ( ) 1
p

n n
j j

jq k jk kqk
t Tj j qk

D T t u t ( )


. (71) 

З формули (39) випливає, що 

 
  

 

   

 
  

 



1 1,

1,

( , ) ( , )

n n

m qk j mk
m m m q

jq k jq n

qk k
q

r r

D T C Tr


 

. (72) 
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З оцінок (58) випливає, що для всіх   1k K , де 




 

    
 

1/
1

1
1
max { } 1j

j n
K r , виконуються нерівності 

        , {1, , } 2 1j qk kj q n r ( ) . (73) 

З (73) отримуємо такі оцінки: 

   

  

         (2 1) (2 1)

1 1,

(2 ) 1
n n

n n
m qk j mk k

m m m q

r r ( ) . (74) 

З (70), (72) та (74) випливає, що 

 2 2 2(2 1) 2(2 1) 2

1 ,
( , ) max | ( , ) | (2 ) 1n n

jq k jq k
j q m

D T C T    

 
     r{ } ( )  

      2(2 1) 2
5 1 n

kC ( ) , (75) 

де 2 2(2 1)
5

1 ,
max | ( , )| 2 n

jq
j q m

C C T 

 
 r{ }( ) .  

На підставі (62), (71) та (75) отримуємо, що 
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0 , 1

; [0, ], ( ) ( , )qk
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jq k jk
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
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

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sup ( ) 1qk k

t T
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 

  
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3 5
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C C ( ) 



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5 3

0
max

n
n nC C( )

 

     

 

      
  



1/2
2 (2(2 1) 2 ) 2 2

1

1
p

n
n n

jk k
j k

( )  

 (3 1)
6

1

; ( )
n

n
j

j

C H  


  M  . 

Отримана нерівність доводить твердження теореми.    
7. Оцінки малих знаменників. Твердження теореми 4 встановлено у 

припущенні виконання нерівності (60). З’ясуємо умови її виконання.  
Позначимо   (0, ,0, ,0, ,0)q ns N ,  1, ,q p , – мультиіндекс довжи-

ни p , у якому на q -му місці знаходиться nN . Розглянемо вектор 

  
1, ,( , , )

p

p
n s n sa ay  , складений із коефіцієнтів полінома ( )nA  з відпо-

відними мультиіндексами.  
Теорема 5. Якщо  1p  і виконуються умови (12), (19) та (22), то для 

майже всіх (стосовно міри Лебега в p ) векторів y  нерівність (60) 
виконується при 

          1

1 ( 2)
2 2 n

pn n N  

для всіх (крім скінченної кількості) k  M . 
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Д о в е д е н н я .  Враховуючи оцінки (8), аналогічно до доведення 
теореми 4 у [6, §12] (див. також [3]) показуємо, що для майже всіх (стосовно 

міри Лебега в p ) векторів y  та для всіх (крім скінченної кількості) 

k  M  виконується оцінка 

           
1

1
1

1( ) 1 ,
2 2k k n

pnW N( ) . (76) 

З формули (47) отримуємо таке співвідношення: 

 
 

   
1,

( )

( )

n
k

qk lk
q kq

W

W 




. (77) 

На підставі формули (47) та оцінок (58) знаходимо 

          2 2
2

( 1)( 2)
( ) (2 ) 1 ,

2q k k
n n

W ( ) . (78) 

З формул (76)–(78) отримуємо, що нерівність 

   

 

         2 1 2

1,

( )
(2 ) 1

( )

n
k

qk k k
q kq

W

W
( )

 




 

     
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2(2 ) 1 k( ) , (79) 

де        
1( 1) / (2 ) ( 2) / 2nn p n N( ) , виконується для майже всіх (сто-

совно міри Лебега в p ) векторів y  та для всіх (крім скінченної кількості) 

k  M . З нерівності (79) випливає твердження теореми.   

Для задачі (9), (10) вдається виділити випадки, коли проблема малих 
знаменників відсутня. Це випливає з такого твердження. 

Теорема 6. Нехай виконуються умови теореми 5. Якщо рівняння (9) 
справджує умови зауваження 2, то нерівність (60) виконується при 

 
  ( 3)

2
n n

 

для всіх (крім скінченної кількості) k  M . 

Д о в е д е н н я .  За умов теореми на підставі нерівності 2.21 у [7, 
с. 100] отримуємо, що для всіх (крім скінченної кількості) k  M  вико-

нується оцінка 

   ( ) 1k kW  . (80) 

Враховуючи, що за умов теореми   1 , на підставі (77), (78) та (80) 

отримуємо шукане твердження.    
Наостанок зауважимо, що у випадку однієї просторової змінної,  1p , 

у теоремі 6 вимогу однорідності поліномів ( )jA , які відповідають 

диференціальним виразам  ( / )jA x  у рівнянні (9), можна опустити. Це 

безпосередньо випливає з результатів роботи [3] (див. нерівність (13) у [3]). 
Висновки. В роботі досліджено задачу з інтегральними умовами у 

вигляді моментів довільного порядку від шуканої функції за часовою 
змінною (10) та умовами майже періодичності за просторовими змінними 
для рівняння із частинними похідними (9), що містить оператори Коші –

 Ейлера dt
dt

 за часовою змінною. Розглянута задача має особливість у 

початковій точці  0t . Встановлено умови існування (та наведено кон-
структивні способи їхньої перевірки) єдиного розв’язку задачі у класі 
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просторів типу Соболєва майже періодичних за просторовими змінними 
функціями та порядок особливості розв’язку задачі в околі  0t  (теореми 
1, 2 та 4). Побудовано розв’язок розглянутої задачі у вигляді ряду 
(формула (57)).  

Розв’язність розглянутої задачі у загальному випадку пов’язана з 
проблемою малих знаменників, для яких, на основі метричного підходу, 
встановлено оцінки знизу (теорема 5). Виділено випадки задачі, коли 
проблема малих знаменників відсутня (теореми 3, 6). Показано, що для 
гіперболічного за Петровським у вузькому сенсі рівняння вигляду (9) за 
додатніх порядків моментів в умовах (10) така задача є коректною за 
Адамаром (див. зауваження 2 та теореми 4, 6).  

Дослідження виконані за підтримки ґранту НАН України дослід-
ницьким лабораторіям/групам молодих вчених НАН України (2021–
2022 рр.), договір № 02/01-2021(3). 
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PROBLEM WITH INTEGRAL CONDITIONS FOR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS  
WITH CAUCHY – EULER OPERATORS  
 
The conditions are established for the well-posed solvability of a problem with integral 
conditions in the form of moments of arbitrary order of the sought function and almost 
periodicity conditions with respect to the remaining variables for a partial differential 
equation involving Cauchy – Euler operators. 

Key words: integral conditions, Cauchy – Euler operator, almost periodic functions, 
conditionally well-posed problems, small denominators. 
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