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РОЗРАХУНОК ЛОКАЛЬНО НАВАНТАЖЕНИХ ТОНКИХ 
ОРТОТРОПНИХ ЗАМКНЕНИХ КОНІЧНИХ ОБОЛОНОК НА ОСНОВІ 
КЛАСИЧНОЇ ТА ДЕЯКИХ УТОЧНЕНИХ ТЕОРІЙ 
 

Реалізовано напіваналітичні алгоритми розв’язування задач про напружено-
деформований стан тонких ортотропних зрізаних замкнених конічних 
оболонок під дією локальних навантажень, для моделювання яких викорис-
тано дельтоподібні функції. Алгоритми використовують системи рівнянь 
теорій оболонок Кірхгоффа–Лява, типу Тимошенка та методу ,m n{ } -апро-

ксимації, розв’язаних відносно частинних похідних першого порядку за 
координатою вздовж меридіана (при цьому всі невідомі функції, що в них 
входять, виражено через компоненти векторів розв’язків і частинні похідні 
за кільцевою координатою від них). Ці системи рівнянь записано в 
спеціальній формі і з використанням тригонометричних рядів Фур’є за 
кільцевою координатою зведено до послідовностей незв’язаних нормальних 
систем звичайних диференціальних рівнянь, які можна розв’язувати за допо-
могою методу ортогональної прогонки С. К. Годунова. Отримані результати 
свідчать про надійність реалізованих алгоритмів і важливість уточнених 
теорій оболонок для адекватного опису тривимірного напруженого стану. 

Ключові слова: конічна оболонка, локальне навантаження, теорія Кірхгоффа – 
Лява, теорія типу Тимошенка, метод ,m n{ } -апроксимації, тригонометрич-

ний ряд, метод ортогональної прогонки С. К. Годунова. 

 
 Вступ. Багато споруд (вежі, градирні, резервуари для води тощо) і кон-
струкцій (ракети, літаки, підводні човни, корпуси ядерних реакторів і т. д.), 
а також деякі біомеханічні структури (аорта людини) мають форму коніч-
них оболонок або містять елементи такої форми.  
 На сьогодні для розв’язування двовимірних крайових задач для оболо-
нок обертання найчастіше використовують аналітичні методи [15–17, 41, 
42], метод скінченних елементів (МСЕ) [20, 47, 48], метод узагальнених ди-
ференціальних квадратур [52]. 
 У випадку осесиметричної деформації замкненої оболонки обертання 
маємо справу з одновимірною задачею. Основні підходи до розв’язування 
крайових задач для оболонок обертання з порушенням осесиметричності 
геометричних (наприклад товщини) або фізичних властивостей, зовнішніх 
навантажень тощо полягають у використанні звичайних [3, 6, 8, 9, 13, 18, 
19, 22, 23, 27, 28, 32–35, 37, 39, 40, 44–46, 49–51, 53–55] або дискретних [13] 
тригонометричних рядів Фур’є, методу сплайн-колокацій [1, 2, 12–14, 35] 
або узагальненого методу Канторовича (Канторовича–Власова або повних 
систем) [36] за однією з координат на серединній поверхні. Таким чином, 
двовимірні задачі зводять до набору незв’язаних одновимірних задач, які 
відповідають гармонікам розвинень Фур’є, до однієї одновимірної задачі 
для гармонік розвинень Фур’є або параметрів сплайнів тощо. На сьогодні 
для розв’язування одновимірних задач для оболонок найчастіше використо-
вують аналітичні методи [3, 8, 9, 19, 23, 28, 33, 37, 39, 49, 53], МСЕ [27, 40, 
44–46, 50, 51], метод диференціальних квадратур [54, 55], метод скінченних 
різниць [32, 34], багатошаровий метод [38], метод ортогональної прогонки 
С. К. Годунова [1, 2, 6, 12–14, 18, 22, 35, 36]. 
 Моделі, запропоновані в оглянутій літературі, базуються на мембранній 
(безмоментній) теорії [3, 41], класичних теоріях [6, 8, 12, 13, 15, 17–19, 22, 
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28, 32, 33, 35–37, 39, 41, 42, 48–51, 53], класичній асимптотичній теорії [54], 
класичних теоріях з урахуванням деформацій поперечного зсуву [40, 45], 
теоріях першого порядку [1, 2, 12–14, 22, 41], уточненій асимптотичній 
теорії [55], теоріях першого порядку з урахуванням поперечної нормальної 
деформації [20, 41, 42], теорії третього порядку, що нехтує поперечною нор-
мальною деформацією [52], теорії третього порядку з урахуванням попе-
речної нормальної деформації [38], теоріях вищого порядку, що нехтують 
поперечною нормальною деформацією [46, 47], теоріях вищого порядку з 
урахуванням поперечної нормальної деформації [34]. 
 Наскільки відомо авторам, у літературі немає аналізу конічних оболо-
нок з використанням теорій методу ,m n{ } -апроксимації. Проблеми зосе-
реджених чи локальних навантажень або зосереджених джерел тепла було 
вивчено за допомогою методу ,m n{ } -апроксимації в [4, 24, 25, 31], але 
лише для пластин і циліндричних оболонок. 
 У пропонованій роботі побудовано алгоритми чисельно-аналітичного 
розв’язування задач про напружено-деформований стан локально наванта-
жених тонких ортотропних зрізаних замкнених конічних оболонок на основі 
теорій методу ,m n{ } -апроксимації, Кірхгоффа–Лява і типу Тимошенка. 
 З вихідних систем рівнянь цих теорій отримано еквівалентні їм системи 
рівнянь, розв’язаних відносно перших похідних від узагальнених переміщень 
і деяких узагальнених напружень за координатою вздовж меридіана. 
 Ці системи рівнянь записано в спеціальній формі і, подібно до того, як 
це було зроблено в роботах [6, 13, 18, 22, 35], за допомогою тригонометрич-
них рядів Фур’є за кільцевою координатою зведено до послідовностей не-
зв’язаних нормальних систем звичайних диференціальних рівнянь. 
 На основі методу ортогональної прогонки С. К. Годунова побудовано ал-
горитми розв’язування крайових задач для нормальних систем звичайних 
диференціальних рівнянь. 
 Як приклад використання цих алгоритмів розглянуто задачі про на-
пружено-деформований стан локально навантаженої консольної тонкої ізо-
тропної зрізаної замкненої конічної оболонки. Для моделювання локальних 
навантажень було використано дельтоподібні функції і їхні тригонометрич-
ні розвинення [5] за кільцевою координатою. 
 Виконано порівняння результатів, отриманих з використанням теорій 
Кірхгоффа – Лява, типу Тимошенка та методу ,m n{ } -апроксимації. 

 1. Системи рівнянь для тонких конічних оболонок. Розглянемо праву 
декартову прямокутну систему координат x , y , z , праву циліндричну 

систему координат r ,  , z  і поверхню S , утворену обертанням відрізка 
прямої навколо осі z , яка лежить із цим відрізком в одній площині. За кри-
волінійні координати на S  виберемо координату вздовж відрізка s , що 
відраховується від початкової точки 0s s  до кінцевої Ms s , де M  – 

натуральне число, 0 Ms s , і координату вздовж кола  ,      . Коор-

динату s  ще назвемо координатою вздовж меридіана. 
 Формули, що встановлюють залежність координат r  і z  точки відріз-
ка від її координати s , такі: 
       0 0 0( ) ( ) sin ,         ( ) ( ) cosr s r s s z s s s , 

де 0 / 2     – кут, утворений віссю z  з відрізком; 0r  – радіус кола, 

утвореного обертанням навколо осі z  початкової точки відрізка 0s s . 

Поперечну координату 3x  будемо відраховувати у бік зростання зов-

нішньої нормалі до S , напрямок якої виберемо так, щоб координати s ,  , 

3x  утворювали ліву систему координат. 
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Рис. 1. Тонка замкнена конічна оболонка. 

 Розглянемо конічну оболонку, що має поверхню S  за серединну і по-
верхні 0s s  і Ms s  – за бокові. Нехай h  – півтовщина оболонки; 0sk   і 

cos
k

r
   – головні кривини поверхні S ; S  і S  – лицьові поверхні 

оболонки; su , u , 3u  – фізичні компоненти вектора переміщень; ss , s , 

3s ,  , 3 , 33  – фізичні компоненти тензора напружень; 3sP , 3P
 , 33P  

– значення напружень 3s , 3 , 33  на поверхнях S . Рівняння поверхонь 

S  мають вигляд 3x h  . Товщину оболонки вважаємо сталою: consth  . 
 У подальшому розглядатимемо тонкі оболонки. Зрізану замкнену ко-
нічну оболонку будемо вважати тонкою, якщо виконуються умови [26] 

 0 0 0 0 0
3

( ) sin
,       

80 cos 80 102 10 cos
M M Mr s s r s s s s

h h
    

   
 

. (1) 

 Припустимо, що координатні напрямки системи координат s ,  , 3x  в 
кожній точці оболонки збігаються з напрямками, еквівалентними в сенсі 
пружних властивостей, і що в кожній точці оболонки є три площини пруж-
ної симетрії (випадок ортотропної оболонки), нормальні до s ,  , 3x . 

 Нехай 3 3 33( , ) ( , ) ( , ) 0sP s P s P s  
      , 33 0 33( , ) ( , ) 0MP s P s     . Вираз 

функції 33 ( , )P s   конкретизуємо нижче. 
 Наведемо системи диференціальних рівнянь теорій оболонок Кірхгоф-
фа–Лява, типу Тимошенка й методу ,m n{ } -апроксимації, розв’язаних від-
носно частинних похідних першого порядку за s , і запишемо їх у спеціаль-
ній формі. 
 1.1. Система рівнянь теорії ортотропних конічних оболонок Кірх-
гоффа–Лява. Приймемо наближені вирази для полів переміщень і напру-
жень у вигляді 

 3
3 3,       cos ,       s

xw wu u x u v v u w
s r

           
, 

 3 3 33 3 3

1212 12,       ,       s s
ss s

N MN M S Hx x x 
         

    
, 

де 2h  , u , v , w  – переміщення точки поверхні S  у напрямках s ,  , 

3x  відповідно; sN , N  і S  – нормальні і зсувне зусилля; sM , M  і H  – 

згинні і крутний моменти. 

 Позначимо поперечні зусилля через sQ  і Q  та введемо функції sT 


 і 

sQ


 за формулами 

 
2cos 1,       s s s

HT S H Q Q
r r

    



. (2) 
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З урахуванням позначень (2) рівняння рівноваги запишемо у вигляді 

 1 sins
s

N SN N
s r 

         
( ) , 

 
cos1 2 sins

s

T N M
T

s r r
  


           




, 

 


                 


 2

32
1 1sin cos 2 sins

s

MQ HQ N q
s r r

, 

 1 sin 2s
s s

M HM M Q
s r 

          


( ) , (3) 

 1 2 sin
MHQ H

s r



        

, (4) 

де 3 33q P . Доповнимо рівняння (3) диференціальними рівняннями 

 1,    sin ,     ,     s
s s s s

u v u wє v
s s r s s

                  
æ . (5) 

Перше, друге та останнє з рівнянь (5) тривіально випливають з деформа-
ційних співвідношень теорії оболонок Кірхгоффа–Лява. 
 Отже, маємо систему диференціальних рівнянь (3), (5), розв’язаних від-

носно частинних похідних першого порядку за s  від функцій sN , sT 


, sQ


, 

sM , u , v , w , s . Решту невідомих величин, що фігурують у виразах (2), 
рівняннях (3)–(5) та решті рівнянь теорії оболонок Кірхгоффа–Лява, може-
мо виразити через ці функції і частинні похідні за   від них: 

 1 sin cos ,       vє u w
r

       
1 2

2
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1
s sє N є

E 
  

  

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ss TG r w uH
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                   



( )
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SS T H
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


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2
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1 ,           s s s
HQ Q N E є N

r E 
         


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22 3
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v w M

r r r E
 

               
æ æ æ , 
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G E
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cos 4 cos
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2 3 cos
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rQ H T G

r rr
 

                



( )

æ
 

 
12

cos cos1 1sN M Mє
r G r r

                     
, (6) 

де 1  – коефіцієнт Пуассона, що характеризує стискання в напрямку   

при розтягу в напрямку s ; 2  – коефіцієнт Пуассона, що характеризує 
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стискання в напрямку s  при розтягу в напрямку  ; 1E  і 2E  – модулі 

Юнґа для розтягу–стиску в напрямках s  і   відповідно; 12G  – модуль 

зсуву, що характеризує зміну кутів між напрямками s  і  . 
 У випадку ізотропної оболонки 1 2     , 1 2E E E  , 12G G   

/ (2 2 )E   , де E , G  і   – модуль Юнґа, модуль зсуву і коефіцієнт 
Пуассона відповідно. 
 Систему рівнянь (3), (5) запишемо у формі 

 
2 3 4

KL KL KL KL KL1 2 1 2 1
10 1 11 12 13 14 12 3 4

Y Y Y Y Y
Y f

s
    

          
    

, 

 
2 3

KL KL KL KL2 1 2 1
20 2 21 22 232 3

Y Y Y Y
Y

s
   

       
   

, (7) 

де 

 1 2 1 3, , , , , ,    , ,    0, ,0,0,0,0s s s s sY N Q M u w Y T v f q       
[ ][ ] [ ] , (8) 

KL
10 , KL

11 , KL
12 , KL

13 , KL
14 , KL

20 , KL
21 , KL

22 , KL
23  – матриці–функції 

від s , до елементів яких не входять ні шукані функції, ні їхні частинні по-
хідні будь-яких порядків. Вектори 1Y  і 2Y  назвемо векторами розв’язків. 
 Вирази (6) запишемо у формі 

 
2

KL KL KL2 1
3 30 1 31 32 2

Y Y
Y Y

 
     

 
, 

 
2 3

KL KL KL KL1 2 1
4 40 2 41 42 432 3

Y Y Y
Y Y

  
       

  
, (9) 

де 

 3 4, , , , , , ,        , , , ,s s s s sY є є N Q M Y S Q H         æ æ æ[ ] [ ] , (10) 

KL
30 , KL

31 , KL
32 , KL

40 , KL
41 , KL

42 , KL
43  – матриці–функції від s , до 

елементів яких не входять ні шукані функції, ні їхні частинні похідні будь-
яких порядків. 
 Для системи (7), (9) розглянемо такі граничні умови: 

 0,            0su w     при 0s s , 

 0,         0s s sN Q M  


 при Ms s ; (11) 

 0v   при 0s s , 0sT  


 при Ms s . (12) 

 1.2. Система рівнянь теорії ортотропних конічних оболонок типу 
Тимошенка. Приймемо наближені вирази для полів переміщень і напру-
жень у вигляді 

 3 3 3,        ,       s su u x u v x u w        , 

 
2

3
3 3 33 3

12 212 3,     ,    1
2

s s
ss s s s

N M xS Hx x Q
                    

, 

 
2

3
3 33

12 23,     1
2

N M x
x Q 

  
               

, 

де s  і   – кути повороту нормалі, а u , v , w , sN , S , N , sQ , Q , sM , 

H , M  мають той самий зміст, що й у попередньому підпункті. 

 Рівняння рівноваги подамо у вигляді 
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 1 ( ) sins
s

N SN N
s r 

         
, 

  
 

            
cos1 2 sin sin coss

s

T N
T H Q

s r r
, 

 


            3
1 sin coss

s

QQ
Q N q

s r
, 

 
         

1 ( ) sins
s s

M HQ M M
s r

, 

 


        
1 2 sin

MH Q H
s r

. (13) 

 Доповнимо (13) диференціальними рівняннями, які тривіально випли-
вають з деформаційних співвідношень теорії оболонок типу Тимошенка: 

 1,        sins s
u v uє v
s s r

            
, 

 3 ,          s
s s s

w
s s

     
 

æ , 

 
cos1 sin cos sins

s s
u v

s r r


  
                    

æ . (14) 

 Отже, маємо систему диференціальних рівнянь (13), (14), розв’язаних 
відносно частинних похідних першого порядку за s  від функцій sN , sT  , 

sQ , sM , H , u , v , w , s ,  . Решту невідомих величин, що фігурують у 

рівняннях (13), (14) та решті рівнянь теорії оболонок типу Тимошенка, ви-
разимо через ці функції і частинні похідні за   від них: 

 1 2
2

1

11 sin cos ,           s s
vє u w є N є

r E 
             

, 

 1
2

12 1

cos
,       ,       s s s

SS T H N E є N
r G E   

           
, 

 23
3 3 3

13

6 51 cos ,         ,         
5 6

s
s

Q Gwv Q
r G   

             
, 

 1 2
23

1

12(1 )1 sin ,              s s sM
r E


 

             
æ æ æ , 

 
3

2 1
3 3

12 1

1212 ,           
12s s

EH M M
G E

  
     

  
æ æ , (15) 

де 23G  і 13G  – модулі зсуву, що характеризують зміни кутів між напрям-

ками   і 3x  та між напрямками s  і 3x  відповідно, а 1 , 2 , 1E , 2E , 12G  
мають той самий зміст, що й у попередньому підпункті. 
 У випадку ізотропної оболонки 1 2     , 1 2E E E  , 12 23G G   

13G G  . 
 Систему рівнянь (13), (14) запишемо у формі 

 
  

      
  

2
Tym Tym Tym1 2 1
10 1 11 12 12

Y Y Y
Y f

s
, 
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  

     
  

2
Tym Tym Tym2 1 2
20 2 21 22 2

Y Y Y
Y

s
, (16) 

де 

 1 2, , , , , ,         , , ,s s s s sY N Q M u w Y T H v     [ ] [ ] , 

 1 30, , 0,0,0,0f q  [ ] , (17) 

Tym
10 , Tym

11 , Tym
12 , Tym

20 , Tym
21 , Tym

22  – матриці–функції від s , до еле-

ментів яких не входять ні шукані функції, ні їхні частинні похідні будь-
яких порядків. 
 Вирази (15) запишемо у формі 

 
 

       
 

Tym Tym Tym Tym2 1
3 30 1 31 4 40 2 41,         

Y Y
Y Y Y Y , (18) 

де 

 3 3 4 3, , , , , , ,        , , , ,s s s s sY є є N M Y S Q            æ æ æ[ ] [ ] , (19) 

Tym
30 , Tym

31 , Tym
40 , Tym

41  – матриці–функції від s , до елементів яких не 

входять ні шукані функції, ні їхні частинні похідні будь-яких порядків. 
 Для системи (16), (18) розглянемо такі граничні умови: 

 0,            0su w     при 0s s , 

 0,         0s s sN Q M    при Ms s ; (20) 

 0,         0v     при 0s s , 

 0,       0sT H    при Ms s . (21) 

 1.3. Система рівнянь теорії ортотропних конічних оболонок у рам-
ках ,m n{ } -апроксимації. Припустимо, що функції su , u , 3u , ss , s , 

3s ,  , 3 , 33  є достатньо гладкими і їх можна розвивати в ряди за 

поліномами Лежандра ( )kP   [5, 7, 25, 30], де 3 /x h  . 

 У розвиненні тангенціальних переміщень виділимо по ( 1m  )-му 
члену, а в розвиненні нормальної компоненти – 1n   член [29, 43]: 

 ( ) ( ) ( )
3 3

0 0

( , ) , ( ),         ( )
m n

k k k
s s k k

k k

u u u u P u u P 
 

    ( ) . (22) 

Коефіцієнти ( )k
su , ( )ku , k m ; ( )

3
ku , k n , можуть бути й ненульовими. 

Будемо розглядати випадок 1m n  . 
 Подамо компоненти тензора напружень наближеними виразами [29] 

 ( ) ( ) ( )

0

2 1( , , ) , , ( )
2

m
k k k

ss s ss s k
k

k P P P P
h   



     ( ) , 

 
1

( ) ( )
3 3 3 3

0

2 1( , ) , ( )
2

m
k k

s s k
k

k P P P
h



 


    ( ) , 

 
1

( )
33 33

0

2 1 ( )
2

n
k

k
k

k P P
h





   . (23) 

 Введемо позначення 

 ( ) ( ) ( ) ( ),             
k k

k k k k
ss ss ssP P X P P X     

 
, 
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 ( ) ( )
33 33 33,             0,1, , 1

k
k kP P X k n   


, 

де 

 13 23
1, 33 1, 33

33 33

2 2,            
2 1 2 1

k k

ss n k n k

A Ah hX P X P
k A k A

 
     

 
, 

 33 1, 33
2 ,            0,1, , 1

2 1

k

n k
hX P k n

k


   


 , 

причому 

 1, 1
2 1 ,            0,1, , 1

( 2) 2 ( 1)
n k k n

k k n
n n

  
   

   


[ ]
. 

Тут 13A , 23A , 33A  – компоненти тензора пружної жорсткості матеріалу 
або модулі пружності. Ці та решту модулів пружності, що не дорівнюють 
нулеві, виразимо через «технічні сталі» [21]: 

 32 23 1 21 31 23 1 31 21 32 1
11 12 13

(1 ) ( ) ( )
,   ,   

E E E
A A A

          
  

  
, 

 31 13 2 32 31 12 2 21 12 3
22 23 33

(1 ) ( ) (1 )
,   ,   

E E E
A A A

         
  

  
, 

 44 23 55 13 66 12,       ,       A G A G A G   , (24) 

де 3E  – модуль Юнґа для розтягу–стиску в напрямку 3x ; 13  – коефіці-

єнт Пуассона, що характеризує стискання в напрямку 3x  при розтягу в на-

прямку s  і т. д.; 1E , 2E , 12G , 23G , 13G  мають той самий зміст, що й у по-

передньому підпункті, а 12 1    і 21 2   , де 1  і 2  мають той самий 
зміст, що й у попередніх підпунктах; 
 32 23 21 12 31 13 31 12 23 21 32 131                   . 

 Між «технічними сталими» існують залежності [21]: 

 1 21 2 12 2 32 3 23 3 13 1 31,       ,       E E E E E E         . 

 У випадку ізотропної оболонки замість (24) маємо 

 11 22 33
(1 )

(1 )(1 2 )
E

A A A
   

   
, 

 12 13 23 (1 )(1 2 )
EA A A   

   
, 

 44 55 66A A A G   . 

 Крім того, будемо користуватися позначеннями 

 
sin

,        0,1, , 1

k
k k k

ss
s ss

X
Y X X k n

s r 
          

 , 

 1 ,           0,1, , 1

k
k X
Y k n

r





  


 , 

 3 3333
cos 1 ,      0,1, ,

k k k
Y X X P k n

r h



      , 

де 
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0

33 33 1, 330,        2 ,          1,2, ,
k

n kX X h P k n


     , 

причому 

 1,
( 1)

,         1,2, ,
2( 2) 2 ( 1)

n k k n

k k
k n

n n
 

  
   


[ ]

. 

 Систему диференціальних рівнянь, розв’язаних відносно частинних по-

хідних першого порядку за координатою s  від функцій ( )k
ssP


, 0,1,k   , 

, 1n  ; ( )k
ssP , 2, 3, ,k n n m    ; ( )k

sP  , 0,1, ,k m  ; ( )
3
k

sP , 0,1, ,k n  ; 
( )k
su , ( )ku , 0,1, ,k m  ; ( )

3
ku , 0,1, ,k n  , отримаємо з відповідної систе-

ми звичайних диференціальних рівнянь у [29] і запишемо у формі 

 
2

m,n m,n m,n1 2 1
10 1 11 12 12

Y Y Y
Y f

s
  

      
  

{ } { } { } , 

 
2

m,n m,n m,n2 1 2
20 2 21 22 22

Y Y Y
Y f

s
  

      
  

{ } { } { } , (25) 

де 

 (0) ( 1) ( 2) ( ) (0) ( ) (0) ( )
1 3 3, , , , , , , , , , , ,n n m n m

ss ss ss ss s s s sY P P P P P P u u     
 

[  

 (0) ( )
3 3, , nu u

 ] , 

 (0) ( ) (0) ( )
2 , , , , ,m m

s sY P P u u   


 [ ] , 

 
0 1 0

1 3 3

1 2

, , , 0, , 0 , , , , 0, ,0
n n

s s

m n m n

f Y Y Y Y


   

 
     
  



     , 

 
0 1

2

2

, , ,0, ,0
n

m n

f Y Y


 


 
   
 



  , (26) 

m,n
10{ } , m,n

11{ } , m,n
12{ } , m,n

20{ } , m,n
21{ } , m,n

22{ }  – матриці–функції від s , до 

елементів яких не входять ні шукані функції, ні їхні частинні похідні будь-
яких порядків. 

 Співвідношення, що встановлюють зв’язок функцій 
( )
3
k

sP , 1, 2k n n   , 

, 1m  ; ( )kP 
, ( )

33
kP


, 0,1, , 1k n  ; ( )kP , 2, 3, ,k n n m    ; ( )

3
kP , 

0,1, , 1k m  , з компонентами векторів 1Y  і 2Y , отримаємо з відповідних 
формул у [29] і запишемо у формі 

 m,n m,n m,n m,n2 1
3 30 1 31 4 40 2 41,          

Y Y
Y Y Y Y

 
       

 
{ } { } { } { } , (27) 

де 

 ( 1) ( 1) (0) ( 1) ( 2) ( ) (0) ( 1)
3 3 3 33 33, , , , , , , , , , ,n m n n m n

s sY P P P P P P P P    
       

   
[ ] , 

 (0) ( 1)
4 3 3, , mY P P 

  [ ] , (28) 

m,n
30{ } , m,n

31{ } , m,n
40{ } , m,n

41{ }  – матриці–функції від s , до елементів яких 

не входять ні шукані функції, ні їхні частинні похідні будь-яких порядків. 
 З огляду на громіздкість систему рівнянь (25) і вирази (27) у розгор-
нутому вигляді не виписуватимемо. 
 Для системи (25), (27) розглянемо такі граничні умови: 
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 ( ) 0,           0,1, ,k
su k m   , 

 ( )
3 0,           0,1, ,ku k n   , при 0s s ; 

 ( ) 0,            0,1, , 1k
ssP k n  


, 

 ( ) 0,           2, 3, ,k
ssP k n n m     , 

 ( )
3 0,           0,1, ,k

sP k n   , при Ms s ; (29) 

 ( ) 0,           0,1, ,ku k m    , при 0s s , 

 ( ) 0,           0,1, ,k
sP k m    , при Ms s . (30) 

 Системи рівнянь теорій оболонок обертання, розв’язаних відносно по-
хідних від узагальнених переміщень і деяких узагальнених напружень за 
координатою вздовж меридіана, було отримано в [6, 18, 22, 29]. Системи 
рівнянь теорій оболонок, розв’язаних відносно похідних від узагальнених 
переміщень за однією з координат на серединній поверхні, було отримано в 
[1, 2, 12, 14, 35, 43]. 

 2. Зведення систем рівнянь теорій оболонок до незв’язаних нормаль-
них систем звичайних диференціальних рівнянь. Розвинувши всі величи-
ни, що характеризують напружено-деформований стан оболонки або зов-
нішнє навантаження, у ряди Фур’є за кільцевою координатою  , задоволь-
нимо умови періодичності і відокремимо змінні у вихідних рівняннях і 
співвідношеннях. Таким чином, зведемо вихідні системи диференціальних 
рівнянь з частинними похідними до незв’язаних нормальних систем 
звичайних диференціальних рівнянь. 
 Із цією метою введемо вектори 1X  і 2X : 
 – для теорії Кірхгоффа–Лява 

 1 3, , , , , , , , , , , , ,s s s s s s sX u w є є N N Q Q M M q     
æ æ[ ] , 

 2 , , , , , ,s s sX v S T Q H     
æ[ ] ; (31) 

 – для теорії типу Тимошенка 

 1 3 3, , , , , , , , , , , , ,s s s s s s sX u w є є N N Q M M q      æ æ[ ] , 

 2 3, , , , , , , ,s s sX v S T Q H         æ[ ] ; (32) 

 – для теорії в рамках ,m n{ } -апроксимації 

 (0) ( ) (0) ( ) (0) ( 1) ( 2) ( )
1 3 3, , , , , , , , , , , ,m n n n m

s s ss ss ss ssX u u u u P P P P  
   

 
 

   
     

 
(0) ( 1) (0) ( 1) ( 2) ( )
3 3, , , , , , , ,m n n m

s sP P P P P P , 

 


  


  
 

0 1 0
(0) ( 1)
33 33 33 3 3, , , , , , , , ,

n n
n

s sP P P Y Y Y Y


, 

 
0 1

(0) ( ) (0) ( ) (0) ( 1)
2 3 3, , , , , , , , , , ,

n
m m m

s sX u u P P P P Y Y



       

    



    . (33) 

 Розглянемо задачі (7), (9), (11), (12); (16), (18), (20), (21) і (25), (27), (29), 

(30) і припустимо, що 33 ( , )P s   можна подати у вигляді ряду Фур’є за кіль-

цевою координатою  : 
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 33 33 330 33
1 1

1( , ) ( ) sin ( ) ( ) cos
2q q

q q

P s P s q P s P s q
 

   

 
        . (34) 

Тоді в цих задачах вектори 1X  і 2X  з (31)–(33) можемо записати у вигляді 

 1 1 10 1
1 1

1sin cos
2q q

q q

X X q X X q
 

 
       , (35) 

 2 2 2
1 1

cos sinq q
q q

X X q X q
 

 
      , (36) 

де 1qX , 2qX , 10X , 1qX , 2qX  залежать лише від координати s . 

 Аналогічно до (35) і (36) можна записати подання для 1Y , 2Y , 3Y , 4Y , 

1f , 2f . 
 У результаті задовольнимо умови періодичності та отримаємо: 
 співвідношення 

 KL KL10
10 10 10 30 30 10,           

Y
Y f Y Y

s


    



   , (37) 

 


    



  Tym Tym10

10 10 10 30 30 10,          
Y

Y f Y Y
s

, (38) 

 m,n m,n10
10 10 10 30 30 10,         

Y
Y f Y Y

s


    



  { } { }  (39) 

відповідно зі співвідношень (7), (9); (16), (18) і (25), (27). Тут 10Y  і 30Y  – ко-

ефіцієнти рядів Фур’є відповідно векторів 1Y  і 3Y  згідно з (8), (10); (17), (19) 

і (26), (28), 10f  – коефіцієнт ряду Фур’є вектора 1f  відповідно з (8), (17) і 

(26); 
 граничні умови для (37), (38) і (39) відповідно у формах (11), (20) і (29), 
у яких необхідно забезпечити нижнім індексом «0» і символом «~» всі 
функції, які є компонентами вектора 1Y  відповідно з (8), (17) і (26). 

Позначимо ці умови відповідно через KL
0C( ) , Tym

0C( )  і m,n
0C { }( ) ; 

 співвідношення для q -гармонік розвинень, 1,2,q   : 

 
1 KL 2 KL 4 KL KL 2 KL

10 12 14 1 11 13 2 1
q

q q q

Y
q q Y q q Y f

s


          


( ) ( ) , 

 
2 KL 2 KL KL 2 KL

20 22 2 21 23 1
q

q q

Y
q Y q q Y

s


       


( ) ( ) , 

 KL 2 KL KL
3 30 32 1 31 2q q qY q Y q Y     ( ) , 

 KL 2 KL KL 2 KL
4 40 42 2 41 43 1q q qY q Y q q Y       ( ) ( ) ; (40) 

 


      


1 Tym 2 Tym Tym
10 12 1 11 2 1

q
q q q

Y
q Y q Y f

s
( ) , 

 


     


2 Tym 2 Tym Tym
20 22 2 21 1

q
q q

Y
q Y q Y

s
( ) , 

        Tym Tym Tym Tym
3 30 1 31 2 4 40 2 41 1,           q q q q q qY Y q Y Y Y q Y ; (41) 
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1 m,n m,n m,n2

10 12 1 11 2 1
q

q q q

Y
q Y q Y f

s


      


{ } { } { }( ) , 

 
2 m,n m,n m,n2

20 22 2 21 1 2
q

q q q

Y
q Y q Y f

s


      


{ } { } { }( ) , 

 m,n m,n m,n m,n
3 30 1 31 2 4 40 2 41 1,        q q q q q qY Y q Y Y Y q Y       { } { } { } { }  (42) 

відповідно зі співвідношень (7), (9); (16), (18) і (25), (27). Тут 1qY , 2qY , 3qY , 

4qY  – коефіцієнти рядів Фур’є відповідно векторів 1Y , 2Y , 3Y , 4Y  згідно з 

(8), (10); (17), (19) і (26), (28), 1qf  – коефіцієнт ряду Фур’є вектора 1f  від-

повідно з (8), (17) і (26), 2qf  – коефіцієнт ряду Фур’є вектора 2f  з (26); 

 граничні умови для (40), (41) і (42) відповідно у формах (11), (12); (20), 
(21) і (29), (30), у яких необхідно забезпечити нижнім індексом q  всі функ-

ції, які є компонентами векторів 1Y  або 2Y  відповідно з (8), (17) і (26). 

Позначимо ці умови відповідно через KL
qC( ) , Tym

qC( )  і m,n
qC{ }( ) ; 

 співвідношення для q -гармонік розвинень, 1, 2,q   : 

 
1 KL 2 KL 4 KL KL 2 KL

10 12 14 1 11 13 2 1
q

q q q

Y
q q Y q q Y f

s


          




 ( ) ( ) , 

 
2 KL 2 KL KL 2 KL

20 22 2 21 23 1
q

q q

Y
q Y q q Y

s


       




 ( ) ( ) , 

 KL 2 KL KL
3 30 32 1 31 2q q qY q Y q Y       ( ) , 

 KL 2 KL KL 2 KL
4 40 42 2 41 43 1q q qY q Y q q Y         ( ) ( ) ; (43) 

 
1 Tym 2 Tym Tym

10 12 1 11 2 1
q

q q q

Y
q Y q Y f

s


      




 ( ) , 

 
2 Tym 2 Tym Tym

20 22 2 21 1
q

q q

Y
q Y q Y

s


     




 ( ) , 

 Tym Tym Tym Tym
3 30 1 31 2 4 40 2 41 1,          q q q q q qY Y q Y Y Y q Y             ; (44) 

 
1 , , ,2

10 12 1 11 2 1
q

q q q

Y
q Y q Y f

s


      




 {m n} {m n} {m n}( ) , 

 
2 , , ,2

20 22 2 21 1 2
q

q q q

Y
q Y q Y f

s


      




 {m n} {m n} {m n}( ) , 

 , , , ,
3 30 1 31 2 4 40 2 41 1,         q q q q q qY Y q Y Y Y q Y            {m n} {m n} {m n} {m n}  (45) 

відповідно зі співвідношень (7), (9); (16), (18) і (25), (27). Тут 1qY , 2qY , 3qY , 

4qY  – коефіцієнти рядів Фур’є відповідно векторів 1Y , 2Y , 3Y , 4Y  згідно з 

(8), (10); (17), (19) і (26), (28), 1qf  – коефіцієнт ряду Фур’є вектора 1f  відпо-

відно з (8), (17) і (26), 2qf  – коефіцієнт ряду Фур’є вектора 2f  з (26); 

 граничні умови для (43), (44) і (45) відповідно у формах (11), (12); (20), 
(21) і (29), (30), у яких необхідно забезпечити нижнім індексом q  і символом 
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«~» всі функції, які є компонентами векторів 1Y  або 2Y  згідно з (8), (17) і 

(26). Позначимо ці умови відповідно через KL
qC( ) ,  Tym

qC( )  і m,n
qC { }( ) . 

 Відмітимо, що всі системи звичайних диференціальних рівнянь, отрима-
ні в результаті відокремлення змінних у вихідних задачах, є нормальними. 

 3. Крайові задачі для гармонік розвинень 1X  і 2X  у випадку локаль-

но навантаженої оболонки. Конкретизуємо вигляд функції 33 ( , )P s   і роз-

глянемо крайові задачі для гармонік розвинень 1X  і 2X , що виникають у 

зв’язку з цим. Виберемо на інтервалі ( , )    точку L , а на відрізку 0 , Ms s[ ]  

– точки 0 1 1p p p Ms s s s s        , де p  – додатне ціле число, 

 0 p M ,    1p ps s ,    1p ps s , причому 

 0
0

cos
max , min , , ( ), ( )

50p p M p p L p L
h

r s s s s r r
r

             
 

( ) , 

де ( )p pr r s . 

 Розглянемо функції 

 

0

1 1 cos , ,
2( )

 0, , ,   ,

p
p

s

M p

s s
s s

g s

s s s s s

           
     [ ]

 

 
0

0

1 cos , , , ,
2 ( )

( , )

   0, , , , , .

p L
p M L

p

M L
p

r
r s s s

r s r
g s

s s s
r



                
         

[ ]

[ ] [ ]
 

  (46) 
Такі функції називаються симетричними дельтоподібними фінітними функ-
ціями [5]. 
 Припустимо, що 

 33 ( , )P s    

 
0

( ) ( , ), , ,

   0, , , , , ,

s p L
p

M p L
p

Pg s g s s s
r

s s s s s
r


                      


[ ] [ ]

 

 (47) 

тобто 33P  локалізовано на частині поверхні S , що визначається нерівнос-

тями ps s   , L
pr
    . Тут P  – задана невід’ємна дійсна стала. 

 Розглянемо ряд [5] 

 
        

1 cos
2
p L

p

r
r  

 




              


1

1 1 sin sin cos cos
2 L L

pq

q
q q q q

r
( ) , (48) 

де ,   [ ] , 
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1

0

1 cos cos (1 cos ) cos
2

p

p

r
p p

p pr

r r tq q t
qt dt t dt

r r





                 
/

/

. 

Неважко переконатись, що 

 

2
sin ,

1( )

1 , .
2

               
   

 

 Застосувавши формулу (48), згідно з формулами (46) і (47), для 

33 ( , )P s   отримаємо ряд (34), у якому 

 
0 1 1

33
1 1

  0, , ) ( , ,

( )
1 cos sin , , ,  1,2, ,

2 ( )

p p M

pq
L p p

p

s s s s s

s sP s qP q s s s q
r s r

 


 


                    





[ ]

[ ]
 

  (49) 

 
0 1 1

330
1 1

  0, , ) ( , ,

( )
1 cos , , ,

2 ( )

p p M

p
p p

s s s s s

P s s sP s s s
r s

 


 


          




[ ]

[ ]
 (50) 

 
0 1 1

33
1 1

  0, , ) ( , ,

( )
1 cos cos , , ,  1,2, .

2 ( )

p p M

pq
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 Розв’язування крайових задач (37), KL
0C( ) ; (38), Tym

0C( )  і (39), ,
0
m nC { }( ) , 

де 330 ( )P s  взято з (50), повністю визначає напружено-деформований стан 

оболонки для 0-гармоніки розвинення (35), де 1X  взято відповідно з (31), 
(32), (33). 

 Розв’язування крайових задач (40), KL
qC( )  і (43), KL

qC( ) ; (41), Tym
qC( )  і 

(44), Tym
qC( ) ; (42), ,n

qC{m }( )  і (45), ,n
qC {m }( ) , де 33 ( )qP s  взято із (49), а 33 ( )qP s  

взято з (51), повністю визначає напружено-деформований стан оболонки 
для q -гармонік розвинень (35) і (36), де 1X  і 2X  взято відповідно з (31), 
(32), (33). 
 Розглянемо крайову задачу для системи (42) з граничними умовами 

,n
qC{m }( )  для 1,2,q   . 

 Запишемо перші два рівняння системи (42) у формі 
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0

3 3, , ,0, , 0
n

q qY Y


  




 


, 

,n
5 ( )q{m }  – матриця, складена відповідним чином з елементів матриць 

,n ,n2
10 12q  {m } {m } , ,n

11q {m } , ,n ,n2
20 22q  {m } {m } , ,n

21q{m } .  Тут 2 3m n   . 

 Розглянемо на кінцях відрізка інтегрування граничні умови вигляду 

 0 5 0 5( ) 0, ,0 ,            ( ) 0, ,0q q ML Y s L Y s
   

    
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, (53) 

де 
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i i

L

 

 

 

   
   

  
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   

 
 

       
  

, 0,i   . 

Тут i , 1,2, ,i    , – ознаки граничних умов у точці 0s s ; i , 

1, 2, , 2i       , – ознаки граничних умов у точці Ms s , причому i , 

1,2, , 2i    , набувають значень «0» і «1».  

 У випадку граничних умов ,n
qC{m }( )  маємо 

 0,      1,2, ,i i    , 
 1,      1, 2, ,2i i        . 

 Розв’язок крайової задачі (52), (53) для 1,2,q    отримаємо за допо-
могою методу ортогональної прогонки С. К. Годунова [10, 11, 12, 43] з авто-
матичним згущенням точок ортогоналізації і контролем точності розв’язку 
в цих точках. 
 Аналогічним чином можна отримати розв’язки крайових задач (40), 

KL
qC( ) ; (41), Tym

qC( ) ; (43), KL
qC( ) ; (44), Tym

qC( )  і (45), ,n
qC {m }( )  для 1,2,q    і 

розв’язки крайових задач (37), KL
0C( ) ; (38), Tym

0C( )  і (39), ,n
0C {m }( )  для 0q  . 

 Перед розв’язуванням крайової задачі (52), (53) для 1,2,q    за допо-
могою методу ортогональної прогонки С. К. Годунова на кожному відрізку 

1,i is s[ ] виберемо 1iM   точок ортогоналізації з координатами 

 
1

1
1

1

,   ,    0,1, , ,    1,2, ,
i
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k i t i

i t

s s
s s j k M j j M i M

M


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


        . 

 Наведемо схему визначення напружено-деформованого стану оболонки 
в задачі (25), (27), (29), (30): підсумовуванням за q  отримаємо розв’язок для 

скінченної кількості перших членів рядів векторів 1Y  і 2Y  в точках вигляду 

,ks
 ( ) , 0,1, ,k N  ,    ,[ ] ; зі співвідношень (27) знайдемо елементи 

векторів 3Y  і 4Y  в тих самих точках; за формулами (22) і (23) обчислимо 

величини su , u , 3u , ss , s , 3s ,  , 3 , 33  в точках вигляду 

3, ,ks x ( ) , 0,1, ,k N  ,    ,[ ] , 3 ,x h h [ ] . Тут 
1

M

i
i

N M


  . Очевидно, 

що 0 0s s  , N Ms s


  . 

 Побудувати подібні схеми визначення напружено-деформованого стану 
оболонок у задачах (7), (9), (11), (12) і (16), (18), (20), (21) неважко, тому на 
цьому тут не будемо зупинятися. 
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 4. Розрахунок консольної ізотропної конічної оболонки замкненого 
профілю. Як приклад розрахунків з використанням алгоритмів розв’язу-
вання крайових задач для гармонік розвинень 1X  і 2X  розглянемо наванта-
ження типу (47) ізотропної замкненої конічної оболонки з параметрами 
 / 4   , / 2L   , 0.005h  м, 0 0.3r  м,   4p , 

 8M  , 0 0s  м, 3 / 8Ms  м, 4 0( ) / 2 3 / 16Ms s s   м, 

      
 

3 1 1
100 5 8 2

м, 3 4s s   , 5 4s s   , 

 1 0 3 0 3( ) / 5 / 5s s s s s    , 2 3 3 0 3( ) / 5 4 / 5s s s s s    , 

 6 5 5 5( )/5 ( 4 )/5M Ms s s s s s     , 7 5 5( )/5 (4 )/5M M Ms s s s s s     , 

  210E ГПа, 0.3  ,  1P кН, 
у якої торець 0s s  – защемлений, а торець Ms s  – вільний, і реалізуємо 

для неї задачі (7), (9), (11), (12) (теорія Кірхгоффа–Лява); (16), (18), (20), (21) 
(теорія типу Тимошенка) і (25), (27), (29), (30) ( ,m n{ }-апроксимація). 
 Геометричні параметри оболонки задовольняють вимоги (1), тобто має-
мо тонку оболонку. Загальний вигляд оболонки зображено на рис. 1. 
 При чисельних розрахунках було прийнято: 

 20,          1,3, 4,5,6iM i  , 10,          2,7,8iM i  . 

   
а) 3x h   б) 3 0x   в) 3x h  

Рис. 2. Переміщення su . 

   
а) 3x h   б) 3 0x   в) 3x h  

Рис. 3. Переміщення u . 

   
а) 3x h   б) 3 0x   в) 3x h  

Рис. 4. Переміщення 3u . 
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а) 3x h   б) 3 0x   в) 3x h  

Рис. 5. Напруження ss . 

   

а) 3x h   б) 3 0x   в) 3x h  

Рис. 6. Напруження s . 

   

 а) типу Тимошенка б) 1, 0m n { }  

   

 в) 2, 1m n { }  г) 3, 2m n { }  

Рис. 7. Напруження 3s  при 3 0x  . 
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а) 3x h   б) 3 0x   в) 3x h  

Рис. 8. Напруження  . 

   
а) 1, 0m n { }  б) 2, 1m n { }  в) 3, 2m n { }  

Рис. 9. Напруження 33  при 3 0x  . 

  

 Рис. 10. Напруження 3  при 3 0x  . Рис. 11. Напруження 33  при 3x h . 

 Розв’язки задач (7), (9), (11), (12); (16), (18), (20), (21) і (25), (27), (29), (30) 

отримано для членів рядів (34)–(36), що відповідають коефіцієнтам 33qP , 

1qX , 2qX , 1,3, ,299q   ; 330P , 10X ; 33qP , 1qX , 2qX , 2, 4, ,300q   , цих 

рядів. При цьому слід мати на увазі, що при  
2L  з огляду на формули 

(49) і (51) маємо 33 0qP  , 1 0qX  , 2 0qX  , 2, 4, ,298q   ; 33 0qP  , 

1 0qX  , 2 0qX  , 1,3, ,299q   , у рядах (34)–(36). 

 Результати розв’язування задачі (16), (18), (20), (21) наведено на 
рис. 7а; результати розв’язування задачі (25), (27), (29), (30) при 1m  , 

0n   і 2m  , 1n   – на рис. 7б, рис. 9а і рис. 7в, рис. 9б відповідно; 
результати розв’язування задачі (25), (27), (29), (30) при 3m  , 2n   – на 
рис. 2 – рис. 6, рис. 7г, рис. 8, рис. 9в і рис. 10. 
 Результати розв’язування задач (7), (9), (11), (12); (16), (18), (20), (21) і 
(25), (27), (29), (30) при 1m  , 0n   і 2m  , 1n   на рис. 2 – рис. 6 і рис. 8 
не наведено, оскільки вони тією чи іншою мірою узгоджуються з поданими 
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на цих рисунках результатами. Із цієї ж причини не наведено на рис. 10 
результатів розв’язування задач (16), (18), (20), (21) і (25), (27), (29), (30) при 

1m  , 0n   і 2m  , 1n  . Узгодженість результатів, отриманих на основі 
різних теорій оболонок, серед іншого, свідчить про надійність використаних 
алгоритмів розв’язування крайових задач. 
 Зауважимо, що в теорії Кірхгоффа–Лява напруження 3s , 3 , 33 , а 

в теорії типу Тимошенка – напруження 33  вважаються малими порівняно 
з іншими напруженнями, і на основі цих теорій розрахунки відповідних на-
пружень не проводяться. 
 Графіки переміщень і напружень на рис. 2 – рис. 10 мають яри, склад-
ки з крутими схилами, западини, горби, піки в смузі, що визначається не-
рівностями 0     . Поза межами цієї смуги напружено-деформований 
стан оболонки майже не збурений. 
 Аналіз чисельних результатів показав, що теорії методу ,m n{ } -апро-

ксимації у випадках 1m  , 0n  ; 2m  , 1n   і 3m  , 2n   приводять 
до дуже подібних, за винятком напружень 3s  і 33 , розподілів напруже-

но-деформованого стану оболонки. Що стосується напружень 3s  і 33 , то, 

як бачимо на рис. 7 і рис. 9, відмінності між випадками 1m  , 0n  ; 
2m  , 1n   і 3m  , 2n   проявляються лише у вузькій зоні крайового 

ефекту в безпосередній близькості до защемленого торця оболонки. 

 На рис. 11 зображено задані на лицьовій поверхні S  нормальні напру-
ження 33 . 

 Висновки. З вихідних рівнянь теорій тонких ортотропних конічних 
оболонок Кірхгоффа–Лява, типу Тимошенка і методу ,m n{ }-апроксимації 
отримано системи диференціальних рівнянь, розв’язаних відносно частин-
них похідних першого порядку за координатою вздовж меридіана. Ці сис-
теми рівнянь записано в спеціальній формі і за допомогою тригонометрич-
них розвинень за кільцевою координатою зведено до наборів незв’язаних 
нормальних систем звичайних диференціальних рівнянь. Побудовано 
алгоритми розв’язування відповідних крайових задач. При цьому викорис-
тано метод ортогональної прогонки С. К. Годунова. 
 Застосування згаданих алгоритмів розглянуто на прикладі задачі про 
напружено-деформований стан локально навантаженої консольної тонкої 
ізотропної замкненої конічної оболонки. Аналізуючи отримані результати, 
можемо зробити такі висновки. Якщо величина зони прикладання локаль-
ного навантаження достатньо велика, то відмінності між теоріями, виклю-
чаючи напруження 3s  і 3  (розрахунки яких у теорії Кірхгоффа–Лява 

не проводяться) і напруження 33  (розрахунки якого в теоріях Кірхгоффа–
Лява і типу Тимошенка не проводяться), проявляються слабо навіть у зоні 
прикладання локального навантаження. Проте у вузькій зоні крайового 
ефекту в безпосередній близькості до защемленого торця оболонки прояв-
ляються значні відмінності між теорією типу Тимошенка, випадками 1m  , 

0n   і 2m  , 1n   і випадком 3m  , 2n   для напруження 3s , а 

також значні відмінності між випадком 1m  , 0n   і випадками 2m  , 
1n   і 3m  , 2n   для напруження 33 . 

 Отримані результати можна використати для перевірки нових теорій 
оболонок. 

Більшість описаних тут підходів можна використати в рамках теорій 
оболонок, побудованих методом І. Н. Векуа [7], теорії оболонок І. Ю. Хоми 
[30] та ін. 
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CALCULATION OF LOCALLY LOADED THIN ORTHOTROPIC CLOSED CONICAL SHELLS ON 
THE BASIS OF CLASSICAL AND SOME REFINED THEORIES 
 
Semi-analytical algorithms for solving problems on the stress-strain state of thin ortho-
tropic truncated closed conical shells under local loads modeled by delta-shaped func-
tions are implemented. The algorithms are based on the systems of equations of the 
Kirchhoff–Love, the Timoshenko-type, and the ,m n{ } -approximation method shell 

theories solved with respect to the first order partial derivatives with respect to the 
coordinate along the meridian (all unknown functions included in these equations were 
expressed via the components of solution vectors and partial derivatives from these 
components with respect to the circumferential coordinate). These systems of equations 
are written in a special form and, using trigonometric Fourier series in the 
circumferential coordinate, are reduced to sequences of uncoupled normal systems of 
ordinary differential equations, which can be solved using the S. K. Godunov method of 
orthogonal successive substitutions. The obtained results indicate the reliability of the 
implemented algorithms and the importance of refined shell theories for an adequate 
description of three-dimensional stress state. 

Key words: conical shell, local load, Kirchhoff–Love theory, Timoshenko theory, 
,m n{ } -approximation method, trigonometric series, S. K. Godunov method of 

orthogonal successive substitutions. 
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