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ВИЗНАЧЕННЯ НЕСТАЦІОНАРНОГО ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ 
КОНТАКТУЮЧИХ ТЕРМОЧУТЛИВИХ ПІВПРОСТОРІВ З ВИКОРИСТАННЯМ 
ФУНКЦІЙ ҐРІНА ДЛЯ ДВОСКЛАДОВОГО ПРОСТОРУ 
 

Запропоновано аналітично-числову методику визначення нестаціонарного 
температурного поля у контактуючих термочутливих півпросторах з 
джерелами тепла. З використанням перетворення Кірхгофа задачу тепло-
провідності зведено до інтегрального подання розв’язку за допомогою функції 
Ґріна для двоскладового простору, яка виражається через узагальнені функ-
ції і лінійні сплайни, такі ж як для однорідного півпростору. Задачу далі зве-
дено до розв’язання нелінійного алгебричного рівняння відносно значень у вуз-
лах сплайна змінної Кірхгофа на поверхні поділу. Досліджено температурне 
поле за дії в кожному з півпросторів джерела тепла імпульсної інтенсивнос-
ті, зосередженого на поверхні, паралельній до межі поділу. 

Ключові слова: двоскладовий простір, нелінійна нестаціонарна задача теплопро-
відності, перетворення Кірхгофа, функція Ґріна, узагальнені функції, лінійні 
сплайни. 

 
Конструктивні елементи у вигляді контактуючих тіл, які перебувають 

в умовах високих температур, широко використовують у теплоенергетиці, 
приладобудуванні, авіаційній та космічній техніці. Температурна залеж-
ність (термочутливість) теплофізичних характеристик (ТФХ) – один із 
ключових чинників, який враховують у розрахунках, необхідних для про-
гнозування теплової поведінки таких елементів під час їхньої експлуатації. 
Це спричиняє, як відомо, нелінійність задач теплопровідності і відповідно 
ускладнює визначення температурних полів. Для розв’язання нелінійних 
задач теплопровідності застосовують, як правило, наближені методи, 
зокрема аналітично-числові [2, 4, 5, 6, 11, 12, 15, 17]. Серед них методи 
малого параметра, послідовних наближень, лінеаризуючих множників, 
інтегральний підхід з апроксимацією поліномами та інші. У [1, 3, 7, 14] 
викладено методи, які ґрунтуються на використанні функцій Ґріна для 
однорідних областей. Для шаруватих тіл з метою спрощення відшукання 
розв’язку відповідних задач використано функцію Ґріна для трискладового 
простору у вигляді функціонального ряду [9, 10], для багатошарових тіл у 
вигляді ряду за відповідними власними функціями [8, 13]. 

Нижче проілюстровано методику визначення нестаціонарного темпера-
турного поля в контактуючих термочутливих півпросторах з джерелами 
тепла, що зводиться до відшукання однієї невідомої функції на поверхні 
поділу у фіксовані моменти часу. При цьому використано функцію Ґріна 
для двоскладового простору, яка виражається через аналогічні, як в 
однорідному півпросторі, функції. 

1. Формулювання задачі та її розв’язання. Розглянемо простір, скла-
дений з двох контактуючих півпросторів 0z  , 0z   із залежними від тем-

ператури коефіцієнтами теплопровідності ( )( ) ( )i
ti i t i it t     та об’ємної 

теплоємності ( )( ) ( )V
i

Vi i i ic t c C t , де величини з індексами 1,2i   належать 

відповідно півпросторам 0z  , 0z  ; сталі ( )i
t , ( )

V
ic  мають розмірність 

відповідних ТФХ. Півпростори мають нульову початкову температуру і 
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перебувають під дією джерел тепла із залежною від координати z  та часу 
  густиною ( , )tiw z  . 

Для визначення нестаціонарного температурного поля використовуємо 
систему рівнянь  

 ( ) ( ) ( , ), 1,2i i
ti i Vi i ti

t t
t c t w z i

z z
           

  ; (1) 

умови контакту  

 (1) (2)1 2
1 1 2 2

0 0

( , ) ( , )
( ) ( )t t

z z

t z t z
t t

z z 

                  

 
  , (2) 

 1 20 0( , ) ( , )z zt z t z     ; (3) 

граничні та початкові умови 

 ( , ) 0,it z z      , (4) 

 0 0( , )it z   . (5) 

Введемо безрозмірні величини  

 
( )( )

( ) ( )( , Fo)
( ,Fo) , , V

V

ii
i ii t

i t
s t V

ct z
t z c

t c 


   




, 

 
2

2

,
Fo , , ( , Fo)

( )t ti
ti

t sV

w zzz w z
tc





  
  







, 

де st  – характерна для задачі температура;  , t
 , Vc

  – параметри, що 

мають розмірності одиниці довжини, коефіцієнта теплопровідності та 
об’ємної теплоємності відповідно. 

Тоді задача (1)–(5) матиме вигляд 

 ( ) ( )( ) ( ) ( , Fo), 1,2
Fo

i ii i
t i i i i tiV

t t
t c C t w z i

z z
          

, (6) 

 
0

2
2

(1) (2)1
1 1

0
2

( , Fo) ( ,Fo)
( ) ( )t t

z z

t z t z
t t

z z
 

 
    

 
, (7) 

 
0 01 2( , Fo) ( ,Fo)

z z
t z t z  , (8) 

 0( , ,Fo)it z z   , (9) 

 
01 0

z
t   , (10) 

де ( ), ( ) ( ), ( )i i i i i i i it C t t C t[ ] [ ] .  
Застосовуючи перетворення Кірхгофа 

 
0

( , Fo) ( ,Fo) , ( ) ( )
x

i i i i iz t z x d       ( ) ,  

задачу (6)–(10) зводимо до такої: 

 
2

( ) ( )
2

( )
)( , Fo

Fo( )
i

V
i

i ii i i
t ti

i

t

t

C
c w z

z

  
  


, (11) 

 (1) (2)1 2

0 0

( , Fo) ( ,Fo)
t t

z zz z
z z

 

 
  

 
, (12) 
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 2 1 20
( , Fo) ( , )(FoFo)

z
Fz z    ( ) , (13) 

 ,( , F 0o)i z z    , (14) 

 Fo 0( , Fo) 0i z   , (15) 

де  

 2 22 2 1(Fo) ( (0, Fo)) ( (0,Fo))F t t    . (16) 

Замінимо систему рівнянь (11) і умови контакту (12), (13) еквівалент-
ним рівнянням з узагальненою по z  похідною і використаємо співвід-
ношення  

 
( )

( )
( )

ti i
i i si

vi i

t
a t a

c t


  , 

де sia  – середньо-інтегральні значення коефіцієнтів температуропровіднос-

ті ( )i ia t  в інтервалі їхньої зміни.  
В результаті отримаємо  

 ( ) ( ) ( , Fo)
Fot N tz c z w z

z z
          

 

 (2)
2 (Fo) ( ) ( , Fo)T

t F z w z    . (17) 

Тут ( )z  – похідна від дельта-функції Дірака, а функції ( , Fo)z , ( )t z , 

( )Nc z , ( , Fo)tw z , ( , Fo)Tw z  при 0z  , 0z   збігаються відповідно з 

( , Fo)i z , ( ) ( )i
t z , ( ) ( )i

Nc z , ( , Fo)tiw z , ( )

) Fo
( )

( , Fo)
(

T i i
i

si

i i

i
v

i

iC t
cw

a
z

a t









  

 


, де 

( ) ( ) /i
V i i
i

N sac ac , ( ) ( )/i i
i t Vca   . 

Задачу (14), (15), (17) розв’язуємо з використанням функцій Ґріна 
( , , Fo)G z   для двоскладового простору [9]  

 1 2 1( , , Fo) ( , , Fo) ( , , Fo) ( , , Fo) ( )G z G z G z G z S z      ( ) ,  

 1 2 1( , , Fo) ( , , Fo) ( , , Fo) ( , , Fo) ( )i i i iG z G z G z G z S       ( ) , 

де 

 
2 2

11 1
1 11

( ) ( )1( , , Fo) exp exp
4 Fo 4 Fo2 Fo

 
N N

z z
G z v

a a
                     

, 

 
2

12
12

11 2

( )1( , , Fo) exp
4 Fo( ) Fo

 
N

a z
G z

a
         

, 

 
2

12
21

11 2

( )1( , , Fo) exp
4 Fo( ) Fo

 
N

a z
G z

a
         

, 

 
2 2

22 1
2 22

( ) ( )1( , , Fo) exp exp
4 Fo 4 Fo2 Fo

 
N N

z z
G z v

a a
                     

, (18) 

( )i
t

i
Nia


  , 1 2

1
1 2

v
  


  

, 1
12

2

N

N

a
a

a
 , 

( )

( )

i
t

Ni i
N

a
c




; ( )S z  – функція Гевісайда. 

Застосувавши функцію Ґріна, отримаємо таке інтегральне подання для 
змінних Кірхгофа 
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 1 2( , Fo) ( ,Fo) ( , Fo) ( ,Fo)w w F
i i i iz z z z         

 1 2( , Fo) ( ,Fo)T T
i iz z    . (19) 

Тут  

 
0 Fo

1 11
0

( , Fo) ( , ) ( , , Fo )t
w
i iz w G z d d



          , 

 
Fo

2 2
0

2
0

( , Fo) ( , ) ( , , Fo )w
i t iz w G z d d



         , 

 
F

0

o
(2) 2

2
0

( , , Fo )
( ,Fo) ( )iF

i t

G z
z F d




  
  


  , 

 
0 Fo

1 11
0

( , Fo) ( , ) ( , , Fo )TT
i iz w G z d d



          , 

 
Fo

2 2
0

2
0

( , Fo) ( , ) ( , , Fo )T T
ii z w G z d d



          . (20) 

Якщо для ТФХ можна прийняти, що 
( )

( )
i i

si

i

ii

C t a

t a



, то  , Fo 0T

iw z  . 

Тоді у поданні (19) невідомою залишається функція 2 (0,Fo) , яку містить 

співмножник 2 (Fo)F  у доданку ( ,Fo)F
i z . Отримаємо рівняння для її 

знаходження. Для цього апроксимуємо функцію 2 (Fo)F  лінійним сплайном 

 
1

(1) (0) (1) (0) (1) (0)
1 1 11

1
2 (Fo) Fo Fo Fo (Fo Fo )

J

p p p p p
p

F s s s s s s S


 


       ( ) , (21) 

де  

 
2 1 2 1(0)

1

(Fo )Fo (Fo )Fo

Fo
p pp

p
pF F

s
 

 ,   

 
2 2 1(1)

1

(Fo ) (Fo )

Fo
p

p
pF F

s


 ,  

 1Fo Fop p , 

J  – кількість вузлів, 1Fo  – крок сітки. 

Обчисливши інтеграл ( ) ( , Fo)F
i z  з використанням виразів для 2iG  з 

(18) і апроксимації (21), отримаємо співвідношення для визначення 
( , Fo)i z :  

 ( ) ( )
1 2( , Fo) ( ,Fo) ( ,Fo)w w

i i iz z z       

   (0)1 2 2 1
2 1

1 2
( 1) Fo erf

2 Fo
i i i

Ni

zF s
a

           
 

 
1 2

(1) (1) (1) (1)
1 1 1

1

( , Fo) ( ) (Fo Fo )
2

J

i p p p
Nip

zs I z s s s S
a






       
   
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1

(1) (1)
1

1

( ) ( , Fo Fo ) (Fo Fo ) , 1,2
J

p p i p p
p

s s I z S i





    
 , (22) 

де  

 
2Fo( , Fo) exp Fo erf

4 Fo 2 Fo
i

Ni Ni Ni

zI z z
a a a

z               
 

 
2

erf
2 2 FoNi Ni

z z
a a

    
. 

Поклавши 0z   у співвідношенні (22), отримаємо нелінійне рівняння 
для знаходження 2 (0,Fo) : 

  ( ) ( ) 1
2 21 22 2

1 2
(0, Fo) (0,Fo) (0, Fo) Fow w F


     

  
. 

Тут згідно з (16) у випадку лінійної залежності ( ) 1i i i it t    функція 

2 (Fo)F  матиме вигляд 

 
2 2 2 2 2 1

2 2
2

1 1 2 (0, Fo) (0,Fo) ( )
(Fo)F

           
 


. 

У випадку експоненціальної залежності ( ) exp ( )i i i itt   

 1 2
2 2 2 2

1

/1(Fo) (0,Fo) (0,Fo)F      


( ) . 

Якщо 1 1 1 1( ) 1t t   , 2 2 2 2( ) exp ( )tt   , то 

 22 2
2 2 2 2

2 2

1
2

ln ( (0,Fo) )
(Fo) (0,Fo) ln ( (0,Fo) )

2
F

  
     

 
( ) , 

де і i st   . 
Маючи змінні Кірхгофа, температури за зазначених вище залежностей 

визначаємо відповідно за формулами  

 
1 1 2 ( ,Fo)

( ,Fo) i i
i

i

z
t z

    



, (23) 

 
ln( ( , Fo) )

( , F
1

o) i i

i
i

z
t z

 





. 

Зауважимо, що вирази для змінної Кірхгофа (22) можна використати 
як нульове наближення для розв’язання ітераційними методами задачі 
теплопровідності з урахуванням температурної залежності коефіцієнтів 
температуропровідності. 

2. Числові результати. Як приклад, розв’язано задачу, коли на 
поверхнях 1z h  , 2z h  діють джерела тепла імпульсного характеру 

 1 01 1 2 02 2( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( )t tw z w z h w z w z h             , 

відповідно, де  

 
1

0
0

( ) ( ) ( )
im

i i pi pi ai
p

w q S b S b




         
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iq  – потужність джерела тепла, ( )pi ai bib p    , im  – кількість імпульсів, 

ai  – тривалість імпульсу, bi  – тривалість паузи.  

За такої теплової дії вирази для ( ) ( , Fo)w
ij z  з формул (20) мають 

вигляд: 
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Перший півпростір виготовлений з кераміки 2ZrO , а другий – зі 

сплаву Ti-6AI-4V  [16], характеристики яких є такими: 

 5 8 2 4
1 2( ) 1 15.39 10 6.53 10 , ( ) 1 29.61 10t t t t t            , 

 (1) 1.78t  Вт/(м ∙ С), (2) 5.74t  Вт/(м ∙ С), 

 (1) 61.64 10Vc   Вт ∙ c/(м3
 ∙ С), (2) 62.33 10Vc   Вт ∙ c/(м3

 ∙ С), 

 
4 7 2 11 3

1 3
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(1 ( )( 27))t

t t tC t
t t

       
  
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 7 9 12 2
1 90.97 10 11.97 10 12.7 10t t t         С-1, 

 
5 7 2 10 3

2 3
2
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(1 ( )( 27))t

t t tC t
t t

       
  

, 

 6 9 12 2
2 8.75 10 4.09 10 2.69 10t t t         С-1, 

 .763  Вт/(м ∙ С), 61.985 10c   Вт ∙ c/(м3
 ∙ С), 

 4
1 2.21 10   С-1, 4

2 29.61 10   С-1, 1 2 0.01h h  м, 

 1 2 3m m  , 6
1 2 1.2 10q q   Вт/м2, 

 3ai  с, 3bi  с, 1
s

q
t







, 1 1sa a , 2 0.513sa  м2/с 

в інтервалі температур 0 1100 С. Оскільки кераміка має квадратичну 
залежність коефіцієнта теплопровідності, з використанням методу наймен-

ших квадратів її апроксимували лінійною функцією 4
1( ) 1 2.216 10t t    . 

Тепер температури в обох півпросторах можна знаходити з (23). 
Результати досліджень подано на рис. 1 – рис. 4, де штрихові лінії по-

будовані за температурозалежних, а суцільні – за сталих характеристик. 
На рис. 1 та рис. 2 наведено графіки залежності температури від часу 

на поверхнях дії джерел тепла. Бачимо, що з кожним наступним імпульсом 
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вплив температурної залежності зростає. У першому джерелі (рис. 1) він 
досягає приблизно 11.8 %, а в другому (рис. 2) – 25.2%. 

   

 Рис. 1 Рис. 2 

Рис. 3 ілюструє залежності температури від часу на межі поділу. 
З аналізу графіків випливає, що при 50  с температура швидко зростає. 
Максимального значення вона досягає при 55  с. Вплив температурної 
залежності вносить зміни в межах 14 %. Після цього спостерігається посту-
пове зниження температури – починається стадія охолодження системи.  

   

 Рис. 3 Рис. 4 

На рис. 4 зображено розподіл за координатою температури в кінці 
третього імпульсу. Досліджували також вплив паузи на температурне поле, 
коли 1.5bi  с. Характер поведінки та вплив температурної залежності 
виявився подібним до зображеного на рис. 4, а максимальна температура – 
вищою на 3.34 %. 

Зауважимо, що при зменшенні кроку сітки сплайна в 2, 4, 8 разів 
температури в одні і ті самі моменти часу на поверхні поділу практично не 
відрізнялися. 

Висновки. З використанням перетворення Кірхгофа, функції Ґріна для 
двоскладового простору і лінійних сплайнів нелінійну нестаціонарну задачу 
для контактуючих термочутливих півпросторів з джерелами тепла зведено 
до розв’язання нелінійного алгебраїчного рівняння відносно значень у 
вузлах сплайна змінної Кірхгофа на поверхнях поділу. Розглянуто лінійні 
та експоненціальні залежності коефіцієнтів теплопровідності півпросторів. 
Числові дослідження виконано за дії імпульсних поверхневих джерел тепла 
та лінійної залежності коефіцієнтів теплопровідності. Проілюстровано зміну 
температури залежно від часу і координати та вплив термочутливості. 
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DETERMINATION OF THE NON-STATIONARY TEMPERATURE FIELD OF CONTACTING 
THERMOSENSITIVE HALF-SPACES USING GREEN’S FUNCTIONS FOR A TWO-COMPONENT 
MEDIUM  
 
An analytical-numerical technique is proposed for determining the nonstationary 
temperature field in contacting thermosensitive half-spaces with heat sources. Using the 
Kirchhoff transform, the heat conduction problem is reduced to an integral representa-
tion of its solution by means of Green’s function for a two-component space, which is 
expressed in terms of generalized functions and linear splines analogous to those for a 
homogeneous half-space. The problem is further reduced to solving a nonlinear 
algebraic equation with respect to the values of the Kirchhoff variable at the spline 
nodes on the interface surface. The temperature field under the action in each of the 
half-spaces of a heat source of pulse intensity concentrated on a surface parallel to the 
interface was investigated. 

Key words: two-component medium, nonlinear non-stationary heat conduction 
problem, Kirchhoff transform, Green's function, generalized functions, linear 
splines. 
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