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ЗАДАЧА ДІРІХЛЕ – НЕЙМАНА ДЛЯ РІВНЯНЬ ІЗ ЧАСТИННИМИ 
ПОХІДНИМИ, НЕ РОЗВ’ЯЗАНИХ ВІДНОСНО СТАРШОЇ ПОХІДНОЇ  
ЗА ЧАСОМ 
 

У багатовимірному безмежному шарі досліджено задачу з умовами Діріхле –
Неймана за часовою змінною та умовами майже періодичності за просто-
ровими координатами для неоднорідних рівнянь із частинними похідними 
високого порядку, не розв’язаних відносно старшої похідної за часом. 
Встановлено умови однозначної розв’язності цієї задачі та побудовано її 
розв’язок. Дослідження питання існування розв’язку задачі пов’язане з 
проблемою малих знаменників, для яких отримано оцінки знизу з 
використанням метричного підходу. 

Ключові слова: диференціальні рівняння із частинними похідними, не розв’язані 
відносно похідної, умови Діріхле – Неймана, майже періодичні функції, одно-
значна розв’язність, малі знаменники, міра Лебеґа. 

 
1. Формулювання задачі. Вступ. Розглянемо таку задачу Діріхле –

 Неймана для рівнянь із частинними похідними високого порядку, не роз-
в’язаних відносно старшої похідної за часовою змінною:  
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– еліптичний оператор, ,r
s sa b   , 1

0 0a  , 1( , , ) p
ps s s    , 

1 ps s s   . Дослідимо питання про однозначну розв’язність задачі (1), 

(2) у класі функцій, майже періодичних за змінними 1, , px x , із заданим 

спектром 

 1 2
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де 2 1 0d d  , 2 1 0    . 
Задачі з крайовими та нелокальними умовами для диференціальних 

рівнянь, не розв’язаних відносно похідної, виникають при математичному 
моделюванні задач гідродинаміки, вологопереносу тощо. Різним аспектам 
досліджень таких задач присвячено низку праць [1, 2, 5, 6, 11–13]. Для 
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випадку звичайних диференціальних рівнянь крайові задачі вивчено, зо-
крема, в [2, 12]. У випадку рівнянь із частинними похідними, не розв’язаних 
відносно старшої похідної за часовою змінною, двоточкові крайові задачі за 
часовою змінною розглянуто у [1, 5, 11], де встановлено умови їхньої ко-
ректності у класах функцій, 2 -періодичних за просторовими координата-
ми. Праці [1, 5, 11] використовують однакову методику досліджень, що по-
лягає у застосуванні методу відокремлення змінних для знаходження 
розв’язків крайових задач. Значний інтерес викликає вивчення майже пері-
одичних розв’язків крайових задач для диференціальних рівнянь. Власти-
вості майже періодичних розв’язків окремих класів диференціальних 
рівнянь описані у працях [3, 4, 6, 9, 13, 15–19]. Однак задачі з умовами 
Діріхле – Неймана за часовою змінною та умовами майже періодичності за 
просторовими координатами для рівнянь із частинними похідними, не роз-
в’язаних відносно старшої похідної за часом, слабо досліджені.  

Метою цієї праці, яка є дотичною до роботи [12], є встановлення умов 
коректної розв’язності у багатовимірному безмежному шарі задачі (1), (2) у 
класі функцій зі степеневою поведінкою спектра за просторовими коорди-
натами. 

2. Основні позначення. Надалі використовуємо такі позначення: p
  – 

множина точок p  з цілими невід’ємними координатами; 1( , , )px x x   

p  , 1( , , ) p
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тригонометричних поліномів скінченного степеня вигляду 
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кожного 0,t T [ ]  функції ( , ) /j jv t x t  , 0,1, ,j r { } , належать до 

простору ,
,
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   і є неперервними за t  у нормі ,
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0,1,j   , – додатні сталі, які не залежать від k  та k . 

3. Єдиність розв’язку. Надалі вважатимемо, що  
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Означення 1. Розв’язком задачі (1), (2) з простору 2 0, ,n
MC T [ ]( ) нази-

ватимемо функцію 
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таку, що кожна з функцій ( )ku t , pk   , належить до простору 2 0,nC T[ ]( ) і 
справджує, відповідно, рівності 

  1
1

1
2(2 )

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), (0, )p

p

n
s rsn r

k k s k k k k
r s

L i u t a i i u f t t T


 

        , (5) 

 (2 2) (2 1)
,(0) , ( ) , 1, ,j j

k jk k n j ku u T j n 
     { } . (6) 

Отже, розв’язок задачі (1), (2) з простору 2 0, ,nC T [ ]( ) шукаємо у 

вигляді ряду (4), де ( )ku t , pk   , є розв’язком задачі (5), (6).  

Крім задачі (5), (6), розглядатимемо відповідну їй однорідну задачу 

  1
1

1
2(2 )

0

( ) ( ) ( ) ( ) 0p

p

n
s rsn r

k k s k k k
r s

L i u t a i i u


 

       , (5) 

 (2 2) (2 1)(0) 0, ( ) 0, 1, ,j j
k ku u T j n    { } . (6) 

Надалі вважатимемо, що L
x
   
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48 

 1 2
1 0

2

( ) ( ) pss
s p

s

b i i c


     


. 
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Для кожного k M   рівнянню (5) відповідає характеристичне рів-
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Рівняння (5) для кожного k M   має фундаментальну систему розв’язків 
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а характеристичний визначник задачі (5), (6) обчислюється за формулою 
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Відомо (див. [7, с. 108]), що задача (5), (6) для кожного k M   не може 

мати двох різних розв’язків тоді й лише тоді, коли ( , ) 0k T   .  

Теорема 1. Для єдиності розв’язку задачі (1), (2) у просторі 
2 0, ,nC T [ ]( ) необхідно та достатньо, щоб виконувались умови 

 , ,  1, , ( ) ( 1/2)k j kM m j n i T m          { }( ) . (12) 
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Д о в е д е н н я  теореми здійснюється за схемою доведення теоре-
ми 1 з [10].   

4. Існування розв’язку задачі. Надалі будемо вважати, що справджу-
ються умови (12). Тоді для кожного k M   задача (5), (6) має єдиний 

розв’язок, який зобразимо у вигляді суми 
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                      

, (14) 
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v t S
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

     


     
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

( ) ( )

( ) ( )
, (15) 

де ( )qS , 1, , 1n { } , – сума всіх можливих добутків елементів 2
1 , ,   

2
1,q  2 2

1, ,q n  , взятих по   штук у кожному добутку; ( )
0 1qS  . Функції 

¥ріна ( , )kG t  , k M  , у квадраті ( ; ) : 0 ,0TK t t T T      { }  (крім 

сторін 0  , T  ) визначені формулами (14). На стороні 0   квадрата 

TK  кожну з них доозначуємо за неперервністю справа, а на стороні T   
– за неперервністю зліва. 

Теорема 2. Нехай справджуються умови (12). Якщо 0, , Mf C T [ ]( )  

( 0, , MC T [ ]( ) ), j M    ( M ), 1, ,2j n { } , то існує єдиний розв’язок зада-

чі (1), (2) з простору 2 0, ,n
MC T [ ]( ) ( 2 0, ,n

MC T [ ]( ) ); цей розв’язок визнача-
ють формули (13)–(15).  

Д о в е д е н н я  теореми ґрунтується на таких самих міркуваннях, 
як при доведенні теореми 2 з [11].   



50 

Модулі виразів ( )q k  , 
( ) ( )q k q kT T

e e
   

 , 2 2( ) ( )s k q k    , , 1, ,q s n { } , 

q s , які входять множниками у знаменники виразів (14) та (15) і є відмін-
ними від нуля, можуть ставати як завгодно малими для нескінченної кіль-

кості векторів k M  . У зв’язку з цим для проміжних (між 2 0, ,n
MC T [ ]( ) і 

2 0, ,n
MC T [ ]( ) ) просторів, зокрема для просторів 2 ,

,0, ,n MC T W 
 [ ]( ) , , ,   

   , існування розв’язку задачі (1), (2) пов’язане з проблемою малих зна-
менників (див., наприклад, [8] і бібліографію там). Означення розв’язку за-

дачі (1), (2) з простору 2 ,
,0, ,n MC T W 

 [ ]( ) , , ,     , є аналогічним до озна-

чення 2 з [11]. 
Позначимо  
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Враховуючи властивості [7, Гл. 1, § 3] функції ¥ріна ( , )kG t  , k M  , 

отримаємо що 
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Таким чином, для довільного 0, ,2r n { }  справджуються оцінки  
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Надалі окремо розглядатимемо такі два випадки: 2    і 2   . 
Спочатку розглянемо випадок, коли 2   . Міркуючи аналогічно, як 

при формулюванні і доведенні леми 2 з [11], отримаємо таке допоміжне 
твердження. 

Лема 1. Якщо 2   , то для всіх (крім скінченної кількості) 
векторів k M   справджуються оцінки  
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5( ) ( )0
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T t T t

T Tt T

e e
c q n

e e

     

    


  


. 

Дослідимо питання про існування розв’язку задачі (1), (2) з простору 
2 ,

,0, ,n MC T W 
 [ ]( ) , , ,     . 

Теорема 3. Нехай виконуються умови (12) та існують такі додатні 
сталі 7c , 8c , 1 , 2 , що для всіх (крім скінченної кількості) векторів 

k M   справджуються оцінки 

 1
7( ) 1 , {1, , }q k kc q n      ( ) , (17) 

 22 2
8

1

( ) ( ) 1 , {1, , }
n

s k q k k
s
s q

c q n




          ( ) ( ) . (18) 

Якщо  

 2, (2 1) 2
, /20, , M nf C T W    

  ( )[ ] , 2, (2 1)
, /2
M n

s W   
   , 

 1 2, (2 1) /2
, /2
M n

n s W     
    , 1, ,s n { } , 2

n
    ,  

то у просторі 2 ,
, /20, ,n MC T W 

 [ ]( )  існує єдиний розв’язок задачі (1), (2); цей 

розв’язок неперервно залежить від функцій ( , )f t x  та ( )s x , 1, ,2s n { } .
  

Д о в е д е н н я .  Оцінимо норму розв’язку ( , )u t x  задачі (1), (2) у 

просторі 2 ,
,0, ,n MC T W 

 ( )[ ] , , ,     . Зауважимо, що  

 ( , ) ( , ) ( , )u t x w t x v t x  .  (19) 

У кожному з трикутників ( , ) : 0t t T    { }  і ( , ) : 0t t T    { }  на 

підставі формули (14), оцінок (18) та леми 1 для функції ¥ріна ( , )kG t  , 

k M  , та її похідних отримаємо такі оцінки: 
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 
, 

 , 0, ,2k M r n   { } . 

З формул (9) та оцінок (11) випливає, що  

 /2
9Re ( ) ( )j k j k kc        ,  

\ {(0)}k M  , 2Re (0)j c  , 1, ,j n { } , де 9 3 4max ,c c c ( ) . Зокрема, 

( )( ) 2( )
9

n rq n r
n r kS c  
   .  

Таким чином, у кожному з трикутників ( , ) : 0t t T    { }  і 

( , ) : 0t t T    { }  отримаємо такі оцінки: 
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 22 /21 exp , 0, ,2k k k M r n         { }( ) ( ), , (20) 

де 9c T  . 
З оцінок (7), (16), (20) та нерівності Коші – Буняковського випливає, що 

для кожного 0, ,2r n { }  
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Із оцінок елементів спектра M  (див. (3)) бачимо, що 1k    

1
1 1/ 1 1/k k k kk d d         ( ) , k M  , тобто для всіх k M   

справджується оцінка 

 1
11 1/ 1k kd     ( ) ( ) .  (22) 

 З оцінок (21) і (22) випливає, що  
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На підставі оцінок (23) отримаємо, що 
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Аналогічно, як при доведенні теореми 3 з [11], на підставі формули (15) 
можна показати, що 
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З формул (19), (24) і (25) із врахуванням нерівності Мінковського 
отримуємо твердження теореми.  

Вияснимо можливість виконання оцінок (17) і (18). Справедливе таке 
допоміжне твердження, яке доводимо аналогічно до леми 3 з [11]. 
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Лема 2. Для майже всіх (стосовно міри Лебеґа) коефіцієнтів рівняння 
(1) оцінки (17) і (18) виконуються для всіх (крім скінченної кількості) 

векторів k M   при 1
1

1
2 2
p n    


, 2
1

( 1) 2
p

n n          
 , де 

1  – стала з формули (3), а ( 2 )/n     . 
З останньої леми та теореми 3 випливає наступна теорема. 
Теорема 4. Нехай справджуються умови (12). Якщо 

2, (2 1) 2
, /2],0,[ M nf C T W    

  ( ) , 2, (2 1)
, /2
M n

s W   
   , 1 2, (2 1) /2

, /2
M n

n s W     
    , 

1, ,s n { } , 1
1

1
2 2
p n    


, 2
1

( 1) 2
p

n n          
 , 2

n
    , 

то для майже всіх (стосовно міри Лебеґа) коефіцієнтів рівняння (1) у 

просторі 2 ,
, /20[ , ],n MC WT 

 ( ) існує єдиний розв’язок задачі (1), (2); цей роз-

в’язок неперервно залежить від функцій ( , )f t x  та ( )s x , 1, ,2s n { } . 

Розглянемо тепер випадок, коли 2   . Аналогічно до леми 1 з [11] 
доводимо таку лему. 

Лема 3. Якщо 2   , то для майже всіх (стосовно міри Лебеґа в  ) 
чисел T  та для майже всіх (стосовно міри Лебеґа) коефіцієнтів рівняння 
(1) оцінки 

 3

( ) ( )
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e e

   


    


   


{ }( ) , 

 3

( )( ) ( )( )

16( ) ( )0
max 1 , 1, ,
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T t T t

kT Tt T

e e
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     
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    


   


{ }( ) , 

виконуються для всіх (крім скінченної кількості) векторів k M   при 

3 13 /(2 ) ( 2 )( 1)/2p n       . 

Теорема 5. Нехай справджуються умови (12). Якщо 2   , 
1 2,

, /2[ ],0, Mf C T W  
  ( ) , ,

, /2
M

s W 
   , 1, /2

, /2
M

n s W  
    , 1, ,s n { } , 

2 3(2 1)n        , 2     , 1 1/(2 ) ( 1)/2p n      , 

2 1( 1) / 2n p n        ( ) , 3 13 /(2 ) ( 1)/2p n      , то для майже 

всіх (стосовно міри Лебеґа в  ) чисел T  та для майже всіх (стосовно 

міри Лебеґа) коефіцієнтів рівняння (1) у просторі 2 ,
, /20[ , ],n MC WT 

 ( ) існує 
єдиний розв’язок задачі (1), (2); цей розв’язок неперервно залежить від 
функцій ( , )f t x  та ( )s x , 1, ,2s n { } . 

Д о в е д е н н я  теореми здійснюється за схемою доведення теоре-
ми 3 з урахуванням леми 3 замість леми 1.  

Зауваження 1. З теорем 4 і 5 можна отримати результати праці [11], а 
також поширити їх на випадок рівняння з ненульовою правою частиною, 

якщо вважати, що спектр   є множиною pk { } . 

Висновки. У багатовимірному безмежному шарі досліджено задачу з 
умовами Діріхле – Неймана за часовою змінною та умовами майже періо-
дичності за просторовими координатами для неоднорідних рівнянь із 
частинними похідними високого порядку, не розв’язаних відносно старшої 
похідної за часом. Побудовано розв’язок розглянутої задачі у вигляді ряду 
за системою ортогональних функцій та встановлено умови її однозначної 
розв’язності у просторі формальних тригонометричних рядів та у шкалі 
просторів експоненційного типу. Наявність ненульової правої частини рів-
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няння зумовила необхідність побудови функцій Ґріна відповідних крайових 
задач та встановлення оцінок інтегралів, у які вони входять. Зауважимо, що 
у випадку неоднорідного рівняння не вдається встановити умови коректної 
розв’язності задачі у шкалі просторів Соболєва. Для оцінок знизу малих 
знаменників, що виникли при побудові розв’язку поставленої задачі, вико-
ристано метричний підхід. Отримані результати можна перенести на 
випадок задач з умовами Діріхле – Неймана за виділеною змінною та 
умовами майже періодичності за просторовими координатами для систем 
рівнянь із частинними похідними, не розв’язаних відносно старшої похідної 
за часом. 
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THE DIRICHLET – NEUMANN PROBLEM FOR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS UNSOLVED 
WITH RESPECT TO THE HIGHEST TIME DERIVATIVE 
 
A problem with Dirichlet – Neumann conditions with respect to time variable and the 
conditions of almost periodicity with respect to spatial coordinates for inhomogeneous 
high-order partial differential equations unsolved with respect to the highest order time 
derivative is investigated in a multidimensional infinite layer. The conditions for the 
unique solvability of this problem are established and its solution is constructed. The 
study of the existence of a solution to the problem is related to the problem of small 
denominators, which were estimated from below using the metric approach. 

Key words: partial differential equations unsolved with respect to the derivative, 
Dirichlet – Neumann сonditions, almost periodic functions, unique solvability, 
small denominator, Lebesgue measure. 
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