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ПРУЖНА РІВНОВАГА ПРОСТОРУ З БАГАТОШАРОВИМ АНІЗОТРОПНИМ 
ТОНКИМ СТРІЧКОВИМ ВКЛЮЧЕННЯМ ЗА ПОЗДОВЖНЬОГО ЗСУВУ 
 

З використанням методу функцій стрибків в рамках теорії тонких вклю-
чень побудовано та апробовано математичну модель тонкого багатошарово-
го стрічкового анізотропного включення в анізотропному просторі за поздов-
жнього зсуву зусиллями на нескінченності. На прикладах антиплоскої дефор-
мації дво- та тришарового включення вивчено вплив компонент тензора 
пружних сталих на узагальнені коефіцієнти інтенсивності напружень 
неоднорідності та поле напружень в її околі. 

Ключові слова: анізотропія, багатошарове стрічкове включення, поздовжній зсув, 
концентрація напружень, коефіцієнти інтенсивності напружень. 

 
Вступ. Науково-технічний прогрес спричинений зростаючими інженер-

ними потребами, але обмежений недосконалістю наявних математичних мо-
делей та застосовуваних методів досліджень. Тому вдосконалення і набли-
ження їх до реальності, а також створення нових та більш універсальних 
математичних моделей і методів завжди є актуальним завданням усієї 
науки в цілому та механіки деформівного твердого тіла зокрема. Запобіган-
ня непередбачуваному руйнуванню тіл та елементів конструкцій, підвищен-
ня їхньої міцності та довговічності поряд зі зниженням питомої економічної 
вартості є одними з основних потреб сучасної економіки. Концентрація на-
пружень, яка може спричинити пришвидшене руйнування тіла, зазвичай 
виникає в характерних місцях – точках зламу межі тіла, на лініях чи по-
верхнях поділу різних матеріалів тощо. На сьогодні доволі повно вивчено 
задачі теорії пружності для однорідних суцільних тіл [3]. Розроблено чис-
ленні математичні моделі та методи дослідження задач для багатошарових 
[7] та багатоклинових [16] структур. 

Високу концентрацію напружень викликають тонкі неоднорідності 
структури, які практично завжди наявні у будь-якому реальному елементі 
конструкції. Врахування їхнього впливу значно ускладнює математичні мо-
делі досліджуваних структур [1, 2, 8, 19] і викликає обчислювальні труд-
нощі при застосуванні аналітичних, аналітико-числових і навіть прямих 
числових методів розрахунку напружено-деформованого стану. Незважаю-
чи на те, що математичний апарат дослідження макрооб’єктів у рамках ме-
ханіки деформівного твердого тіла вже доволі добре розвинуто, його засто-
сування до врахування впливу тонких неоднорідностей потребує належної 
адаптації. Відтак урахування в моделі навіть дуже тонкого включення його 
пружності, анізотропії, нелінійності, ґрадієнтальності властивостей чи 
шаруватості структури тощо зустрічається у набагато меншій кількості 
робіт [1, 7, 10, 12, 17, 20]. Більшість досліджень на сьогодні обмежені вив-
ченням лише граничних випадків тонких деформівних неоднорідностей – 
тріщин чи абсолютно жорстких включень. Огляди літератури на цю тему 
подані зокрема у [5–7, 9, 22]. 

У зв’язку з цим дослідження впливу на матрицю тіла цілком можливої 
чи навіть конструктивно бажаної внутрішньої структури тонких неоднорід-
ностей, створених, скажімо, методами напилення, а також аналіз взаємо-
впливу таких шарів на сьогодні є важливим при створенні нових композит-
них та смарт матеріалів, а також структур із наперед заданими властивос-
тями. У цій роботі математичну модель поздовжнього зсуву тонкого багато-
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шарового включення у кусково-однорідній ізотропній матриці [12] перенесе-
но на випадок загальної анізотропії простору та складових шарів вклю-
чення. Апробацію запропонованого підходу здійснено для окремих при-
кладів пружної рівноваги дво- і тришарового включення у нескінченному 
ізотропному просторі за його поздовжнього зсуву. 

1. Формулювання задачі. Розглянемо антиплоску деформацію анізо-
тропного простору, що містить тонке стрічкове пружне включення L  у 
центрі основної системи координат xOy . Включення L  складається з N  

шарів jL , які є паралельними до площини xOz . Задано компоненти 

тензорів модулів пружності kma , , 4,5k m = , простору та ,inj
kma , , 4,5k m = , 

1, ,j N= … , кожного шару. Локальні системи координат j j js O n  кожного з 

шарів розташовано у точках 0 0 0 0j j j jz x iy iy= + = . Відомі однакові довжини 

2 2ja a=  та різні товщини 2 jh , 1, ,j N= … , шарів. Для спрощення формул 

вважаємо, що навантаження задано однорідними напруженнями s = t0
1yz , 

s = t0
2xz  (рис. 1) на нескінченності, хоча врахування у формулах довільного 

іншого способу чи типу навантаження не є складним. Напружено-деформо-
ваний стан тіла у площинах, перпендикулярних до напряму зсуву (вісь Oz ) 
за антиплоскої деформації, є однаковий. Тому обмежимося аналізом полів у 
площині xOy .  

 

Рис. 1 

2. Побудова розв’язку. Скористаємося методом функцій стрибків, 
описаним зокрема у [7]. Тонку багатошарову неоднорідність L  вилучаємо з 
розгляду, а її вплив на тіло замінюємо невідомими функціями стрибків 
напружень 5f  та похідних від переміщень 6f  на її серединній лінії 

[ , ]L a a Ox¢ º - Î : 

 5 6( ), ( ),yz yz f x w w f x x L
x

- + - +¶ ¢s - s = - = Î
¶

( ) . (1) 

При цьому 0rf = , 5,6r = , якщо x L¢Ï . Позначки «+» і «–» в (1) 

стосуються верхнього та нижнього берегів включення L  відповідно. 
Вважаємо, що кожний із шарів jL  включення L  характеризується 

своїми власними функціями стрибків напружень 5
jf  та похідних від 

переміщень 6
jf , 1, ,j N= … , на його серединній лінії ,j j j j

jL a a O s¢ º - Î[ ] : 

 5 6( ), ( )j j j j j j j j
nz nz j

f s w w f s
s

- + - +¶s - s = - =
¶

( ) ,  (2) 
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 , 1, ,j
js L j N¢Î = … . 

Тут 0j
rf = , 5,6r = , якщо j

js L¢Ï ; ( , )j j j j
nz nz s n h±s = s ± , jw ± =  

( , )j j j jw s n h= ±  – напруження і переміщення на верхньому і нижньому бе-

резі шару jL . Системи координат j j js O n  та xOy  пов’язані очевидною за-

лежністю 0( )j j
jx iy s i n y+ = + + . 

Таким чином, шарувате включення L  фактично моделюється 
системою з N  механічно ідеально з’єднаних включень jL . Отже, 

 1 ( 1), ,N j j
yz nz yz nz nz nz
- - + + - - +s = s s = s s = s , 

 
1 ( 1)

1
, , , 2

N j j

N j j
w w w w w w j N
x xs s s s

- - + + - - +¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶= = = =
¶ ¶¶ ¶ ¶ ¶

… . (3) 

З (1)–(3) випливає, що 

 5 5 6 6
1 1

( ) ( ), ( ) ( ),
N N

j j j j j

j j

f x f s f x f s s x
= =

= = ºå å . (4) 

Залежність збуреного впливом включень напруженого стану yzs
)

, xzs
)

 

анізотропного простору з тонкою неоднорідністю L  у її локальній системі 
координат від невідомих функцій стрибків rf , = 5,6r , побудовано у [7, 19]. 
Подамо загальний напружений стан навантаженого анізотропного простору 
з тонким включенням у такому вигляді [1, 19]: 

 0 0
yz xz yz xz yz xzi i is + s = s + s + s + s

) )( ) ,  

 5 5 6 6
55

1 ( ) ( ) ( ) ( )
4 4yz xz p m p m

ii g t z g t z g t z g t z
a

s + s = - + +
a

) ) ( ) ( ) , 

 
( )1( ) , 5,6r

r
L

f t
t z dt r

t z
¢

= =
p -ò , 

 2(1 ), (1 ), 1p mg i g i i= b + + a = b + - a = - , 

 
2

44 55 45 45

55 55

( )
, , ( )

a a a a
z x i y

a a
-

a = b = = + b + a . (5) 

Тут так званий однорідний напружений стан 0
yzs , 0

xzs  характеризує 

напружений стан простору без неоднорідностей, але із заданим зовнішнім 
навантаженням. 

Для подальшого розв’язування задачі із застосуванням методу функцій 
стрибків потрібно використати математичну модель кожного шару вклю-
чення, а також врахувати взаємодію неоднорідності L  з матрицею тіла. 
Оскільки кожен шар jL  включення L  вважаємо пружним однорідним 

включенням, то використаємо для його опису найпростішу математичну мо-
дель плівкового включення [1, 7], яка зв’язує напруження і похідні від пе-

реміщень на верхньому і нижньому берегах неоднорідності jL  залежностя-

ми 

 
,in

45
,in

44

j

j

sj
j j j j
nz nz nz nzj j

a

a
dt

h a
+ - - +

-

s + s + s - s +ò ( )  
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,in

44

1
j

j

s j j

j j
a

w w dt
t th a

- +

-

¶ ¶æ ö+ - =ç ÷¶ ¶è øò  

 
,in ,

,in,mid45
,in ,in

44 44

2 ( )
j j

j j
szj j j

a wa
a h a

*
= - s - + , 

 
2,in

,in
44

1
j

j

sj j
j j j

nz nzj j j j
a

w w r dt
s s h a

+ -
- +

-

¶ ¶+ - s - s +
¶ ¶ ò ( )  

 ,in
45,in

44

1
j

j

s j j
j

j j
a

w wa dt
t th a

- +

-

¶ ¶æ ö+ - =ç ÷¶ ¶è øò  

 
2 ,in,in ,

,in,mid 45
,in ,in

44 44

2 ( )
jj j

j j
szj j j

ar wa
a a h

*
= s - + , 

 ,in ,in ,in ,in 2
44 55 45( )j j j jr a a a= - , (6) 

 ,in,mid 0 44
,in

44 44

( ) ( ,0)
max ( , )

j j j
sz xz j

a
a a

a a
s - » s - ,  

 
,in

, 0 0 44 44
44 45

44

min ( , )
2 ( ) ( )

j
j j j j

yz xz

a a
w h a a a a

a
* » s - + s -( ) . (7) 

Апріорно задані в (7) сталі ,in,mid ( )sz as -l l  та , ( )w a* -l l  відповідають на-

пруженням на торці включення, а також величині зміщення верхнього 
берега торця неоднорідності стосовно нижнього [1]. 

Граничні значення напружень yz
±s  та похідних від переміщень /w x±¶ ¶  

на берегах неоднорідності L  з використанням (5) та формули Сохоцького –
Племеля [7] набудуть такого вигляду [1]: 

 06
5

55

( )1 1( )
2 2yz yz

L

f t dt
f x

a t x
±

¢

s = - + s
pa -ò∓ , 

 
0

55 5
6

( )1 ( )
2 2

L

a f t dtw wf x
x t x x

±

¢

a¶ ¶= + +
¶ p - ¶ò∓ , 

 
0

0 0
45 55yz xz

w a a
x

¶ = s + s
¶

. (8) 

Враховуючи (2)–(4), запишемо граничні значення напружень j
nz

±s  та похід-

них від переміщень /j jw s±¶ ¶  для кожного шару jL  включення: 

 5 5 5
1 1

( ) ( ) ( )
j N

j j j j k k k k
nz nz yz yz

k k j

f s f s f s+ - - +

= = +

s º s - = s - = s +å å , 

 6 6 6
1 1

( ) ( ) ( )
j Nj j

j j k k k k
j j

k k j

w w w wf s f s f s
x xs s

+ - - +

= = +

¶ ¶ ¶ ¶º - = - = +
¶ ¶¶ ¶

å å , 

або з урахуванням (8): 
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 5 5
1

1( ) ( )
2

N
j j j j k k
nz nz

k j

f s f s+ -

= +

s º s - = -å  

 06
5

551 1

( )1 1( )
2 2

kj N
k k

yz
k kL

f t dt
f s

a t x= =¢

- - + s
pa -å åò , 

 6 6
1

1( ) ( )
2

Nj j
j j k k

j j
k j

w w f s f s
s s

+ -

= +

¶ ¶º - = -
¶ ¶

å  

 
0

55 5
6

1 1

( )1 ( )
2 2

kj N
k k

k kL

a f t dt wf s
t x x= =¢

a ¶- + +
p - ¶å åò . (9) 

Підстановка (9) у (6) та (7) з урахуванням того, що js xº , дає систему 
2N  сингулярних інтегральних рівнянь (ССІР) стосовно невідомих функцій 

стрибків j
rf , 5,6r = , 1, ,j N= … : 

 6 6
6,in

55 55 1,44

( ) ( )1 1 1( )

j

j
j k

sj kN
j

j
kjL La
k j

f t dt f t dt
f t dt

a t x a t xh a =¢ ¢- ¹

- + - +
pa - pa -åò ò ò  

 
,in 1

45
5 5 5,in

1 144

( )

j

j

sj jN
j k k

j j
k j ka

a
f t dt f f

h a

-

= + =-

+ + - =å åò  

 
,in ,

,in,mid 045
,in ,in

44 44

2 ( ) 2
j j

j j
sz yzj j j

a wa
a h a

*
= - s - + - s , 

 
2,in55 5 55 5

5,in
1,44

( ) ( )1 ( )

j

j
j k

sj kN
j j

j j
kL La
k j

a f t dt a f t dt
r f t dt

t x t xh a =¢ ¢- ¹

a a
- + +

p - p -åò ò ò  

 
1

,in
45 6 6 6,in

1 144

1 ( )

j

j

s jN
j j k k

j j
k j ka

a f t dt f f
h a

-

= + =-

+ + - =å åò  

 
2 ,in,in , 0

,in,mid 45
,in ,in

44 44

2 ( ) 2
jj j

j j
szj j j

ar w wa
xa a h

* ¶= s - + -
¶

, (10) 

 1, ,j N= … . 

Для її розв’язання необхідно додатково забезпечити виконання умов рівно-
ваги і однозначності переміщень при обході навколо кожного з шарів 

 5 6( ) 0, ( ) 0, 1, ,

j j

j j

a a
j j

a a

f t dt f t dt j N
- -

= = =ò ò … . (11) 

Система сингулярних інтегральних рівнянь (10), (11) зводиться до ССІР 
другого роду [13, 15, 21], які виникають також у задачах про відшаровані 
включення, задачах із тертям, дією штампів та ін. Процедура їхнього роз-
в’язування є загалом відомою [4, 13, 14]. Вона полягає у визначенні порядку 
особливості у вершині кожного шару, розвиненні невідомих функцій стриб-
ків за поліномами Якобі з виділеною особливістю та застосуванні методів 
ортогональних поліномів, колокацій чи механічних квадратур. Для одно-
рідних включень в однорідному суцільному середовищі (а також тріщин і 
абсолютно жорстких включень) особливість біля вершини неоднорідності є 
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кореневою. Для багатошарових неоднорідностей порядок сингулярності у 
вершині кожного шару залежатиме від характеристик прилеглих до неї 
матеріалів. 

Складність обчислювальної процедури отримання навіть наближеного 
розв’язку такої задачі дає підстави для припущення, що особливість у 
вершині кожного шару включення є кореневою або близькою до кореневої. 
Нижче для окремих прикладів з використанням числового експерименту 
визначимо межі застосовності такої гіпотези. 

Ефективним параметром оцінки міри концентрації напружень біля 
фронтальної лінії (точок) тонкого однорідного включення та стійкості мате-
ріалу матриці тіла до руйнування є узагальнені коефіцієнти інтенсивності 
напружень (УКІН) [7]. Припущення щодо кореневого характеру особливості 
для багатошарових тонких включень дає змогу визначити усереднений (ін-
тегральний) характер цих коефіцієнтів. Оскільки розглянута модель шару-
ватого включення фактично характеризується двома функціями стрибків 

5f , 6f , то УКІН у вершинах A  чи B  обчислюємо за формулами для пруж-
ного включення в анізотропному матеріалі [7]: 

 , ,
3,2 3,1 5 6

55 2
A B A B iK iK p p

a
± ± pæ ö- = +ç ÷aè ø

∓ , 

 
1

lim ( ) lim ( ) , 5,6
N

j
r r r

t a t a
j

p a t f a a t f a r±

®± ®± =

æ ö æ ö= ± = ± =ç ÷ ç ÷
è ø è øå∓ ∓ . 

Тут верхній знак відповідає вершині B , а нижній – вершині A . Зазначимо, 
що однакові підходи до визначення УКІН для шаруватого включення і 
тонкого однорідного стрічкового включення дають змогу використовувати ті 
самі критерії руйнування і відомі експериментальні результати для набли-
женої якісної та кількісної оцінки стійкості матеріалу з шаруватим вклю-
ченням до руйнування. 

3. Наближене розв’язування ССІР. Функції стрибків j
rf  подаємо у 

вигляді скінченних сум рядів з кореневою особливістю  

 
2

0

( / )
( ) , 5, 6, 1, ,

1 ( / )

jM rj j
j m m
r j

m

A T t a
f t r j N

t a=

» = =
-

å … . (12) 

Тут rj
mA  – невідомі коефіцієнти, mT  – поліноми Чебишова першого роду, 

jM  – задана кількість членів розвинення в ряди функцій стрибків. Після 

підстановки (12) у (10) і (11) задовольняємо отриману систему на скінчен-

ному наборі точок колокації ( , )j j
kx a aÎ - , 1, , jk M= … . В ролі набору точок 

колокацій використовуємо нулі полінома Чебишова cos /( 1)k jx a k M= p +( ) , 

1, , jk M= … . З використанням наближених формул [7] 
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ССІР (10), (11) зводиться до системи лінійних алгебричних рівнянь порядку 

1

2 ( 1)
N

j
j

M
=

+å  стосовно коефіцієнтів rj
mA , яку розв’язуємо методом Ґаусса. 

Згідно з (12) знаходимо функції стрибків, які разом з (4), (5) дають нам 
напружений стан простору з шаруватим включенням. 

Вважаємо, що припущення про кореневу особливість у вершині шару-
ватого включення є коректним, коли результати обчислення УКІН збіга-
ються з прийнятною, порівняно з однорідним включенням, швидкістю, від-
різняючись не більше ніж на 1% для значень jM M=  і 2jM M= . У наве-

дених нижче прикладах коректні (збіжні) значення УКІН було отримано 
вже для 80M = . Вибір саме УКІН для оцінювання коректності моделі обу-
мовлений тим, що вони характеризують пов’язану з особливістю асимпто-
тику напружено-деформованого стану на фронті неоднорідності. Тому їхнє 
обчислення є найчутливішим до величини похибки у виборі показника особ-
ливості розв’язку сингулярних інтегральних рівнянь. А за міру коректності 
застосування моделі до вибраної конфігурації структури обрано швидкість 
збіжності застосованої обчислювальної схеми, яка для гомогенного вклю-
чення (усі шари з того самого матеріалу), коли особливість є кореневою, 
повинна бути найвищою. З віддаленням від фронту включення напружено-
деформований стан буде щораз краще узгоджуватися із реальним у кож-
ному випадку використання математичної моделі. 

4. Числові результати і обговорення. На прикладах поздовжнього зсу-
ву анізотропного простору з тонкою дво- та тришаровою стрічковою неод-
норідністю дослідимо коректність і межі застосовності запропонованих у 
математичній моделі припущень та наближень. 

Приклад 1. Дослідимо двошарове включення в ізотропному просторі з 

модулем зсуву G . Напруження зсуву 0
1yzs = t , 0 0xzs =  задане на нескін-

ченності (рис. 2). Зазначимо, що для ізотропного матеріалу за антиплоскої 
деформації виконуються такі співвідношення між компонентами тензора 

пружних сталих і модулем зсуву: 44 551/ 1/a a G= = , 45 0a = . Вважаємо, що 

шари включення також є ізотропними, 1,in 1,in
44 55 11/ 1/a a G= = , 1,in

45 0a = ; 
2,in 2,in
44 55 21/ 1/a a G= = , 2,in

45 0a = . Тут 1G , 2G  – модулі зсуву шарів 1L , 2L  

відповідно. Півтовщини шарів є однаковими: 1 2 0.005h h a= = . На рис. 2 

подано графіки залежностей нормованих значень УКІН 3 3, 1/( )B
j jK K a= t p , 

1,2j = , від 1log ( / )k G G=  для чотирьох значень відносного модуля зсуву 
6

2/ 10 , 0.01, 0.02, 0.04G G -=  у випадку податнішого щодо матриці шару 2L . 

Зазначимо, що з огляду на симетрію навантаження щодо площини xOz  

маємо 3,1 3,1
A BK K= , 3,2 3,2

A BK K= - . 

На рис. 2 відображено коректні значення нормованих УКІН лише для 
істотно податніших за тіло шарів включення, 1k < - , оскільки для кон-
трастних випадків, таких як шари з одночасно жорсткішого та податнішого 
від матриці матеріалів, не вдається отримати збіжних значень УКІН. Проб-
леми зі збіжністю виникають навіть у випадку, коли матеріал одного з 
шарів збігається з матеріалом простору. Тому для таких задач все таки 
необхідно враховувати правильний (інший від запропонованого кореневого) 
показник сингулярності у вершині кожного шару включення. 

На збіжність також доволі сильно впливає товщина шарів неоднорід-
ності. Зокрема, для однорідних ізотропних і анізотропних включень вдава-
лося [7] отримати УКІН з похибкою меншою від 1% для півтовщини 0.1a , 
де a  – півдовжина однорідного включення. У цьому прикладі товщини 
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вибрані практично на два порядки меншими. Це пов’язане з необхідністю у 
разі шаруватості включення залишатися в межах припущень теорії тонких 
включень, рахуватися зі збільшенням порядку ССІР, зростанням накопи-
чених похибок обчислень та впливом наближеності використаного порядку 
особливості розв’язку. З аналізу ССІР (10) видно, що її розв’язок залежить 
від таких співвідношень між товщиною і компонентами тензора пружних 

сталих j -го шару: ,in
441/( )j jh a , 

2,in ,in
44/( )j j jr h a , ,in ,in

45 44/( )j j ja h a . Тому для отри-
мання швидкозбіжних результатів у разі збільшення товщини шарів вклю-
чення найкраще мати справу із більш податними матеріалами шарів. 

 

 

 
 а) б)  

Рис. 2 
Коли матеріали шарів є однаковими, обчислені значення нормованих 

УКІН збігаються до відповідних значень нормованих УКІН для однорідного 
включення.  

На рис. 2 спостерігаємо, як зі зростанням параметра k  (шар 1L  стає 

жорсткішим) графік нормованого УКІН 31K  для значень 2/ 0.04, 0.02G G = , 

0.01  монотонно спадає. Для значення 6
2/ 10G G -=  (шар 2L  є дуже подат-

ним, фактично тріщина) за обраного способу навантаження 31 1K ;  і 

практично не залежить від розглянутих значень k . У цьому прикладі УКІН 
,

3,1
A BK  є основною характеристикою тріщиностійкості, оскільки саме вони 

набувають екстремальних значень, а УКІН ,
3,2
A BK  є близькими до нуля. 

Проте можна зауважити, що нормований УКІН 32K  зі зростанням k  все 

таки монотонно зростає для всіх розглянутих значень 2/G G . Для 3k < - , 
6

2/ 10G G -=  значення нормованих УКІН 31 1K ; , 32 0K ; , що збігається з 
очікуваними значеннями КІН для тріщини у нескінченному просторі. 

Досліджено також випадок жорсткіших за матеріал простору шарів 

включення ( 6
2/ 25, 50, 100, 10G G = , 1k > ) за такого самого навантаження. 

Значення нормованих УКІН у такому випадку є близькими до нуля, 

31 0K ; , 32 0K ; , тому на графіках їх не наведено. Відносно жорстке, ша-
рувате чи не дуже тонке включення за такого способу навантаження 
практично не чинить опору деформуванню простору і тому реальний поря-
док особливості у вершині неоднорідності теж не відіграє жодної ролі. 

Приклад 2. Дослідимо попередній приклад для іншого способу наван-

таження: 0 0yzs = , 0
2xzs = t . На рис. 3 подано графіки залежностей нормова-

них УКІН 3 3, 2/( )A
j jK K a= t p , 1,2j = , від 1log ( / )k G G=  для чотирьох зна-

чень відносного модуля зсуву 6
2/ 25, 50, 100, 10G G =  жорсткішого щодо 
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матриці простору шару 2L . У цьому разі з огляду на симетрію наванта-

ження щодо площини yOz  маємо 3,1 3,1
A BK K= - , 3,2 3,2

A BK K= . 

Подібно як у першому прикладі, для висококонтрастних випадків, 
таких як поєднання шарів з відносно жорсткішого та податнішого мате-
ріалів, не вдається отримати збіжних УКІН. Тому значення УКІН на рис. 3 
наведено лише для жорсткіших від тіла шарів включення ( 1k > ). На про-
тивагу першому прикладу у цій задачі домінують коефіцієнти інтенсивності 

напружень ,
3,2
A BK , а ,

3,1
A BK  є близькими до нуля. 

На основі рис. 3 робимо висновок, що зі збільшенням k  нормований 
УКІН 32K  монотонно зростає, оскільки жорсткіше включення сильніше 

опирається деформуванню. При цьому значення нормованого УКІН 31K  

монотонно зменшуються. Для 3k >  (відносно жорсткий шар 1L ) нормовані 

УКІН 32K  для значень 2/ 25, 50, 100G G =  практично збігаються та з 

подальшим збільшенням параметра k  прямують до одиниці. Для дуже 

жорсткого шару 2L  ( 6
2/ 10G G = ) за такого способу навантажування 

значення 32K  практично не залежать від зміни параметра k  і збігаються із 
нормованим значенням УКІН для абсолютно жорсткого включення у 
безмежному просторі (одиницею). 

 

 

 

 а) б)  
Рис. 3 

Дослідження податніших за матеріал простору шарів включення 

( 2 6
2/ 0.04, 0.02, 10 , 10G G - -= , 1k < - ) за такого самого навантаження дало 

практично нульові значення нормованих УКІН: 31 0K ; , 32 0K ; . Зазна-
чимо, що графіки на рис. 2 і рис. 3 є в якісному сенсі симетричними 
стосовно осі ординат. Це у випадку шаруватої неоднорідності теж цілком 
відповідає назві абсолютно жорсткого включення спершу негативною 
тріщиною, а пізніше – антитріщиною [11, 18]. 

Приклад 3. Розглянемо видозмінену задачу прикладу 1, коли шар 1L  

є анізотропним. Дослідимо випадок, коли 1,in
45 0a = , а 1,in

44a  і 1,in
55a  – змінюва-

ні. На рис. 4 наведено графіки залежностей нормованих УКІН 

3 3, 1/( )B
j jK K a= t p , 1,2j = , від параметра 1,in

44log (1/( ))k Ga=  для чотирьох 

значень відносного модуля зсуву 6
2/ 10 , 0.01, 0.02, 0.04G G -=  податнішого 

щодо матриці простору шару 2L . Обчислення здійснено для значень 
1,in 6
55 25, 50, 100, 10Ga =  (відносно податний в напрямку осі абсцис матеріал 

шару 1L ). Тут, як і для першого прикладу, 3,1 3,1
A BK K= , 3,2 3,2

A BK K= - . 
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 а) б)  
Рис. 4 

Виявлено, що нормований УКІН 31K  практично не залежить від роз-

глянутих значень 1,in
55a . Тому якісні висновки прикладу 1 щодо характеру 

впливу параметра k  і тут залишаються слушними. На відміну від прикла-
ду 1, нормований УКІН 31K  виявився швидкозбіжним для всіх розглянутих 

значень [ 5,5]k Î - . Тобто, завдяки ортотропії вдалося дещо розширити 
межі допустимих застосувань запропонованого підходу на випадок 
контрасту властивостей шарів включення. На рис. 4 спостерігаємо, як зі 

зростанням k  нормований УКІН 31K  для 2/ 0.01, 0.02, 0.04G G =  монотонно 

спадає і вже для 0k >  набуває практично сталих значень. Для значення 
6

2/ 10G G -=  (дуже податний шар 2L , фактично тріщина) нормований УКІН 

31 1K ;  і практично не залежить від зміни k . 

  
 а) б)  

Рис. 5 
Зазначимо, що для матеріалу шару 1L , жорсткішого за простір в на-

прямку осі абсцис ( 1,in 6
55 10 , 0.01, 0.02, 0.04Ga -= ), все таки виникли проблеми 

зі збіжністю УКІН. Отже, для таких випадків необхідно враховувати неко-
реневі порядки особливості у вершинах шарів неоднорідності. 

На рис. 5 зображено лінії рівня нормованих напружень 1/yzs t , 1/xzs t  

для конкретного випадку, коли шар 1L  є анізотропним ( 1,in
45 10Ga = , 

1,in
44 60Ga = , 1,in

55 50Ga = ), а шар 2L  – ізотропним ( 2,in
45 0Ga = , 1,in

44 100Ga = , 
1,in
55 100Ga = ). 
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Оскільки розглянута у цьому прикладі двошарова неоднорідність є 
дуже тонкою і матеріали обох шарів є більш податними, ніж матеріал прос-
тору, то на рис. 5 лінії сталих напружень є практично симетричними сто-
совно осей координат. Незначні зміни матеріалів шарів приводять лише до 
кількісної зміни ліній сталих напружень. Якісні зміни, зокрема істотне 
згущення ліній рівня біля однієї з поверхонь шаруватого включення, будуть 
спостерігатися для випадку дослідження двошарового включення з кон-
трастними матеріалами шарів (податний шар – жорсткий шар). 

Приклад 4. Дослідимо тришарове включення в ізотропному просторі з 
модулем зсуву G . На нескінченності задано однорідне поле напружень 

0
1yzs = t , 0 0xzs =  (рис. 6). Вважаємо, що шари включення також є ізотроп-

ними, 1,in 1,in
44 55 11/ 1/a a G= = , 1,in

45 0a = ; 2,in 2,in
44 55 21/ 1/a a G= = , 2,in

45 0a = ; 
3,in 3,in
44 55 31/ 1/a a G= = , 3,in

45 0a = . Тут 1G , 2G , 3G  – модулі зсуву шарів 1L , 

2L , 3L  відповідно. Вважаємо, що матеріали крайніх шарів однакові, 

1 3G G= . Півтовщини шарів є такими: 1 2 3 0.005h h h a= = = . На рис. 6 пода-

но графік залежності нормованого УКІН 31 3,1 1/( )BK K a= t p  від 

1log ( / )k G G=  для восьми значень відносного модуля зсуву 6
2/ 10G G -= , 

60.01, 0.02, 0.04, 25, 50, 100, 10  шару 2L . Зазначимо, що для цієї задачі 

3,1 3,1
A BK K= , 3,2 3,2 0A BK K= = . 

На противагу прикладам для двошарового включення, тут швидкозбіж-
ні результати отримано як для слабо контрастних шарів (податних або 
жорстких), так і для сильно контрастних – для випадків жорсткого шару 
між двома податними та двох жорстких шарів, роз’єднаних дуже податним 
матеріалом (тріщиною). 

 

 

 а) б)  
Рис. 6 

Коли матеріал проміжного шару 2L  є жорсткішим за матеріал прос-

тору ( 6
2/ 25, 50, 100, 10G G = ), результати обчислення УКІН у межах похиб-

ки обчислень збіглися між собою для всіх розглянутих значень 2G . Тобто, 
зміна модуля пружності жорсткішого за матеріал простору середнього ша-
ру доволі тонкого включення за заданого навантаження практично не впли-
ває на зміну напруженого стану тіла в околі вершини неоднорідності. 
Зі зростанням k  (зростання модулів пружності шарів 1L  та 3L ) значення 

УКІН поступово спадають і для 0k ³  31 0K ; , оскільки, як і в прикладі 1, 
жорсткіше за матеріал простору шарувате включення за такого наванта-
ження практично не впливає на деформування простору і уточнення по-
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рядків особливостей у вершинах шарів неоднорідності не відіграє жодної 
ролі. 

Коли матеріал шару 2L  є суттєво податнішим за матеріал простору, 
6

2/ 10 , 0.01, 0.02, 0.04G G -= , проблеми зі збіжністю виникли для [ 1,1.7]k » - . 

Для дуже податного матеріалу шару 2L  ( 6
2/ 10G G -= ) нормований УКІН є 

сталим, 31 1K ;  при 1k < -  і швидко спадає до нуля для 1.7k > . Для 

значень 2/ 0.01, 0.02, 0.04G G =  зі зростанням k  значення цього нормованого 
УКІН зменшуються. 

При 4k < -  (дуже податний матеріал зовнішніх шарів 1L  та 3L  вклю-

чення) нормований УКІН 31 1K ;  і не залежить від розглянутих значень 

2G . Для 4k >  (дуже жорсткі матеріали шарів 1L  та 3L ) нормований УКІН 

включення є нульовим ( 31 0K ; ) і за такого навантаження не залежить від 

модуля пружності шару 2L . 
Приклад 5. Дослідимо попередній приклад поздовжнього зсуву триша-

рового включення в ізотропному просторі для випадку, коли шар 2L  є ізо-

тропним ( 2,in 2,in
44 55 21/ 1/a a G= = , 2,in

45 0a = ), а шари 1L , 3L  – ортотропні з од-

наковими пружними сталими: 1,in 3,in
44 44a a= , 1,in 3,in

45 45 0a a= = , 1,in 3,in
55 55a a= . На 

рис. 7, рис. 8 подано графіки залежностей нормованого УКІН 

31 3,1 1/( )BK K a= t p  від параметра 1,in
44log (1/( ))k Ga=  (матеріали шарів 1L  та 

3L  зі зміною k  змінюються одночасно) для восьми значень відносного 

модуля зсуву 6 6
2/ 10 , 0.01, 0.02, 0.04, 25, 50, 100, 10G G -=  шару 2L  при 

заданих значеннях 1,in
55a , 3,in

55a . Так само, як і для попереднього прикладу, 

3,1 3,1
A BK K= , 3,2 0ABK = . 

  

 Рис. 7 Рис. 8 

На рис. 7 обчислення нормованого УКІН здійснено для відносно подат-
них в напрямку осі абсцис матеріалів шарів 1L , 3L , коли пружні сталі на-

бувають значень 1,in 3,in 6
55 55 25, 50, 100, 10Ga Ga= = . Виявлено, що нормований 

УКІН 31K  не залежить від розглянутих податних значень 1,in
55a  і він є 

збіжним для всіх розглянутих значень [ 5,5]k Î - . 

З рис. 7 спостерігаємо, як зі зростанням k  нормований УКІН 3,1K  для 

значень 2/ 0.01, 0.02, 0.04G G =  відносного модуля зсуву податного матеріалу 

середнього шару 2L  монотонно спадає і вже для 0k >  набуває практично 
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сталих значень. Для значення 6
2/ 10G G -=  (дуже податний шар 2L , фак-

тично тріщина) нормований УКІН 31 1K ;  і практично не залежить від 

зміни k . Для жорсткішого за матеріал простору шару 2L  для значень 
6

2/ 25, 50, 100, 10G G =  виявлено, що значення нормованого УКІН, у межах 
похибки обчислень, практично збігаються. 

На рис. 8 обчислення нормованого УКІН здійснено для дуже жорстких 
в напрямку осі абсцис матеріалів шарів 1L , 3L , коли пружні сталі набу-

вають значень 1,in 3,in 6
55 55 10Ga Ga -= = . Для жорсткішого за матеріал простору 

шару 2L  для значень 6
2/ 25, 50, 100, 10G G =  УКІН є нульовими для всіх 

розглянутих k . Для податнішого за матеріал простору шару 2L  для зна-

чень 6
2/ 10 , 0.01, 0.02, 0.04G G -=  зі зростанням k  УКІН 31K  монотонно 

спадає і вже для 0k >  також набуває нульових значень. Для 4k < -  УКІН 

31K  набувають сталих значень, причому при 6
2/ 10G G -=  (дуже податний 

матеріал шару 2L , фактично тріщина) нормований УКІН 31 1K ; . 

Для відносно жорстких в напрямку осі абсцис матеріалів шарів 1L , 3L  

зі значеннями пружних сталих 1,in 3,in
55 55 0.01, 0.02, 0.04Ga Ga= =  не вдалося 

отримати збіжних результатів обчислення УКІН при [ 5,0]k Î -  (відносно 

податний в напрямку осі ординат матеріал шарів 1L , 3L ). Тому для таких 
матеріалів необхідно враховувати правильний порядок особливості у вер-
шині неоднорідності. При [0,5]k Î  отримано нульові УКІН, оскільки 
жорсткіше за матеріал простору тонке включення за такого способу 
навантаження практично не впливає на деформування матриці і реальний 
порядок особливості напружень у вершині неоднорідності не відіграє 
жодної ролі. 

Висновки. Методику дослідження антиплоскої деформації багатошаро-
вих тонких неоднорідностей перенесено на випадок загальної анізотропії 
складових шарів включення. Побудовано систему сингулярних інтегральних 
рівнянь задачі поздовжнього зсуву багатошарового анізотропного включен-
ня в анізотропному просторі. Запропоновано застосовувати наближений під-
хід розв’язування результуючої системи сингулярних інтегральних рівнянь 
зі спрощувальним припущенням про кореневу особливість у вершинах не-
однорідності в цілому та у вершинах її складових шарів. За критерій 
коректності застосування обраної математичної моделі взято швидкість 
збіжності обчислення узагальнених коефіцієнтів інтенсивності напружень. 
На окремих прикладах дво- та тришарової структур встановлено межі за-
стосовності такого підходу. Числові експерименти для задач поздовжнього 
зсуву дво- та тришарового включення виявили позитивний вплив враху-
вання анізотропії (ортотропії) на можливість розширення сфери застосу-
вання такого спрощеного підходу порівняно з ізотропним випадком. Вияв-
лення коректного ефективного порядку сингулярності у вершині шарува-
того включення та врахування некореневих порядків у окремих шарах 
включення потребують додаткових досліджень. 
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ELASTIC EQUILIBRIUM OF A SPACE WITH MULTILAYER ANISOTROPIC THIN BAND INCLUSION 
UNDER LONGITUDINAL SHEAR 
 
Using the method of jump functions within the framework of the theory of thin 
inclusions, a mathematical model of a multilayer anisotropic thin band inclusion in 
anisotropic space under longitudinal shear by forces at infinity was constructed and 
tested. Using examples of antiplane deformation of two- and three-layer inclusions, the 
effect of the components of the tensor of elastic constants on the generalized stress 
intensity factors of inhomogeneity and the stress field in its vicinity was studied. 

Key words: anisotropy, multilayered band inclusion, longitudinal shear, stress 
concentration, stress intensity factors. 
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