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ПРО ПОБУДОВУ І КЛАСИФІКАЦІЮ СПІЛЬНИХ ІНВАРІАНТНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ 
(1+3)-ВИМІРНИХ РІВНЯНЬ ОЙЛЕРА – ЛАҐРАНЖА – БОРНА – ІНФЕЛЬДА 
ТА ОДНОРІДНОГО РІВНЯННЯ МОНЖА – АМПЕРА  
 

Робота присвячена побудові та класифікації спільних інваріантних розв’яз-
ків (1+3)-вимірних рівнянь Ойлера – Лаґранжа – Борна – Інфельда та одно-
рідного рівняння Монжа – Ампера. Виконано класифікацію та встановлено 
деякі спільні інваріантні розв’язки цих рівнянь, які отримано з використан-
ням інваріантних розв’язків рівняння Ойлера – Лаґранжа – Борна – Інфельда 
та класифікації низьковимірних ( dim 3L  ) неспряжених підалгебр алгебри 
Лі групи Пуанкаре (1, 4)P . 

Ключові слова: симетрійна редукція, класифікація інваріантних розв’язків, спіль-
ні інваріантні розв’язки, рівняння Ойлера – Лаґранжа – Борна – Інфельда, 
однорідне рівняння Монжа – Ампера, класифікація алгебр Лі, неспряжені 
підалгебри алгебр Лі, група Пуанкаре (1, 4)P . 

 
У багатьох випадках розв’язування задач теорії мінімальних повер-

хонь, геометрії, нелінійної електродинаміки, теорії гравітації, космології, 
теорії струн, єдиної теорії поля, геометричної оптики, оптимального перено-
су, газової динаміки, метеорології та океанографії зводиться до вивчення 
рівнянь Ойлера – Лаґранжа [7, 10, 19, 23, 24], Борна – Інфельда [8, 9, 12, 
20, 22, 26], Монжа – Ампера [1, 2, 5, 6, 11, 18, 21, 25, 27–31] у просторах 
різних вимірностей і різних типів (див. також цитовану там літературу).  

У роботі [16] для класифікації симетрійних редукцій (інваріантних роз-
в’язків) диференціальних рівнянь з нетривіальними групами симетрії 
авторами запропоновано використовувати структурні властивості низько-
вимірних неспряжених підалгебр того самого рангу алгебр Лі груп симетрії 
досліджуваних рівнянь. 

Результати класифікації симетрійних редукцій (інваріантних розв’яз-
ків) для (1+3)-вимірного рівняння Ойлера – Лаґранжа – Борна – Інфельда, 
які отримані з використанням класифікації низьковимірних ( dim 3L  ) 
неспряжених підалгебр алгебри Лі групи Пуанкаре (1, 4)P , можна знайти в 
[13, 14].  

В [15] побудовано та наведено класифікацію деяких спільних інварі-
антних розв’язків (1+3)-вимірних рівнянь ейконала, Ойлера – Лаґранжа – 
Борна – Інфельда, однорідного та неоднорідного рівнянь Монжа – Ампера, 
які отримано з використанням інваріантних розв’язків рівняння ейконала. 

У цій роботі наведемо деякі спільні інваріантні розв’язки (1+3)-ви-
мірних рівнянь Ойлера – Лаґранжа – Борна – Інфельда та однорідного 
рівняння Монжа – Ампера, які отримано з використанням інваріантних 
розв’язків рівняння Ойлера – Лаґранжа – Борна – Інфельда безпосеред-
ньою перевіркою. Проведено класифікацію цих спільних розв’язків. 

Спочатку розглянемо деякі результати, що стосуються алгебри Лі 
групи (1, 4)P  та її неспряжених підалгебр. 

1. Алгебра Лі групи (1, 4)P  та її неспряжені підалгебри. Група Пуан-
каре (1, 4)P  є групою поворотів і зсувів п’ятивимірного простору Мінков-
ського (1, 4)M . Серед важливих для теоретичної і математичної фізики груп 
група (1, 4)P  посідає особливе місце: вона є найменшою групою, яка містить 

                                           
 vasfed@gmail.com 
 
DOI: 10.15407/mmpmf2024.67.1-2.15-25 

mailto:vasfed@gmail.com


16 

як підгрупи групи симетрії релятивістської фізики (групу Пуанкаре (1,3)P ) 

та нерелятивістської фізики (розширену групу Галілея (1,3)G  [17]).  

Алгебра Лі групи (1, 4)P  задається 15-ма базисними елементами M   

M  , , 0,1, 2,3, 4   , і P , 0,1,2,3, 4  , які задовольняють комутаційні 

співвідношення  

 , 0[ ]P P   , 

 ,[ ]M P g P g P       , 

 ,[ ]M M g M g M g M g M             , 

де g  – компоненти метричного тензора, 00 11 22 33 44 1g g g g g          

і 0g  , якщо    , , , , 0,1,2, 3, 4     .  

У цій роботі розглядатимемо таке зображення [4] для алгебри Лі групи 
(1, 4)P : 

 0 1 2
0 1 2

, ,P P P
x x x
      
  

, 

 3 4 4
3

, , ,P P M x P x P x u
x u     
       
 

. 

Надалі перейдемо від M  і P  до таких лінійних комбінацій:  

 04 1 23 2 13 3 12, , ,G M L M L M L M     , 

 4 0 4 0, , 1,2,3a a a a a aP M M C M M a     , 

 0 4 0 4
0 4, , 1,2,3,

2 2k k

P P P P
X X P k X

 
    . 

У праці [3] проведено класифікацію всіх неспряжених підалгебр алгеб-
ри Лі групи (1, 4)P  (вимірності яких не перевищують 3) в класи ізоморфних 
підалгебр. 

2. Про побудову та класифікацію спільних інваріантних розв’язків 
(1+3)-вимірних рівнянь Ойлера – Лаґранжа – Борна – Інфельда та одно-
рідного рівняння Монжа –Ампера. У цій роботі розглядаємо такі диферен-
ціальні рівняння:  

 0(1 - )u u u uu u   
   , 

 det 0u ( ) , 

де 

 
2

0 1 2 3( ), ( , , , ) (1,3),  ,u uu u x x x x x x M u u
x x x

   
     
  

, 

 , (1, 1, 1, 1) , , 0,1,2,3u g u g 
           . 

Тут (1,3)M  – (1+3)-вимірний простір Мінковського, ( )R u  – дійсна числова 

вісь залежної змінної u , 
2 2 2 2

2 2 2 2
0 1 2 3x x x x

      
   

  – оператор Д’Алам-

бера. 
Із результатів, отриманих в монографії В. І. Фущича, В. І. Штеленя, 

М. І. Сєрова [5], випливає, зокрема, що спільна група симетрії рівнянь, які 
розглядаються, містить як підгрупу групу Пуанкаре (1, 4)P . 
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Для проведення класифікації симетрійних редукцій (1+3)-вимірного 
рівняння Ойлера – Лаґранжа – Борна – Інфельда використаємо класифіка-
цію низьковимірних ( dim 3L  ) неспряжених підалгебр [3] алгебри Лі гру-
пи (1, 4)P . В результаті виконаної класифікації встановлено, що низькови-

мірні неспряжені підалгебри алгебри Лі групи (1, 4)P  є таких типів: 1A , 

12A , 2A , 13A , 2 1A A , 3,1A , 3,2A , 3,3A , 3,4A , 3,6A , 3,7
aA , 3,8A , 3,9A . 

Наведемо деякі побудовані класи спільних інваріантних розв’язків 
(1+3)-вимірних рівнянь Ойлера – Лаґранжа – Борна – Інфельда та одно-
рідного рівняння Монжа – Ампера. 

2.1. Одновимірні неспряжені підалгебри алгебри Лі групи (1, 4)P . 

2.1.1 Підалгебри типу 1A : 

1. 0 4X X : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 3 2 2
1 2 1 3 2 2 3 3 4tanhu c c x c x i c c x c       

 
 

 2 2
5 2 1 3 2 2 3 3 4 6tanhc c x c x i c c x c c       

 
, 

де 1 6, ,c c  – довільні сталі. 

2. 4X : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 3
3 1 2 1 2 2 3 0 4tanh ( )x c c x ic x c x u c     ( )  

 5 2 1 2 2 3 0 4 0 6tanh ( ) ( )c c x ic x c x u c f x u c       ( ) , 

де 1 6, ,c c  – довільні сталі, f  – довільна гладка функція. 

2.2. Двовимірні неспряжені підалгебри алгебри Лі групи (1, 4)P . 

2.2.1. Підалгебри типу 12A . 

1. 3 0 42P X X  : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2 3
0 3 1 2 1 2 3( ) 4 tanh ( )x u x c c x ix c     ( )  

 4 2 1 2 3 5tanh ( )c c x ix c c   ( ) , 

де 1 5, ,c c  – довільні сталі. 

2. 3 1 4P X X  : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 3
1 2 1 0 2 0

0
( ) ( )

x
x x f x u f x u

x u
    


, 

де 1f  і 2f  – довільні гладкі функції. 

3. 3 4P X : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 1 2 1 0 2 0( ) ( )x x f x u f x u    , 

де 1f  і 2f  – довільні гладкі функції. 
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4. 1 4X X : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 3 2 1 0 2 0( ) ( )x x f x u f x u    , 

де 1f  і 2f  – довільні гладкі функції. 

2.2.2. Підалгебри типу 2A . 

1. 1 4, , 0G X X     : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 3
1 0 1 2 2 2 3 3ln ( ) tanh ( )x x u c c x ic x c        

 4 2 2 2 3 3 5tanh ( )c c x ic x c c    , 

де 1 5, ,c c  – довільні сталі. 

2.3. Тривимірні неспряжені підалгебри алгебри Лі групи (1, 4)P . 
2.3.1. Підалгебри типу 13A . 

1. 1 3 2 2 3 4, 0 , 0P X P X X X           : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2
3 0 1 2 3 0 1 0( ) ( )( ) ( )x x u x x x x u x x u            , 

де   – довільна гладка функція. 

2. 1 3 2 2 4, 0P X P X X       : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2
3 0 1 3 0 1 0( ) ( )( ) ( )x x u x x x u x x u          , 

де   – довільна гладка функція. 

3. 1 2 2 3 4, 0P P X X X       : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 3 0 2 3 0( ) ( )x x u x x x u       , 

де   – довільна гладка функція. 

4. 1 3 2 4P X P X   : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 1
3 0

0
( )

x
x x u

x u
   


, 

де   – довільна гладка функція. 

5. 3 2 1 4P X X X   : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 3
2 0

0
( )

x
x x u

x u
   


, 

де   – довільна гладка функція. 

6. 1 2 3P P X  : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2 2 2 2 6
0 1 2 1 0 2 0( ) ( )x x x u c x u c x u       , 

де 1c  і 2c  – довільні сталі. 
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7. 1 2 2 3P P X X   : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 
2 2 2 2

3 20 1 2
1 0 0 0 2

0 0
( ) 6( ) 15( ) 10

1
x x u x

c x u x u x u c
x u x u
 

       
  

( ) , 

де 1c  і 2c  – довільні сталі. 

8. 3 0 1 22P X X X   : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 3 2 3/2
0 3 0 0 1 0 3 2

1 ( ) ( ) ( ) 4
6

x u x x u x u c x u x c        ( ) , 

де 1c  і 2c  – довільні сталі. 

9. 3 0 1 42P X X X   : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 1/2
1 2 3 2 0( 4 )u c x x c x     , 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, 1   . 

10. 2 1G X X  : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 
2 2 2
1 0

3 22 2 2 2 21
1 0 1 0

2
arctan

4

c x u
x c

c c x u c x u

        

( )

( ) ( )( )
, 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, 1 0c  , 1   . 

11. 3 1 2, 0G X X X      : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2 2
3 0 0ln ( ) ln 4 4

2
x x u c x u         


( )  

 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 08 4x u c x u x u           


( ) ( )( )  

 2 2 2 2 2
0 0

2ln 4c x u x u
c c
        


( )  

 2 2 2 2 2
0 0

12 ln
2 2
c x u x u       


( ) ( )( ) , 

де 0c  , 1   . 

12.  3 0 4 3 4, 0L X X X X       : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 
2 2 2

2 1 1 1 1 2 12
1 22 21

1 2

2
arctan ln

c c c x x cx
u i c

x x x

    
     

 

( )( )
, 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, 1 0c  , 1 2, 1    . 

13. 3 3 0 42 2L P X X    : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 
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1/22 2 2 2
1 2 1 2

1 3 2 02
1 1

4 ln 1 4
x x x x

u c x c x
c c

    
         
   

, 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, 1 0c  , 1   . 

14. 3 1 2P X X  : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2 2 2 4
0 3 2 0 1 0( ) ( )x x u c x u c x u      , 

де 1c  і 2c  – довільні сталі. 

2.3.2. Підалгебри типу 2 1A A . 

1. 3 4 3
1 , 2 , 0L G X X    


: 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 
3 2 2 2
1 1 1 2 11

0 22 22
1 2

ln ( ) arctan ln 2
c c x x cx

x u i c
x x x

   
      
  

( )
, 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, 1 0c  , 1   . 

2. 3 4 3 3, , 0 , 0G X X L X         ( ) : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 21
3 0 1

2
ln ( ) arctan ln 1

2
x

x x u i c
x

        


 

 
2 2 2 2 2 2

1 1 2 1 2
2 2
1 2

2 1 2i c x x x x

x x

       
  

( ) ( )( )
 

 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2

1

1 ln 2 1
2

c x x x x
c

      


( ) ( )( )  

 2 2 2
1 1 2 2

1 1

1 ln 22
2

c x x c
c c


      


( )( ) , 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, 1 0c  . 

3. 3 4 3, , 0G X X L     ( ) : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 
1

3 2( )
2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 0

c x c

u x x c x x e x

  
        

 
, 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, 1   . 

2.3.3. Підалгебри типу 3,1A . 

1. 4 1 2 3 2 1 2 34 , , , 0, 0, 0X P X X P X X X              : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2
3 0 1 2 3 0 1 2 3( ) ( )( ) ( )x x u x x x x u x x x                 

 0( )x u   , 

де   – довільна гладка функція. 
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2. 4 1 2 3 2 1 24 , , , 0, 0X P X X P X X          : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2
3 0 1 3 0 1 2 3 0( ) ( )( ) ( )x x u x x x u x x x x u              , 

де   – довільна гладка функція. 

3. 4 1 2 2 1 2 34 , , , 0, 0X P X P X X X          : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2
3 0 2 3 0 1 3 0( ) ( ) ( )x x u x x x u x x x u           ( ) , 

де   – довільна гладка функція. 

4. 4 1 2 2 1 34 , , , 0X P X P X X      : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2
3 0 2 0 1 3 0( ) ( ) ( )x x u x x u x x x u          , 

де   – довільна гладка функція. 

5. 4 1 2 3 2 14 , , , 0X P X X P X      : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2
3 0 1 0 2 3 0( ) ( ) ( )x x u x x u x x x u          , 

де   – довільна гладка функція. 

6. 4 1 2 2 1 24 , , , 0X P X P X X      : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2
3 0 3 0 3 0( ) ( ) ( )x x u x x u x x u        , 

де   – довільна гладка функція. 

7. 4 3 2 1 34 , , , 0X P X X X      : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 3 1
2 0

0
( )

x x
x x u

x u
 

   


, 

де   – довільна гладка функція. 

8. 4 3 0 1 32 , 2 , , 0X P X X X      : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 1/2
1 1 2 3 2 04 4u x c x x c x      ( ) , 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, 1   . 

9. 4 3 3 0 32 , 2 , , 0X P L X X     : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 
3 2 2 2
1 1 1 2 1 1

0 22 2 2
1 2

2 ln 2 2 arctan
c c x x c x

u i x c
xx x

   
        

( )
, 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, 1 0c  , 1   . 

10. 4 3 3 3 02 , , 2 , 0X L X P X       : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 
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 2 21
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  
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2

2 2
1 2 1

1 1

1ln
22 2

x x c
c c

        
 

 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 21c x x x x c      


( ) ( )( ) , 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, 1 0c  , 1   . 

11. 4 3 32 , ,X P X : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2 1 1 0 2 0( ) ( )x x f x u f x u    , 

де 1f  і 2f  – довільні гладкі функції. 

2.3.4. Підалгебри типу 3,2A . 

1. 4 3 3 3
12 , , , 0, 0X P L G X       
 

: 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 1
2 02 2 2

1 1 2

1exp arctan arctan
1

x
u c x

xc x x

 
         ( )

, 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, 1   . 

2.3.5. Підалгебри типу 3,3A . 

1. 3 4 1, , , 0P X G X    : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 1 1 2 2
0exp

x c x c
u x

     
, 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, 1   . 

2. 3 4 3
1, , , 0P X L G  


: 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 1
2 02 2 2

1 1 2

1exp arctan arctan
1

x
u c x

xc x x

 
         ( )

, 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, 1   . 

2.3.6. Підалгебри типу 3,6A . 

1. 1 1 2 2 3 3, ,P X P X P L    : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 
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де 1c  і 2c  – довільні сталі. 

2. 1 2 3 3, , ( ), 0P P L X      : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2 2 2 2 6
0 1 2 1 0 2 0( ) ( )x x x u c x u c x u       , 

де 1c  і 2c  – довільні сталі. 

3. 1 2 3 3, ,X X P L  : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2 2 2 4
0 3 1 0 2 0( ) ( )x x u c x u c x u      , 

де 1c  і 2c  – довільні сталі. 

4. 1 2 3 3 0, , 2 , 0X X P L X      : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 3 2
0 3 0 0( ) 6 ( ) 6 ( )x u x x u x u         

 
3/2

2
1 0 3 2( ) 4c x u x c      
 

, 

де 1c  і 2c  – довільні сталі. 

5. 1 2 3 3 3 0 4, , ( ) ( ), 0, 0 1
2

X X L P C X X          : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 2 23
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2 1 2i c x u x u
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x u

        
 
 

( ) ( )( )( )
, 

де 1c  і 2c  – довільні сталі, 1 0c  , 1   . 

6. 1 2 3, ,X X L : 

Спільний інваріантний розв’язок рівнянь, що розглядаються, 

 3
3 2 0 2 3 1 4 2 0 2 3 1 5tanh tanhu c c x c x c c c x c x c c      ( ) ( ) , 

де 1 5, ,c c  – довільні сталі. 

Висновки. Побудовано деякі спільні інваріантні розв’язки (1+3)-вимір-
них рівнянь Ойлера – Лаґранжа – Борна – Інфельда та однорідного рів-
няння Монжа – Ампера.  

Для проведення класифікації спільних інваріантних розв’язків цих рів-
нянь використано класифікацію низьковимірних ( dim 3L  ) неспряжених 
підалгебр [3] алгебри Лі групи (1, 4)P . В результаті виконаної класифікації 
встановлено, що низьковимірні неспряжені підалгебри алгебри Лі групи 

(1, 4)P  є таких типів: 1A , 12A , 2A , 13A , 2 1A A , 3,1A , 3,2A , 3,3A , 3,4A , 

3,6A , 3,7
aA , 3,8A , 3,9A .  
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 Наведені спільні інваріантні розв’язки рівнянь, що розглядаються, є ін-
варіантними відносно таких типів неспряжених підалгебр алгебри Лі групи 

(1, 4)P : 1A , 12A , 2A , 13A , 2 1A A , 3,1A , 3,2A , 3,3A , 3,6A .  

 Деякі спільні інваріантні розв’язки рівнянь, що розглядаються, зале-
жать від однієї або двох довільних гладких функцій. 
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ON THE CONSTRUCTION AND CLASSIFICATION OF THE COMMON INVARIANT SOLUTIONS 
FOR THE (1+3)-DIMENSIONAL EULER – LAGRANGE – BORN – INFELD AND HOMOGENEOUS 
MONGE – AMPÈRE EQUATIONS 
 
The proposed work is devoted to construction and classification of the common invari-
ant solutions for the (1+3)-dimensional Euler – Lagrange – Born – Infeld and homoge-
neous Monge – Ampère equations. Some common invariant solutions of these equations, 
which are obtained from invariant solutions of the Euler – Lagrange – Born – Infeld 
equation and the classification of low-dimensional ( dim 3L  ) nonconjugate subalgeb-
ras of the Lie algebra of the Poincaré group (1, 4)P  are classified and presented.  

Key words: symmetry reduction, classification of invariant solutions, common invari-
ant solutions, Euler – Lagrange – Born – Infeld equation, homogeneous Monge –
 Ampère equation, classification of the Lie algebras, nonconjugate subalgebras of 
the Lie algebras, the Poincaré group (1, 4)P . 
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