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ПОПЕРЕЧНІ КОЛИВАННЯ КРУГЛОЇ ПЛАСТИНИ З ПРУЖНО ЗАКРІПЛЕНИМ 
КОНТУРОМ 
 

Досліджено власні частоти поперечних коливань круглої попередньо нагрітої 
у площині пластини з пружно закріпленим краєм. Відповідну осесиметричну 
задачу термопружності сформульовано з використанням теорії пластин та 
побудовано її аналітичний розв’язок з урахуванням теплообміну з поверхонь 
за законом Ньютона та пружної податливості на зовнішньому контурі 
пластини. Побудовано частотні рівняння поперечних коливань для поперед-
ньо напруженої внаслідок рівномірного нагріву пластини при крайових 
умовах пружного закріплення краю. Проаналізовано вплив температури та 
пружних властивостей кріплення на вібраційні характеристики круглої 
пластини. 

Ключові слова: теплообмін, термопружність, пластини, кругла пластина, власні 
частоти. 

 
Вступ. Пластини широко використовують як конструктивний елемент в 

аерокосмічній техніці, машинобудуванні, електроніці, будівництві тощо. 
Станом на середину минулого століття підсумок досліджень круглих плас-
тин при дії динамічних навантажень наведено в [6]. Триває розробка нових 
числових та аналітично числових методів дослідження вібраційної поведін-
ки круглих та кільцевих пластин [3] постійної [4] та змінної [5] товщини з 
урахуванням взаємодії із зовнішнім середовищем [9]. При цьому задачі ди-
наміки формулюють у нелінійній постановці [8], а також вивчають вплив 
попередніх напружень у площині пластини на динамічні характеристики її 
поперечних коливань [6, 7].  

Зазвичай задачі про поперечні коливання круглих пластин розгляда-
ються в припущенні, що край пластини є жорстко защемленим, вільно 
опертим чи вільним. Однак для багатьох практичних випадків доводиться 
враховувати обмеження поступального та обертального руху на краю плас-
тини, внаслідок чого крайові умови відрізняються від «класичних». Форму-
лювання задачі про коливання за таких умов наведено, зокрема, в [6]. 
Вплив жорсткості кріплення на власні частоти поперечних коливань в 
аналогічній постановці досліджено в [10]. 

Особливий інтерес дослідників викликає вивчення впливу напружень, 
які виникають у пластині внаслідок теплових ґрадієнтів чи гідростатичного 
навантаження, на власні частоти поперечних коливань. Розрахунок власних 
частот поперечних коливань круглої пластини показує суттєвий вплив на 
них температурних напружень у площині пластини [1]. Для круглих 
пластин найчастіше досліджують вібрації для випадку сталих напружень у 
площині пластини у випадку «класичних» крайових умов. Наближений 
розв’язок аналогічної задачі для змінних напружень наведено в [7]. 

У статті розглянуто задачу знаходження власних частот поперечних 
коливань круглої пластини при пружному закріпленні по периферійному 
краю при попередньому навантаженні в площині внаслідок нагріву рівно-
мірними джерелами тепла за умов теплообміну із зовнішнім середовищем. 

1. Формулювання задачі. Розглянемо задачу про поперечні коливання 
круглої пластини зовнішнього радіуса 0r  та товщини h , віднесеної до ци-

ліндричної системи координат r z . Пластину попередньо нагріто рівномір-
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но розподіленими джерелами тепла. Край пластини вважатимемо пружно 
закріпленим як для деформацій у площині пластини внаслідок нагріву, так 
і для поперечних деформацій і поворотів при її згинальних коливаннях. 
Задачу зводимо до послідовного розв’язування задач статичної термопруж-
ності з метою визначення температурних напружень у площині пластини 
та поперечних коливань при наявності попередньо напруженого стану. 
Схематичний вигляд поперечного перерізу круглої пластини та її кріплення 
на межі зображено на рис. 1. 

 
Рис. 1 

Статичну осесиметричну задачу термопружності в припущенні, що ко-
ефіцієнти теплообміну пластини з навколишнім середовищем та інтенсив-
ність джерел тепла є сталими, а межа – податливою з коефіцієнтом пруж-
ності uk  (рис. 1) сформулюємо на основі теорії Кірхгофа [2] у вигляді  
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0 0r u rr r r rh k u    . (1) 

Тут t  – температура пластини, vq  – об’ємна густина джерел тепла,   – 

коефіцієнт теплопровідності матеріалу, 1  і 2  – коефіцієнти тепловіддачі 

з поверхонь /2z h  , 1t  і 2t  – температури середовища біля поверхонь 

/2z h  , et  – температура зовнішнього до диска середовища, 0  – коефі-

цієнт тепловіддачі з поверхні 0r r , ,r    і ,r    – температурні напру-

ження і деформації, et t   , L  – коефіцієнт лінійного теплового розши-

рення матеріалу пластини, E  і   – модуль Юнга і коефіцієнт Пуассона, uk  
– жорсткість пружного кріплення в радіальному напрямку. 

Після знаходження на основі задачі (1) осесиметричних полів темпера-
тури та термонапружень у круглій пластині при пружному кріпленні 
відносно повороту та нормальних переміщень зовнішнього контуру задачу 
про поперечні коливання сформулюємо [6] так: 
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де 3 22 1 )/ 1 (D Eh  ( )  – циліндрична жорсткість пластини, w  – нормаль-

не переміщення точок пластини,   – густина матеріалу пластини, Rk , wk  

– жорсткості пружного кріплення на поворот та прогин. 
 У задачі (2) йдеться про пошук значень власних частот mn , для яких 

існує нетривіальний розв’язок рівняння при заданих умовах пружного за-
кріплення. На основі послідовного розв’язування задач (1) і (2) дослідимо 
вплив осесиметричного температурного поля у круглій пластині на значен-
ня власних частот її поперечних коливань.  
 2. Побудова розв’язку. Розв’язок задачі термопружності (1) знаходимо 
у вигляді [2]: 
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ковані функції Бесселя 1-го роду,  1 2 ; , ;F a b c x  – вироджена гіпергеомет-
рична функція. 

Наявність у виразах (3) розв’язку задачі термопружності (1) спеціаль-
них функцій суттєво ускладнює їхнє теоретичне та практичне викорис-
тання для розрахунку власних частот на основі задачі (2). Використання 
виразів (3) для побудови навіть числового розв’язку задачі (2), наприклад 
на основі методу скінченних елементів, призводить до обчислення 
спеціальних функцій, які не завжди фігурують у переліку функцій 
універсальних математичних пакетів. 

Деякі часткові випадки виразів (3) записуються через елементарні 
функції. Наприклад, за умови відсутності теплообміну з плоских поверхонь 
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У цьому випадку маємо справу лише з квадратичними функціями, 
однак і такі вирази не дають можливості побудувати розв’язок задачі (2) 
аналітично. За аналогією до [6] можна реалізувати розв’язок задачі (4) 
методом Релея – Рітца. 

Найпростіші вирази для температурних напружень отримано у випад-
ку однорідної температури пластини, тобто коли 
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Тоді нормальні температурні напруження є рівномірно розподілені, постійні 
і мають вигляд 
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 Для таких напружень диференціальний оператор задачі (2) допускає 
факторизацію, а власні форми коливань набувають вигляду 
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  – безрозмірна частота коливань пластини, а частотне рівняння для умов 
задачі (2) має вигляд 
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 2 2 2
22 1 12 (1 ) (1) ( ) ))( (w n n nf n K I n I I              ( ) ( )( ) , 

Тут 0 /R RK r k D  і 3
0 /w w DK r k  – безрозмірні жорсткості пружного кріп-

лення на поворот та прогин відповідно. 
З частотного рівняння (6) отримуються класичні [6] часткові випадки 

частотних рівнянь для випадків жорсткого защемлення зовнішнього конту-
ру R wK K   , його опирання 0RK  , wK    чи вільного краю 

0wRK K  . Вони є ідентичними до класичних рівнянь, за винятком того, 

що на відміну від відомих задач вібрації попередньо навантажених пластин, 
у цьому випадку температурного навантаження пластини   та   залежать 
не лише від фізико-механічних властивостей матеріалу пластини, частоти і 
навантаження в її площині, але й від податливості кріплення uk . 

3. Числові результати. Проаналізуємо залежність власних частот 
круглої пластини з попереднім рівномірним нагрівом від температури та 
жорсткостей пружного кріплення зовнішнього контуру. 

На рис. 2 зображено графіки залежності чотирьох найнижчих безроз-
мірних власних частот круглої рівномірно прогрітої пластини, защемленої 
на краю R wK K   , при її однорідному нагріві температурою 0 . Кріп-

лення вважалось неподатливим у радіальному напрямку, тобто uk   . 
Графіки відносної зміни власних частот такої пластини з попереднім 

нагрівом 0
0

( ) (0)
( ) (0)

  
  


 наведено на рис. 3. 

   
 Рис. 2  Рис. 3 

   
 Рис. 4  Рис. 5 

 Чутливість власних частот до температури спадає зі зменшенням по-
датливості в радіальному напрямку uk , адже зі зменшенням цього 
параметра температурні напруження прямують до нуля. На рис. 4 зобра-
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жено графіки відносної зміни 0( )   двох власних частот з нагрівом при 

/u uK k E  та R wK K   . 

   
 Рис. 6  Рис. 7 

Залежності власних частот від uK  при 0 10  К, 410R wK K   зо-

бражено на рис. 5. Вираз для безрозмірних зусиль у площині пластини S  у 
(5) залежить від комбінованого параметра 0 0/ /( )u ur K h r k Eh . Оскільки для 

пластин параметр 0/r h  не можна вважати малим, то навіть при 1uK   

значення напружень у площині S  є близькими до отриманих у випадку, 
коли зовнішній контур є неподатливим. Тобто, при аналізі жорсткості по-
датливого закріплення суттєва зміна власних частот відбувається при 

/ 1u uK k E  , що проілюстровано на рис. 5. 

Вплив жорсткості пружного кріплення щодо повороту RK  при 
410wK   на три найнижчі власні частоти пластини при її однорідному на-

гріві температурою 0  показано на рис. 6. Аналогічні графіки для основної 

частоти при різних жорсткостях нормального переміщення wK  наведено на 

рис. 7. Результати, зображені на рис. 6, рис. 7, отримано при uK   . 

Як бачимо з наведених графіків, при зміні коефіцієнта RK  нижчі 

власні частоти змінюються на 25–50% при високих значеннях жорсткості 
нормального переміщення wK . Власні частоти є більш чутливими до зміни 

температури нагріву при високих wK  та низьких RK , що відповідає 

аналізу коливань круглих пластин при опиранні та защемленні їхнього 
краю [1]. Характеристики області переходу від шарнірного краю до 
защемлення при зміні RK  залежать від 0 . Для незначних нагрівів це 

відбувається на проміжку 32 10 01 RK  . 

Висновки. Побудовано розв’язок задачі статичної термопружності для 
круглої пластини з тепловіддачею за законом Ньютона з її плоских повер-
хонь та по зовнішньому контуру при пружній податливості в радіальному 
напрямку на контурі. Проаналізовано часткові випадки цього розв’язку. 
У випадку однорідної температури пластини побудовано аналітичний роз-
в’язок задачі про її поперечні коливання при пружному закріпленні 
контуру. Проаналізовано вплив нагріву пластини на нижчі власні частоти, а 
також податливості у радіальному напрямку, жорсткостей на поворот та 
нормальне переміщення краю. Вплив температури на частоти є більш 
суттєвим для пластин з низькою жорсткістю на поворот кріплення при 
високій жорсткості на нормальні переміщення і є найбільшим для опертих 
пластин. Лише незначна податливість кріплення в радіальному напрямку 
впливає на частоти. 
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TRANSVERSE VIBRATIONS OF A CIRCULAR PLATE WITH AN ELASTICALLY RESTRAINED 
EDGE  
 
The natural frequencies of transverse vibrations of a circular in-plane preheated plate 
with an elastically restrained edge have been investigated. The corresponding 
axisymmetric thermoelastic problem is formulated using plate theory, and its analytic 
solution is constructed taking into account heat exchange on the surfaces according to 
Newton's law and the elastic compliance at the outer edge of the plate. Frequency 
equations of transverse vibrations are derived for a plate pre-stressed due to uniform 
heating under boundary conditions of elastic edge restraint. The influence of 
temperature and the elastic properties of the restraint on the vibrational characteristics 
of the circular plate is analyzed. 

Key words: heat exchange, thermoelasticity, plates, circular plate, natural frequencies. 
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