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АНАЛІТИЧНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ ЗГИНУ НЕОДНОРІДНОЇ  
ОРТОТРОПНОЇ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ ЗА ЛОКАЛЬНОГО 
НАГРІВАННЯ І ОСЬОВОГО НАВАНТАЖЕННЯ 
 

Досліджено напружено-деформований стан неоднорідної ортотропної круго-
вої замкнутої циліндричної оболонки за початкового осьового навантаження 
та локального нагрівання шляхом конвективного теплообміну. Матеріальні 
властивості оболонки експоненційно змінюються за товщиною. Для дослід-
ження використано математичну модель зсувної теорії неоднорідних оболо-
нок типу Тимошенка. Двовимірне рівняння теплопровідності виведено за 
умови лінійної залежності температури від товщинної координати. З вико-
ристанням інтегрального перетворення Лапласа за часом і скінченного пере-
творення Фур’є за просторовими координатами побудовано аналітичні роз-
в’язки нестаціонарної задачі теплопровідності та квазістатичної задачі 
термопружності для скінченної шарнірно опертої кругової циліндричної 
оболонки. За допомогою числових досліджень проаналізовано вплив почат-
кового плоского напруженого стану, параметра неоднорідності та інших 
теплофізичних параметрів на переміщення і напруження в оболонці. 

Ключові слова: термопружність, неоднорідні матеріали, температурне наван-
таження, циліндрична оболонка. 

 
Неоднорідні композитні матеріали широко використовують в інженер-

ній практиці [2]. Зокрема, для виготовлення елементів конструкцій з підви-
щеними вимогами щодо міцності та термоопору використовують функціо-
нально-ґрадієнтні матеріали, для яких характерна неперервна зміна їхніх 
пружних та теплофізичних властивостей в одному з просторових напрям-
ків. Для аналізу поведінки таких матеріалів потрібні удосконалені моделі та 
методи, які давали б можливість урахування зміни механічних та теплофі-
зичних характеристик. В [1, 4, 13] побудовано математичні моделі термо-
пружності неоднорідних анізотропних пружних оболонок. Аналітичні 
розв’язки нестаціонарних задач про визначення температурних напружень 
у циліндричних функціонально-ґрадієнтних ізотропних оболонках отримано 
в [3].  У [8, 11] для дослідження неоднорідних оболонок в рамках теорії 
зв’язаної термопружності застосовано метод скінченних елементів. Точний 
розв’язок стаціонарної задачі для температурних напружень товстої цилін-
дричної оболонки подано в працях [6, 12]. Для дослідження деформування 
товстостінної труби, виготовленої з двокомпонентного функціонально-
ґрадієнтного матеріалу, за дії механічних і теплових навантажень викорис-
тано метод Морі – Такера [17]. На основі уточнених теорій вищих порядків 
досліджено температурну стійкість [5, 7] та термопружний згин [13, 14] 
неоднорідних оболонок. Детальний огляд різних моделей і методів 
розв’язування задач про відповідь неоднорідних оболонок на температурно-
силові навантаження наведено в працях [15, 16]. 

У цій статті на основі рівнянь термопружності та теплопровідності 
зсувної (п’ятимодальної) теорії оболонок досліджено вплив параметрів не-
однорідності та попереднього осьового навантаження на напружено-дефор-
мований стан ортотропної кругової циліндричної оболонки за її нагріву 
шляхом конвективного теплообміну. 

1. Формулювання задачі. Розглянемо неоднорідну ортотропну кругову 
циліндричну оболонку радіуса серединної поверхні R , сталої товщини 2h  і 
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довжини  . Оболонку віднесено до циліндричної системи координат , ,x z , 
де x  – осьова,   – колова, а z  – радіальна координати. Надалі цим коор-
динатам відповідатимуть індекси 1, 2, 3. 

Нехай у початковий момент часу на оболонку діють сталі зусилля 0
1N  і 

0
2N  відповідно у напрямках x  і  , а її температура дорівнює нулю. При 

0   оболонка нагрівається середовищем, температура якого на поверхні 

z h  дорівнює ( , , ) ( , ) ( )z ct x t x t      , а на поверхні z h   – 

( , , ) 0zt x    . Через поверхні z h  і z h   відбувається конвективний 

теплообмін із зовнішнім середовищем із коефіцієнтами тепловіддачі   і 
  відповідно. Термопружну поведінку такої оболонки дослідимо на основі 

рівнянь зсувної теорії оболонок першого порядку [1] в узагальнених 
переміщеннях 1u , 2u , w , 1 , 2  з урахуванням початкового плоского 
напруженого стану [9]. Ці рівняння запишемо в операторній формі: 

 1 1 2 2 3 4 1 5 2 , 1,2, , 5k k k k k kL u L u L w L L b k         . (1) 

Тут диференціальні оператори kj jkL L  і вільні члени kb  мають вигляд 
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1 / x    , 2 /    ,  ijc z  – коефіцієнти пружності ортотропного тіла, 

( )t
ii z  – коефіцієнти лінійного теплового розширення; ( , , , )t x z   – функція 

приросту температури; k  – коефіцієнт зсуву [10]; 1u , 2u , w  – переміщен-

ня точок серединної поверхні; 1 , 2  – кути повороту нормалі.  

 Для однозначності розв’язку системи (1) на краях замкнутої циліндри-
чної оболонки 0x   і x    задаємо по одній величині з кожної пари 

11 1,N u{ } , 12 2,N u{ } , 13 ,N w{ } , 11 1,M { } , 12 2,M { } , де ijN  і ijM  – внутріш-

ні зусилля і моменти. 
 Система рівнянь (1) разом із граничними умовами формує крайову 
задачу про знаходження температурних напружень для ортотропних неод-
норідних циліндричних оболонок у термінах узагальнених переміщень з по-
чатковими напруженнями. За відомими переміщеннями визначаємо напру-
ження ij  і деформації ije  в довільній точці оболонки за формулами: 
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 Інтегральні характеристики температури 1T , 2T , які входять у вільні 
члени системи (1), визначаємо з відповідних рівнянь теплопровідності за 
граничних умов, заданих на поверхнях та кінцях оболонки. За конвектив-
ного теплообміну на поверхнях оболонки z h   рівняння теплопровідності 
мають вигляд [3] 
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             ( ), , 

( )jj z  – коефіцієнти теплопровідності, zt
 , zt

  – температури середовищ на 

поверхнях z h  і z h   відповідно,  ,   – коефіцієнти тепловіддачі з 
цих поверхонь, ( )vc z  – об’ємна питома теплоємність,   – часова змінна. 

Для однозначності розв’язку системи (2) на краях 0x   і x    
потрібно задати вирази 1 1 2 1 1a T a T   і 3 2 4 1 2a T a T  , constia  , а в початко-

вий момент – значення температурних характеристик 1T  і 2T . 

 2. Метод розв’язування. Нехай замкнуту ортотропну циліндричну обо-
лонку виготовлено з неоднорідного матеріалу зі зміною фізико-механічних 
властивостей у поперечному напрямку за експоненціальним законом. Тоді 
для модулів пружності ( )iE z , модулів зсуву ( )ijG z , коефіцієнтів лінійного 

теплового розширення ( )t
jj z , теплопровідності ( )jj z  та теплоємності ( )vc z  

задаємо таку залежність від координати z : 

 ( ), ( ), ( ), ( ), ( )t
i ij jj jj vE z G z z z c z  { }  

 0 0 0 0 0 exp 1
2i ij jj jj v
r zE G c
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, , , ,{ } , 

де r  – параметр неоднорідності, 0
iE , 0

ijG , 0
jj , 0

jj , 0
vc  – відомі сталі, які 

характеризують властивості ортотропного матеріалу. Коефіцієнти Пуассона 
вважаємо сталими constij  . 

 Нехай на краях 0x   і x    оболонки задано такі граничні умови: 

 2 2 11 110, 0w u N M      , (3) 

 1 2 0T T  , (4) 

а в момент часу 0   – початкові умови: 

    1 2, ,0 , ,0 0T x T x    . (5) 

Розв’язок системи рівнянь теплопровідності (2) за умов (4) і (5) знахо-
димо з використанням інтегрального перетворення Лапласа за часом і 
скінченного перетворення Фур’є за координатами. Тоді одержимо: 
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0  і 0c  – характерні коефіцієнти теплопровідності і теплоємності відповід-

но; 1p  і 2p  – корені квадратного рівняння 

 2
1 4 3 1 2 3 2 1 4 2 3( ) 0C p C g C g C g g p g g g g       ( ) , 

які, як випливає з числового аналізу, є дійсними. 
Розв’язок системи рівнянь рівноваги (1), який задовольняє граничні 

умови (3), за відомого температурного поля (6) знаходимо з використанням 
подвійних скінченних перетворень Фур’є. Тоді вирази для узагальнених 
переміщень матимуть вигляд 



131 

 1 1 1 1
0 0

, , cos cosnm nm
n m

nxu U m
 

 

    { } { }


, 

 2 2 2 2
1 1

, , sin sinnm nm
n m

nxu U m
 

 

    { } { }


, 

 
1 0

sin cosnm
n m

nxw W m
 

 

   
,  

де коефіцієнти Фур’є 1nmU , 2nmU , nmW , 1nm , 2nm  знаходимо за 

формулою 1
1 2mn mnT T  ( )U M M V S . Тут 1 2 1, , , ,nm nm nm nmU U W {U  

2nm } , 5 5[ ]ijm M , 5 1[ ]iv V , 5 1[ ]is S , M  – приєднана матриця; M  

– визначник матриці M . Коефіцієнти матриць ijm , iv  і is  обчислюємо із 

системи (1). 

 3. Числовий приклад та аналіз результатів. Числові дослідження ви-
конано для оболонки, зовнішня поверхня z h  якої нагрівається середови-

щем з температурою ( , , ) ( , , ) ( )z ct x t x t       , де 

 0 0( , , ) ( ( )) ( ( ))ct x t S x x d S x x d
         ( )  

 ( ) ( )S S        ( ) , 

 
*

( ) 1t e     , (9) 

t , const  , ( )S x  – асиметричні одиничні функції [2], 0( ,0)x  – коорди-

нати середини ділянки нагріву, 2d  – її ширина, 2  – її кут. 
 Зі співвідношень (7)–(9) одержуємо вирази для коефіцієнтів Фур’є 

nmQ  і функції часу ( )jZ  : 

 0 0
0 2 2

4 8sin sin , sin sin sinn nm

nx nxt nd t ndQ Q m
n mn

      
    

,  

 1 1( ) 1 j jp p
j

j j

Z e e e
p p

     


          
    

. 

Числовий аналіз виконували для ортотропного матеріалу з такими фізико-
механічними властивостями [14]:  

 0
1 172.4E  ГПа, 0 0

12 13 3.45G G  ГПа, 

 0
2 6.89E  ГПа, 0

23 1.38G  ГПа, 

 0 6
11 0.57 10   К–1, 0

11 36.42  Вт/(м  К), 

 0 6
22 35.6 10   К–1, 0 0

22 33 0.96    Вт/(м  К), 

 0 61.64 10vc   Дж/(м3
  К), 12 0.25  . 

Значення інших параметрів взято такі: / 0.05h R  , / 3R  ; / 4   , 

/ 1/4d  , 0 / 2x   , 0
0 11   , 0

0 vc c , 5/6k  , Bi Bi Bi   , 0
2 0N  . 

Обчислено безрозмірні прогини 0
11/ ( )w w R t    на серединній поверх-

ні та нормальні напруження 0 0
1 11/ ( )i ii E t     на поверхні z h . 

На рис. 1, рис. 2 і рис. 3 зображено залежність відповідно прогину w , 
осьового 1

  і колового 2
  напружень від змінної /x x   , 0.5 1x  , 
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уздовж твірної 0  , а на рис. 4, рис. 5 і рис. 6 – залежність цих величин 

від  , 0     , уздовж напрямної 0,5x  . Для обчислень взято Bi 0.2 , 

1r  , 1  , 1   і значення безрозмірного початкового нормального 

зусилля 0 0 0
1 1 1/ ( ) 0, 0.01, 0.02, 0.03N N E h   .  

 

   

 Рис. 1 Рис. 2 

   

 Рис. 3 Рис. 4 

   

 Рис. 5 Рис. 6 

Як бачимо, початкове нормальне зусилля суттєво впливає на прогини 
та осьове напруження і незначно на колове. Зі збільшенням початкового 
зусилля оболонка стає жорсткішою. Осьові напруження мають коливний 
характер. Максимальні значення досягаються в центрі області нагріву. Для 

початково ненапруженої оболонки 0
1 0N   вони розтягувальні, а зі збіль-

шенням 0
1N  переходять у стискальні. Колові напруження є монотонними. 
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 Рис. 7 Рис. 8 

Залежність напружень від коефіцієнта тепловіддачі Bi  за відсутності 

початкових зусиль 0 0
1 2 0N N   для 1  , 1  , 0.5x  , 0   і для зна-

чень параметра неоднорідності 0.5, 1, 1.5, 2r   показано на рис. 7 і рис. 8. Зі 
збільшенням параметра неоднорідності напруження монотонно зростають, 
причому інтенсивніше з підвищенням тепловіддачі. 

   

 Рис. 9 Рис. 10 
Зміну напружень залежно від часу   для значень параметра 

0.1, 0.2, 0.5, 2.0   ілюструють рис. 9 і рис. 10. Значення інших параметрів 

такі: Bi 0.2 , 1r  , 0.5x  , 0  . З плином часу напруження прямують 

до сталого значення, причому інтенсивніше зі збільшенням параметра  . 

Висновки. На основі уточненої зсувної теорії першого порядку розви-
нуто методику розв’язування задач теплопровідності та термопружності 
неоднорідних ортотропних замкнутих циліндричних оболонок зі скінченною 
довжиною, які вільно оперті на краях і початково знаходяться у плоскому 
напруженому стані. Досліджували вплив параметрів неоднорідності, часу, 
коефіцієнта тепловіддачі та попереднього напруження на напружено-
деформований стан функціонально-ґрадієнтної ортотропної циліндричної 
оболонки за локального нагрівання конвективним теплообміном. З числового 
аналізу випливає, що параметр неоднорідності, а також попереднє осьове 
навантаження суттєво впливають на напруження і прогини. 
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ORTHOTROPIC CYLINDRICAL SHELL UNDER LOCAL HEATING AND AXIAL LOADING  
 
The stress-strain state of an inhomogeneous orthotropic circular closed cylindrical shell 
under the action of the initial axial loading and local heating due to the convective heat 
exchange is investigated. The material properties of the shell vary exponentially with 
the thickness. The mathematical model of the shear theory of inhomogeneous shells of 
the Timoshenko type is used. The two-dimensional equation of thermal conductivity is 
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derived under the condition of linear dependence of temperature on the thickness 
coordinate. Using the Laplace integral transform by the time variable and the finite 
Fourier transform by the spatial coordinates, the analytic solutions to the non-
stationary heat conduction problem and the quasi-static thermoelasticity problem for a 
finite hinged circular cylindrical shell are found. By implementing the numerical 
analysis, the influence of the initial plane stress state, the inhomogeneity parameter, 
and other parameters on the displacement and stress in the shell is evaluated.  

Key words: thermoelasticity, heterogeneous materials, temperature load, cylindrical 
shell. 
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