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ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ ДЛЯ СКЛАДЕНОГО ТІЛА З ЕЛЕМЕНТАМИ 
РІЗНОЇ ВИМІРНОСТІ 
 

Досліджено теплову взаємодію тіл з тонкими елементами, що мають інші 
теплофізичні характеристики. Сформульовано задачу теплопровідності для 
півсмуги з тонким покриттям на поверхні, що зумовлює використання 
узагальнених граничних умов, які наближено враховують теплообмін з 
навколишнім середовищем через покриття. Із застосуванням інтегрального 
перетворення Лапласа отримано розв’язок такої задачі в замкнутому вигля-
ді та здійснено перехід до безрозмірної форми, а також стаціонарного ви-
падку. Виконано розрахунки та аналіз температури в області тіла та на 
його поверхні для деяких співвідношень між характеристиками тіла та 
покриття. 

Ключові слова: теплообмін, тонке включення, тонке покриття поверхні, уза-
гальнені теплові граничні умови. 

 
Вступ. Значний вплив на термонапружений стан багатошарових кон-

струкцій з елементами різної товщини має температура навколишнього се-
редовища. На поверхнях конструкцій з тонкими антикорозійними покриття-
ми під впливом температурних перепадів зовнішнього середовища виника-
ють дефекти у вигляді тріщин і викришування. Це призводить до зниження 
довговічності таких конструкцій в умовах експлуатації. Однією з причин є 
нерівномірність розподілу температури в багатошаровій металевій кон-
струкції, що складається з елементів різної товщини. Тому дослідження 
температурного поля і теплообміну є необхідною складовою частиною підго-
товки даних для розрахунку температурних напружень і деформацій кон-
струкцій з тонкими покриттями на поверхні. 

В інженерній практиці часто формулюють задачі, які стосуються роз-
рахунку конструкцій з урахуванням нерівномірності розподілу в них тем-
ператури, що пов’язано з процесами зміцнення деталей. Наприклад, під час 
роботи можуть виникати цикли нагріву-охолодження або нерівномірний на-
грів конструкцій чи деталей. Пошук розв’язку таких задач теплопровіднос-
ті з урахуванням тонкості покриття є ускладненим у зв’язку з неоднорід-
ністю початкових умов. Тому замкнуті аналітичні розв’язки таких задач 
отримують лише за сталої початкової температури. Зокрема, у роботі [8] 
запропоновано математичні моделі для розрахунку температурного поля та 
термонапруженого стану фрагмента металевої гофрованої оболонки транс-
портної конструкції, бічні поверхні якої нагріті до певних температур. За 
можливий критерій вибору функції розподілу температури конструкції 
прийнято мінімум функціонала, визначеного на множині допустимих функ-
цій, у вигляді інтеграла по площі тіла від виразу, що задає виробництво ен-
тропії. У праці [3] з використанням узагальненої граничної умови в задачі 
теплопровідності для тіла з багатошаровим покриттям досліджено його тер-
мопружний стан за циклічної кусково-однорідної зміни температури зов-
нішнього середовища, а в роботі [9] – температурне поле металевих кон-
струкцій при неоднорідному нагріві на одному з країв. 

У працях [9, 26] виконано моделювання розподілу температурного поля 
уздовж поверхні бетонної балки при дії кліматичних температурних впли-
вів. Встановлено, що розподіл температурного поля уздовж бетонної балки 
має нелінійний характер, що зумовлює необхідність дослідження темпера-
турного поля у складних конструкціях з різними геометричними перері-
зами.  
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У роботі [18] наведено результати досліджень теплопровідності в тілах 
з урахуванням внутрішніх неоднорідностей і джерел тепла.  

У працях [4, 7] виведено узагальнені граничні умови, які враховують 
наявність на поверхні тіла покриття, теплофізичні характеристики якого 
відрізняються від характеристик матеріалу основного тіла. Встановлено, що 
покриття прогонових конструкцій істотно впливає на зміну перепадів тем-
ператури, і наявність покриття спричинює значні температурні градієнти 
на поверхні тіла. 

У випадку підкріплення дефектної залізобетонної труби металевою 
гофрованою конструкцією виникає нерівномірний розподіл температури та 
ефект контакту. Зокрема у праці [12] ефект контакту описується неідеаль-
ними умовами теплообміну на стику між шарами. Також у праці [13] при 
дослідженні температурного поля у сталезалізобетонній балці моста та у 
праці [24] при дослідженні розподілу температурного поля у залізобетонній 
балці, підсиленій металевою пластиною та метилметакрилатним покриттям, 
прийнято неідеальні умови теплообміну на стику різних матеріалів. 

Дослідженню процесів теплопровідності в тілах з тонкими покриттями 
або внутрішніми неоднорідностями присвячено також працю [14]. В роботі 
[23] отримано аналітичні розв’язки крайових задач для тіл з одношаровим 
покриттям з граничними умовами першого та третього роду, а також зі 
змішаними умовами і під дією внутрішніх джерел тепла. Основну увагу тут 
приділено наскрізному нагріву тіла через покриття, але не досліджено по-
ширення тепла у самому покритті внаслідок теплообміну з тілом і навко-
лишнім середовищем. 

У роботі [17] досліджено напружено-деформований стан функціональ-
но-ґрадієнтної ізотропної тонкої круглої циліндричної оболонки при локаль-
ному нагріванні плоским джерелом тепла. За допомогою методів інтеграль-
них перетворень Фур’є та Лапласа отримано розв’язки нестаціонарної за-
дачі теплопровідності та квазістатичної задачі термопружності для скінчен-
ної замкненої циліндричної шарнірно опертої оболонки. 

У працях [10, 21] наведено узагальнені періодичні граничні умови для 
моделювання теплообміну в пористих і композиційних матеріалах на мік-
роскопічному рівні. Класичну періодичну граничну умову узагальнено з ме-
тою врахування перепадів температур між періодично розміщеними еле-
ментами. Глобальний тепловий ґрадієнт може бути спроектований в усіх 
напрямках відносно структурної періодичності неоднорідностей тіла. Крім 
того, на границях поділу між компонентами в композиційних матеріалах 
(або між поверхневою рідиною – твердим тілом в пористих матеріалах) за-
писано умови з відповідним характером їхнього контакту. Цей підхід явно 
враховує теплофізичні властивості матеріалів окремих компонентів, а та-
кож можливий термічний опір на границях поділу між компонентами з різ-
ними фізико-механічними властивостями. 

Аналітичний розв’язок задачі Левека з додатковими граничними умо-
вами для температурного поля та товщини приграничного шару через дов-
гу трубу наведено в [10]. Також описано чисельні методи розв’язання задачі 
взаємодії частинок рідини з повністю розвиненою ламінарною нестисливою 
ньютонівською течією. У роботі [5] наведено граничні умови конвективного 
теплообміну розріджених газів у режимі ковзання, і за результатами до-
сліджень встановлено, що такий теплообмін передбачає стрибок як темпе-
ратури, так і потоку тепла на границі між газом і стінкою. 

У [19] наведено дослідження нестаціонарного теплообміну в багатоша-
ровій структурі. Запропоновано два методи визначення теплових власти-
востей багатошарових стін будівлі: за першим методом можна визначити 
теплові властивості кожного шару окремо, а за другим – розглядається 
еквівалентний одношаровий однорідний стан стіни.  

Врахування наявності шаруватого покриття на поверхні теплопровід-
ного тіла призводить до ускладнень при розв’язанні задач теплопровідності. 
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У працях [16, 22] запропоновано ефективні методики отримання розв’язків 
таких задач. У випадку стаціонарних задач теплопровідності можна вико-
ристовувати аналітичні розв’язки, отримані в [22]. Крім того, в [15] запропо-
новано метод розрахунку стаціонарної теплопровідності з узагальненими 
граничними умовами, де теплообмін у твердих тілах визначається декілько-
ма видами граничних умов: коли задано температуру, тепловий потік або 
конвекцію. Також у статті досліджено взаємозв’язок між цими типами гра-
ничних умов при стаціонарному теплообміні. У випадку нестаціонарної 
теплопровідності використовують числові підходи скінченноелементного 
аналізу, інтегральних перетворень тощо [16]. 

У роботі [6] наведено формулу для прогнозування температурного ґра-
дієнта у заповненому бетоном сталевому трубчастому елементі з довільним 
кутом нахилу. Шляхом поетапної регресії накопичених температурних і 
метеорологічних даних встановлено емпіричну формулу для прогнозування 
максимального добового перепаду температур елементів конструкції труби, 
заповненої бетоном. 

В [11] наведено застосування узагальнених граничних умов для гомоге-
нізації термофільтраційних властивостей ґрунтів, де довільні композити, в 
тому числі пористі багатофазні середовища, часто характеризуються висо-
кою варіабельністю фільтраційних і теплотехнічних властивостей компо-
нентів. Тому розв’язання задач механіки таких середовищ у макроскопічно-
му масштабі пов’язане з необхідністю об’ємного усереднення їхніх власти-
востей. 

У багатьох випадках для розв’язання лінійних задач нестаціонарної 
теплопровідності використовують методи теорії функцій Ґріна. Також за-
стосовують методи теплових потенціалів, інтегральних перетворень та ін. 
[25]. Однак при застосуванні інтегрального перетворення Лапласа виника-
ють труднощі, пов’язані із заданням початкових умов у вигляді функції від 
просторових координат. 

Із наведеного аналізу наукових праць [3–24] випливає, що недостатньо 
опрацьованими є питання розв’язку задач теплопровідності для складених 
багатошарових тіл, які мають тонкі покриття на поверхнях і перебувають 
під дією неоднорідного нагріву. Тому виконання таких досліджень є акту-
альним, особливо для конструкцій з тонкими антикорозійними покриттями.  

1. Рівняння теплообміну на поверхні контакту частин тіла. Тонко-
стінний конструктивний елемент на поверхні тривимірного тіла у випадку, 
коли один з його розмірів (товщина) є значно меншим від інших, часто мо-
делюють тонкостінною оболонкою. Залежно від специфіки математичної 
моделі процесу теплопровідності виконують усереднення температури за 
товщиною тонкостінного елемента або приймають її лінійну чи поліноміаль-
ну залежність від координати. Таким чином, зменшується розмірність 
рівняння теплопровідності, що спрощує отримання його розв’язку аналі-
тичним або чисельним способом. Часто розв’язування рівняння в оболонці 
розглядають для її серединної поверхні [1] або для поверхні контакту з 
теплопровідним тілом.  

Стосовно методів отримання умов у вигляді рівнянь на поверхні поділу 
тіла тонким конструктивним елементом звернемось до робіт [1, 2]. Тонкий 
проміжний елемент будемо інтерпретувати як тонкостінну оболонку і рів-
няння теплопровідності у ній розглядатимемо у локальній системі криво-
лінійних координат ( , )   на серединній поверхні тонкостінної однорідної 

оболонки, що займає область 0 . Координату в напрямку, перпендику-

лярному до серединної поверхні, позначимо через  ,       . 

Температурне поле 0 ( , , , )t      тонкої оболонки визначаємо з рівнян-

ня теплопровідності, записаного в змішаній системі координат ( , , , )     у 
вигляді [1] 
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де 0  – оператор Лапласа в криволінійній системі координат ( , )  , 0c  – 

теплоємність, 0  – теплопровідність оболонки,   – час. 
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Для рівняння теплопровідності (1) або (3) запишемо граничні та почат-
кові умови. Граничні умови потрібні як на поверхнях, так і на краях кон-
структивних елементів. Залежно від типу граничних умов отримаємо відпо-
відний вигляд розв’язку рівняння.  

Зауважимо, що тонкостінну оболонку 0  віднесено до криволінійних 

координат ( , , )   , а тривимірне тіло надалі розглядаємо в декартовій сис-

темі координат ( , , )x y z . Тому на їхній спільній поверхні використовувати-
мемо обидві системи координат. 

Нехай оболонка 0  контактує вздовж поверхні     з теплопровідним 

тілом, яке в системі координат ( , , )x y z  займає область   і має теплофізич-

ні характеристики c ,  , a  інші, ніж в оболонці. Через 1  позначимо час-

тину межі області  , на якій здійснюється контакт з тонкостінним елемен-
том. Припустимо, що на цій межі виконуються умови ідеального теплового 
контакту:  
– рівність температури 0 ( , , , )t      тонкостінного елемента конструкції і 

температури ( , , , )t x y z   на поверхні контакту 1 : 

 
10 ( , , , ) ( , , , )t t x y z       , (4) 

– рівність потоків тепла у напрямку нормалі до 1 : 
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Враховуючи умови (4), (5), температуру в рівнянні (3) можемо подати 
через температуру та її похідну за   на границі    , що відповідає 

частині 1  границі тіла: 

 
1 0( , , , ) cos ( ) ( , , , )t x y z p t            

 0 ( , , , )1sin ( )
t

p
p  

    
   


 

або, з огляду на формули (4), (5), – 
 

10 ( , , , ) cos ( ) ( , , , )t p t x y z            

 
10

( , , , )1sin ( )
t x y z

p
p n 

    
 

. (6) 
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Якщо на поверхні 1  маємо покриття, яке моделюємо тонкостінним 

елементом, що відповідає координаті    , то на іншій його поверхні 

     також задамо умову, яку повинна задовольняти температура 

0 ( , , , )t     . Ця умова залежить від вхідних даних задачі теплопровідності: 

може бути задана температура, функція теплового потоку або умова кон-
вективного теплообміну із зовнішнім середовищем. Залежно від цього маємо 
одну з таких трьох граничних умов: 

1) Якщо задана температура: 
 0 c( , , , ) ( , , )t           , (7) 

де функцію c ( , , )     вважаємо відомою, то підставивши вираз (6) для 

0 ( , , , )t      у (7), отримаємо операторне рівняння 

 
1

1

c
0

( , , , )1cos 2 ( , , , ) sin 2 ( , , )
t x y z

p t x y z p
p n



         
 

. (8) 

З огляду на те, що значення   є малим, розвинемо операторні функції 
sin 2p  і cos 2p  в ряди в околі нуля і обмежимося лінійною частиною цих 

розвинень. Якщо знехтувати доданками порядку 2( )O  , то при такому пе-

ретворенні формули (8) оператор 2p  також відкидаємо, і формула (8) набу-
ває вигляду 

 
1

1

c
0

( , , , )2( , , , ) ( , , )
t x y z

t x y z
n



       
 

. (9) 

2) Якщо на поверхні      задано тепловий потік: 

 0
0 0

( , , , )
( , , )

t
q

 

    
     


, 

де функцію 0 ( , , )q     вважаємо відомою, то, як і в попередньому випадку, 

отримаємо операторне рівняння 

 
1

1

0
0 0

( , , , ) 1sin 2 ( , , , ) cos 2 ( , , )
t x y z

p p t x y z p q
n



         
  

 

і, зважаючи на малість  , зведемо його до вигляду  

 
1

1

2
0 0

( , , , )
2 ( , , , ) ( , , )

t x y z
p t x y z q

n 

          


 

або, записавши 2p  у вигляді диференціального оператора (2), отримаємо  

 
11

0 0 0
0

( , , , )12 ( , , , ) ( , , )
t x y z

t x y z q
a n 

                
. (10) 

Рівняння (10) на поверхні 0  є рівнянням теплопровідності, що відповідає 

узагальненій граничній умові на границі області  . 
3) Якщо на поверхні      задано конвективний теплообмін, тобто 

маємо граничну умову  

 0
0 c 0

( , , , )
( , , ) ( , , , )

t
t



    
             


( ) , (11) 

де c ( , , )     і коефіцієнт теплообміну   є відомими, то виключивши 0t  в 

умові (11), при      отримаємо 
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10 sin 2 cos 2 ( , , , )p p p t x y z       ( )  

 
1

c
0

( , , , )
cos 2 sin 2 ( , , )

t x y z
p p

n 

               
. (12) 

Оскільки значення   є малим, обмежимося лінійними доданками роз-
винення sin 2p  і cos 2p  в ряди за   в околі нуля. У такому наближенні 
умова (12) набуває вигляду  

 
1

1

2
0

0

( , , , )
2 ( , , , ) 1 2

t x y z
p t x y z

n


            
 

 
1c ( , , ) ( , , , ) 0t x y z         ( )  

або 

 
1 1

0 0
0 0

( , , , )12 ( , , , ) 1 2
t x y z

t x y z
a n 

                     
 

 
1c ( , , ) ( , , , ) 0t x y z         ( ) . (13) 

Рівняння теплопровідності (13) доповнює умову теплообміну на поверх-
ні 1  теплопровідністю вздовж цієї поверхні. У задачі теплопровідності 

для тіла, що займає область  , його можна використати як умову на гра-
ниці 1 , що наближено враховує тепловий контакт з тонкостінним еле-
ментом і опосередковано – теплообмін із зовнішнім середовищем. Умову (13) 
також називають узагальненою граничною умовою [2, 4]. Значення зведеної 

теплопровідності 02  і теплового опору оболонки 
0

2


 все ж залишаються в 

умовах, якщо при моделюванні товщина 2  вважається нехтовно малою.  
Подібно отримуємо умови теплового спряження частин тіла через тон-

ке включення між ними. Поверхні включення, яке має малу товщину 2 , 
позначимо через 1  і 2 . Подання температури приймемо у вигляді (6), 

яким враховуємо умови на границі 1 . На поверхні 2 , що відповідає 

    , також повинні виконуватись умови теплового контакту  

 
20 ( , , , ) ( , , , )t t x y z         або 

20t t    , (14) 

 
2

0
0

( , , , ) ( , , , )t t x y z
n 

      
  

 
 або 

2

0
0

t t
n  

   
 

. (15) 

Умови (14), (15) після підстановки 0 ( , , , )t       запишемо відповідно як 

 
1 2

10

( , , , )1cos 2 ( , , , ) sin 2 ( , , , )
t x y z

p t x y z p t x y z
p n 



      
 

, 

 
1

21

0
( , , , ) ( , , , )

sin 2 ( , , , ) cos 2
t x y z t x y z

p p t x y z p
n n 

          
 

 

або, знехтувавши величинами порядку 2( )O  , як 

 
1 2

10

( , , , )
( , , , ) 2 ( , , , )

t x y z
t x y z t x y z

n 


     
 

, (16) 
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1

1 2

2
0

( , , , ) ( , , , )
2 ( , , , )

t x y z t x y z
p t x y z

n n  

        
 

. (16) 

Таким чином, температура і тепловий потік з обох сторін включення відріз-
няються на величини порядку  .  

З огляду на позначення (2) оператора 2p  умова (16) має вигляд дифе-
ренціального рівняння теплопровідності 

 
1

0 0
0

12 ( , , , )t x y z
a 

       
 

 
1 2

( , , , ) ( , , , )t x y z t x y z
n n 

     
 

, (17) 

що відповідає неідеальному тепловому контакту між частинами теплопро-
відного тіла. Для складеного тіла рівняння (17) можна використати як 
умову на межі поділу. 

Якщо температуру подати замість формули (6) через усереднені за 
товщиною оболонки температурні моменти [1]  

 
2 2

0 1 2
cos sin1
sin 3 sin cos

p p p
t p T T

p p p p
    
    

, 

 1 0 2 02
1 3,        
2 2

T t d T t d
 

 

    
   , (18) 

то, використовуючи (4)–(6), отримаємо такі самі умови (9), (10), (13), (17) за-
лежно від умов на зовнішній границі. Для розподілу температури за тов-
щиною тонкостінного елемента, розвинувши рівність (18) у ряд і відкинув-

ши доданки порядку малості 3( )O  , отримаємо квадратичну за   функцію: 

 
2 2

2 2
0 1 1 2 22 6

t T p T T p T
     


, (19) 

де      . Для спрощення запису в (19) опущено аргументи ( , , , )    . 

Приймемо [1], що при малих   лінійне наближення за   

 0 1 2t T T
 


 (20) 

добре описує зміну температури вздовж товщини тонкостінного елемента. 
Потрібно знайти функції 1T  і 2T , які на серединній поверхні тонкостінного 

елемента залежать від координат  ,   і часу  . Якщо ці функції повільно 

змінюються за просторовими координатами, то значення 0t , отримані за 

формулами (19) і (20), практично збігаються. Зауважимо також, що у ви-
падку однорідного розподілу температури за  ,   і лінійної залежності 
температури вздовж товщини   тонкостінного елемента отримуємо стрибок 
температури між його поверхнями і неперервність теплового потоку, тобто 
можемо використовувати умови неідеального теплового контакту через тон-
костінне включення [7]. 

У цій роботі для ілюстрації отримаємо розв’язок задачі теплопровід-
ності у півсмузі з умовою (13) на границі. Узагальнену умову вигляду (13) 
для задачі у півпросторі за умов конвективного теплообміну на поверхні 
використано також у роботі [9]. 

2. Задача теплопровідності для півсмуги при неоднорідному її нагрі-
ванні. Розглянемо нагрівання тіла, що займає область 0 x L   { ,     

y   , 0 z  } , з поверхні 0z   якого здійснюється теплообмін через 
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тонке плоске покриття. Граничну умову при 0z   приймаємо у вигляді 
(13). Оскільки кривизна покриття відсутня, координати  ,   на поверхні 

0z   співпадають з координатами x , y . Поверхні тіла 0x   та x L  вва-
жаємо теплоізольованими. 

Приймемо, що в умові теплообміну (13) при 0z   температура зовніш-
нього середовища c  залежить лише від x  і не залежить від y  і  . Почат-

кову температуру тіла при 0   приймаємо рівною нулеві. 
 Оскільки температура не залежить від координати y , то рівняння теп-

лопровідності для ( , , )t x z   матиме вигляд 
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2 2

( , , ) ( , , ) ( , , )1 0
t x z t x z t x z

ax z

       
 

, 

 0 ,       0 ,       0x L z       , (21) 

де consta   – коефіцієнт температуропровідності півсмуги. 
Узагальнена гранична умова теплообміну (13) набуває вигляду  
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 

( )  

 ( ) ( , , ) 0c x t x z     ( ) . (22) 

Поверхні 0x   і x L  є теплоізольовані, тобто  

 
0,

( , , )
0

x L

t x z
x 
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

, (23) 

а при великих z  тепловий потік згасає: 

 
( , , )

0
z

t x z
z 

  


. (24) 

У початковий момент часу 0   температура дорівнює нулеві: 

 ( , ,0) 0t x z  . (25) 

Потрібно знайти функцію ( , , )t x z   з розв’язку відповідної задачі тепло-
провідності (21)–(25). 

Задамо функцію c ( )x  на поверхні 0z   у вигляді скінченного ряду 

 c 0
1

( ) cos
M

m
m

m

x
x t t

L

     
  , (26) 

де mt  – задані значення, а m  – добуток   на ціле число, залежне від m . 

Тоді шукану функцію температури ( , , )t x z   можемо подати у вигляді 

 0
1

( , , ) ( , ) ( , ) cos
M

m
m
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x
t x z z z

L

         
 

 . (27) 

При цьому умови (23) на поверхнях 0x   та x L  є виконані.  
Підставимо (27) у рівняння (21), граничні і початкові умови задачі теп-

лопровідності. Для визначення кожної із функцій ( , )m z  , 1, ,m M  , 

отримаємо такі задачі математичної фізики : 
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, (28) 
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 0m mt    ( )  при 0z  , (29) 
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 0m

z





 при z   , (30) 

 0m   при 0  . (31) 

Для визначення 0  при 0m   приймаємо, що 0 0  . 

Щоб знайти функції ( , )m z  , 1, ,m M  , до (28)–(31) застосуємо 

інтегральне перетворення Лапласа за часом. З перетворених рівнянь знай-

демо функції ( , )m z s  (перетворення Лапласа функцій ( , )m z  ). Обернене 

перетворення функцій ( , )m z s  є аналітичним розв’язком задачі (28)–(31): 
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 1,2, ,m M  . (32) 

Тут /m ma L   , а 1,2æ  – корені квадратного рівняння 2 0mb c  æ æ  з 

коефіцієнтами 0
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b r
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

. 

Для числових досліджень формулу (32) запишемо через безрозмірні 

параметри 0
0

a
A

a
 , 0

0


 


, 2

L L
  , 

0

2
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


, 
2

Fo a
L
 , 

0
i i

L
a

  æ , 

1,2i  , z
L

  , де L  – масштабний відрізок відстані. Тоді  

 0
1

( , , Fo) ( ,Fo) ( ,Fo) cos
M

m
m

m

t
L

           
  , (33) 
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У стаціонарному випадку маємо 

 0
2 21
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(1 Bi) Bi
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L m m

t       


     


, (36) 

За формулами (33)–(36) обчислимо зміну температури в часі та її роз-
поділ за координатами для різних співвідношень параметрів і характерис-
тик компонент складеної системи.  

3. Числові розрахунки. Для дослідження залежності температури від 
співвідношень між характеристиками і параметрами тіла і поверхні 0   з 
покриттям використаємо формули (33)–(36).  

У тестових обчисленнях приймемо, що ( )c   змінюється у межах 

0 ( ) 1c     і задається стрибкоподібною функцією  
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Виконаємо обчислення температури на поверхні 0   для різних зна-

чень безрозмірного параметра 
2

Fo 0a
L
  . Приймемо 0 34.722A  , 0   

77.5 , 0.02L  , 37.01 0B 1i 1   , що відповідає значенням 0.001  м, 

0.1L  м, 0.6  Вт/(м ∙ К), 0 46.5  Вт/(м ∙ К), 73.6 10a  м2/с, 0a   
51.25 10 м2/с, 163  Вт/(м2

 ∙ К). 

На рис. 1 показано залежність від   температури на поверхні тіла 

0   для значень Fo 0.00005, 0.0005, 0.002, 0.01  в інтервалі ]0.00005, 0.01[ . 

 

Рис. 1. Розподіл температури на поверхні тіла для вибраних значень змінної Fo . 

Зміну температури на поверхні тіла при 0.02L  , 0 10  , Bi   
35 10  , Fo 0.002  для різних значень відношення коефіцієнтів темпера-

туропровідності 0
0

a
A

a
  наведено на рис. 2а (для 0 0.2, 0.5, 1.0, 2.0A  ) і на 

рис. 2б (для 0 5.0, 10.0, 20.0, 30.0A  ). 
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 а) б) 

Рис. 2. Розподіл температури на поверхні тіла для деяких значень 0A . 

Якщо 0a a , 0
0 1

a
A

a
  , тобто температуропровідність тонкого по-

криття є меншою, ніж температуропровідність тіла, то відбувається тепло-
обмін на поверхні і менше тепла проникає через покриття, тобто маємо 

ефект теплоізоляції. Якщо 0a a , 0
0 1

a
A

a
  , тобто температуропровід-

ність тонкого покриття є більшою, ніж температуропровідність тіла, тоді 
тепло поширюється вздовж поверхні і проникає всередину тіла. 

Стаціонарний розподіл температури на поверхні 0   для різних 

значень 0  показано на рис. 3а ( 0 0.005, 0.01, 0.02, 0.03  ) і рис. 3б 

( 0 0.5, 1.0, 2.0, 3.0  ). Обчислення за формулами (35), (36) виконано при 

значеннях інших безрозмірних параметрів 0 0.5A  , 0.02L  , 30i 5B 1  . 

При зміні 0  в діапазоні ]0.005, 0.03[  температура незначно відріз-

няється (рис. 3а), а при збільшенні 0  ця зміна є відчутною (рис. 3б).  

   

 а) б) 

Рис. 3. Розподіл температури на поверхні тіла для деяких значень 0 . 
На рис. 4 показано зміну потоку тепла ( ,0)xq   на поверхні 0   у ста-

ціонарному випадку, якщо 0 0.5A  , 0. 22 0L L
   , 30i 5B 1  , а 0 5  , 

20, 30, 77.5 . 
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Рис. 4. Тепловий потік xq  уздовж поверхні 0   для деяких значень 0 . 

Хоча c ( )   – стрибкоподібна функція на поверхні, проте ефект наяв-
ності покриття приводить до згладжування функції теплового потоку, тому 
узагальнені дельта-функції тут відсутні.  

На рис. 5 показано потік ( , )zq    на різних відстанях 0, 0.1, 0.2, 0.3   

від поверхні при 0   для стаціонарного розв’язку при 0 0.5A  , 0 0.03  , 

0.02L  , 3Bi 5 10  . Потік тепла зменшується з віддаленням від поверх-
ні, оскільки відбувається його перерозподіл з поверненням тепла у зовніш-
нє середовище. 

  

Рис. 5. Тепловий потік zq  на різних відстанях   від поверхні 0  . 

Висновки. Наведені в статті узагальнені граничні і контактні умови 
дають змогу ефективно враховувати наявність тонкого покриття на поверх-
ні тіла або включення всередині. Отриманий аналітичний розв’язок задачі 
теплопровідності для півсмуги дає можливість детально проаналізувати 
температурне поле і потоки тепла в тілі та на його поверхні, якщо теплооб-
мін з навколишнім середовищем здійснюється через тонке покриття. Спо-
стерігається, що за неоднорідних умов на поверхні здійснюється перероз-
поділ тепла в тілі з поверненням його у навколишнє середовище.  
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A HEAT-CONDUCTION PROBLEM FOR A COMPOSITE BODY WITH ELEMENTS  
OF DIFFERENT DIMENSIONS  
 
The thermal interaction of the bodies with thin elements having dissimilar thermo-
physical properties is investigated. A heat-conduction problem for a half-strip with a 
thin coating on the surface is formulated with the use of generalized boundary 
conditions that approximately take into account the heat exchange with the 
surrounding medium through the coating. With the use of the integral Laplace trans-
form, a solution to this problem is obtained in a closed form, and the transition to its 
dimensionless form, as well as for the stationary case, is carried out. Calculations and 
analysis of the temperature in the area of the body and on its surface are carried out 
for some ratios between the values of the parameters and characteristics of the body 
and the surface coating. 

Key words: heat exchange, thin inclusion, thin surface coating, generalized thermal 
boundary conditions. 
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