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ІДЕНТИФІКАЦІЯ ПАРАМЕТРІВ МОДЕЛІ ІНФЕКЦІЙНОГО 
ЗАХВОРЮВАННЯ З УРАХУВАННЯМ СОРБЦІЙНОЇ ТЕРАПІЇ В 
УМОВАХ ДИФУЗІЙНИХ ЗБУРЕНЬ 
 

Для моделі динаміки вірусної інфекції в умовах адсорбційної терапії запропо-
новано підхід щодо ідентифікації коефіцієнта, що характеризує вплив дифу-
зійного перерозподілу антигенів у мікропорах адсорбента на їхній дифузій-
ний перерозподіл у середовищі організму при різних типах функціональної 
залежності цього коефіцієнта та умов перевизначення. З використанням 
асимптотичних і чисельних методів синтезовано процедуру поетапного на-
ближення розв’язку відповідної сингулярно збуреної модельної задачі із запіз-
ненням і невідомим параметром. Наведено результати комп’ютерних експе-
риментів щодо ідентифікації невідомого параметра. Зазначено, що іденти-
фікація та застосування змінного коефіцієнта адсорбційного впливу забезпе-
чить більш точне прогнозування динаміки інфекційного захворювання, що є 
важливим у системі прийняття рішень щодо застосування різного роду 
лікувальних процедур. 

Ключові слова: модель інфекційного захворювання, адсорбційна терапія, іденти-
фікація параметрів, динамічні системи із запізненням, асимптотичні мето-
ди, зосереджені впливи. 

 
 Вступ. Одним із ефективних методів виведення токсинів і патогенних 
елементів з організму є застосування різного роду адсорбентів. Терапевтич-
на дія таких широко поширених адсорбційних препаратів, як наприклад, 
активоване вугілля, силікагель, пористі смоли, пов’язана, перш за все, з 
наявністю пористої структури окремих частинок адсорбента, що забезпечує 
їхню здатність поглинати та утримувати речовини з навколишнього середо-
вища. Незважаючи на те, що застосування адсорбентів у медичній практиці 
має досить давню історію, інтерес до такої терапії в останні десятиріччя 
відчутно зріс. Зокрема, здатність адсорбентів поглинати не лише токсини, 
але і вірусні та інші патогенні елементи, дозволяє підвищити ефективність 
інших видів терапії при їхньому комплексному застосуванні, зокрема, для 
лікування інфекційних захворювань [9]. 
 Потрібно зазначити, що механізми дії адсорбційних і фармакологічних 
препаратів мають істотні відмінності. Зокрема, процес проникнення токси-
нів та патогенних елементів всередину окремих частинок адсорбента має 
дифузійну природу, а ефективність їх поглинання значною мірою залежить 
як від внутрішньої структури та пористості, так і від розмірів цього адсор-
бента. Тому якісне прогнозування динаміки інфекційного захворювання в 
умовах адсорбційної терапії потребує розробки нових модифікацій та уза-
гальнень відомих і перевірених моделей із застосуванням спеціальних під-
ходів, що дозволяють враховувати ефекти дифузійного розсіювання діючих 
чинників як загалом у середовищі організму, так і всередині мікрочастинок 
адсорбента. 
 Відомими та добре обґрунтованими є описані в [17] так звана найпро-
стіша (базова) модель інфекційного захворювання і модель противірусної 
імунної відповіді. Ці моделі призначені для прогнозування загальних зако-
номірностей розвитку вірусного захворювання з урахуванням гуморального 
та клітинного типів імунітету. У роботі [13] авторами запропоновано спеці-
альну модифікацію базової моделі вірусної інфекції, яка забезпечує ураху-
вання впливу дифузійних збурень діючих чинників на розвиток процесу 
захворювання. Зазначимо, що врахування таких просторових ефектів приз-

                                           
* svbaranovsky@gmail.com 



231 

водить до зниження значень прогнозованої концентрації антигенів в епіцен-
трі зараження, що є важливим для прийняття рішень щодо застосування 
тієї чи іншої програми лікування. У праці [11] таку модифікацію моделі 
вірусного захворювання узагальнено ще й для урахування умов темпера-
турної реакції організму. У [2, 12] запропоновано узагальнення базової 
моделі вірусної інфекції для комплексного урахування дифузійних збурень 
та різного роду зосереджених впливів, що дає можливість прогнозувати 
розвиток процесу захворювання в умовах застосування ін’єкцій різних 
лікарських розчинів. 
 У роботах [18, 19] для опису процесу однокомпонентного адсорбційного 
масоперенесення у деякому модельному середовищі довжини l , заповнено-
му частинками мікропористої структури радіуса R , запропоновано таку 
систему диференціальних рівнянь:  

 inter intra intra,      2t zz r t rr rr R
c D c q q D q q r=
′ ′′ ′ ′ ′′ ′= − θ = + ⋅ /( ) ( )  

за умов  
 ( ,0) 0,       ( , , 0) 0,       ( , )c z q z r c t c∞= = =l , 

 
0 0

( , , ) ( , ),      ( , ) 0,      ( , , ) 0z rz r
q z R t k c z t c z t q z r t= =

′ ′= = = , 

де перше рівняння описує масоперенесення у міжчастинковому просторі, а 
друге – внутрішньочастинкове масоперенесення з концентрацією ( , , )q z r t , 

яка пов’язана з концентрацією ( , )c z t . У праці [1] шляхом узагальнення ба-
зової моделі інфекційного захворювання з використанням ідей моделювання 
процесів адсорбційного масоперенесення представлено математичну модель 
вірусної інфекції з урахуванням адсорбційної терапії в умовах дифузійних 
збурень. Зазначимо, що таке урахуванням адсорбційної терапії при прогно-
зуванні динаміки захворювання забезпечує можливість як прогнозувати до-
даткове зниження концентрації вірусних елементів внаслідок дії адсорбен-
тів, так і певним чином оцінювати «тривалість» цього ефекту. 
 Зауважимо, що ефективність застосування різних адсорбційних препа-
ратів природно буде залежати не лише від дієвості цих препаратів, але і 
від індивідуальних характеристик конкретного організму та його імунної 
системи. У зв’язку з цим важливо мати надійний інструментарій для вста-
новлення персоналізованих параметрів моделей, які будуть задіяні для про-
гнозування динаміки захворювання в умовах застосування відповідної 
терапії. 
 Метою цієї роботи є ідентифікація коефіцієнта, що характеризує вплив 
дифузійного перерозподілу антигенів у мікропорах частинок адсорбента на 
їхній дифузійний перерозподіл у середовищі організму з урахуванням 
різного роду зосереджених впливів. 
 1. Узагальнена модель вірусної інфекції з урахуванням дифузійних 
збурень, зосереджених впливів та адсорбційної терапії. Опишемо динамі-
ку модельних компонент процесу вірусної інфекції з урахуванням адсорб-
ційної терапії, дифузійних збурень і зосереджених впливів аналогічно до 
того, як це зроблено в [1], у простій канонічній області ( , ) :G x t= {  

: , 0x t T− ∞ < < + ∞ < ≤ < ∞}  такою знерозміреною сингулярно збуреною 
системою нелінійних диференціальних рівнянь із запізненням: 
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∂ ∂

, 

 
2

2
2

m
m
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t x

∂ ∂= σ − µ + ε
∂ ∂

 (1) 

за початкових та крайових умов 

 0 0 0( , ) ( , ),    ( , ) ( , ),    0,     ( ,0) ( )V x t V x t F x t F x t t С x C x= = − τ ≤ ≤ =% % % % % , 

 0 0 ( ,0, )
( , 0) ( ),     ( , ,0) ( , ),    0

W x t
m x m x W x r W x r

r
∂= = =

∂
, 

 ( , , ) ( , )W x R t V x t= æ , (2) 

де ( , )V x t , ( , )F x t , ( , )С x t , ( , )m x t  – відповідно концентрації антигенів, спе-
цифічних для них імунних агентів, імунологічних клітин та значення від-
носної характеристики ураження органу-мішені в момент часу t  у точці x ; 

( , , )W x r t  – концентрації антигенів у мікропорах частинок адсорбента (для 
зручності викладок будемо вважати, що їх можна подати у формі куль ра-
діуса R  з центром в точці x ); 0>æ  – константа адсорбційної рівноваги; 
β  – темп розмноження антигенів; γ – коефіцієнт, що визначає результат 

взаємодії антигенів з імунними агентами; τ – запізнення в часі; Сµ  – вели-
чина, обернена до тривалості життя плазматичних клітин; α  – коефіцієнт 

стимулювання імунної системи; C∗  – концентрація імунологічних клітин у 
здоровому організмі; ρ – швидкість виробництва власних імунних агентів 
однією імунологічною клітиною; fµ  – величина, обернена до тривалості іс-

нування імунних агентів; η – витрати імунних агентів на нейтралізацію 
одного антигену; σ – темп ураження клітин органу-мішені; mµ  – швидкість 

відновлення органу-мішені; VDε , FDε , 2 CDε , 2 mDε  – коефіцієнти дифузій-
ного розсіювання відповідно антигенів, імунних агентів, імунологічних та 

уражених клітин; 2 WDε  – коефіцієнт дифузійного перерозподілу антигенів 

у мікропорах адсорбента; WD∗ε  – коефіцієнт, що характеризує вплив дифу-
зійного перерозподілу антигенів у мікропорах адсорбента на їхній дифузій-
ний перерозподіл у середовищі організму, ε  – малий параметр, що харак-
теризує малість впливу на розвиток процесу захворювання дифузійних та 

адсорбційних компонент порівняно з іншими його складовими; 0 ( )C x , 
0 ( )m x , 0 ( , )V x t% , 0 ( , )F x t% , 0 ( , )W x r  – обмежені достатньо гладкі функції. 

Функція ( )mξ  призначена для урахування ефекту зниження інтенсивності 
розмноження імунологічних клітин при значному ураженні органу-мішені, а 

функції ( , )V x tω , ( , )F x tω  – для опису, зокрема, зосереджених змін концен-
трацій антигенів та імунних агентів [11, 12]. 
 Практичне застосування такої узагальненої моделі вірусного захворю-
вання для прогнозування динаміки інфекції за реальних умов природно пе-
редбачає наявність ефективного інструментарію для надійної ідентифікації 
параметрів моделі, зокрема, коефіцієнтів дифузійного розсіювання, за умо-
ви залучення мінімального обсягу спеціалізованих лабораторних дослід-
жень. Вирішення цієї проблеми пов’язане з необхідністю розв’язування від-
повідних обернених задач. Питання коректності, зокрема, стійкості розв’яз-
ку та можливості регуляризації подібного типу задач досліджувались у 
роботах [7, 16]. 
 Зазначимо, що окремі підходи щодо ідентифікації невідомих коефіцієн-
тів дифузійного розсіювання зважених у рідині речовин при фільтрації за 
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умов різного типу функціональної залежності цих коефіцієнтів від просто-
рових координат і часу, а також наявності різних умов перевизначення на-
ведено в роботах [4, 5]. Вважаючи, що процеси дифузійного перерозподілу 
зважених у фільтраційній течії речовин та вірусних частинок і токсинів у 
міжклітинній рідині мають близьку природу, подані в цих роботах підходи 
застосуємо для ефективної ідентифікації невідомих коефіцієнтів дифузій-
ного розсіювання антигенів, імунних агентів, імунологічних та уражених 
клітин до задачі (1), (2). 

 Для визначення невідомого коефіцієнта WD∗ε  спочатку розглянемо де-
який частковий випадок, коли можна вважати, що зі зміною розмірів час-
тинок адсорбентів закони дифузійного проникнення антигенів і токсинів у 
їхні мікропори залишаються незмінними. Таким чином, маємо можливість 
розв’язати друге з рівнянь системи (1) при заданих початковій і граничних 
умовах, а отже, і знайти r r R

W =
′ . При цьому будемо вважати, що значення 

внутрішньої та зовнішньої похідної співпадають. 

 2. Чисельно-асимптотична процедура поетапного наближення роз-
в’язку та ідентифікація коефіцієнта впливу адсорбційної терапії. Як і у 
випадку визначення невідомих коефіцієнтів дифузійного розсіювання дію-
чих чинників моделі (1), (2), вибір процедури ідентифікації коефіцієнта 

WD∗ε , що характеризує вплив адсорбційної терапії на дифузійний перероз-
поділ антигенів в органі-мішені, визначатиметься як типом його функціо-
нальної залежності від просторових координат і часу, так і доступними у 
тій чи іншій ситуації типом додаткових умов перевизначення. Розглянемо 

спочатку ситуацію, коли невідомий коефіцієнт WD∗ε  не залежить від про-
сторових координат, але є змінним за часом. Також будемо вважати, що у 
будь-який момент часу 0t ≥  доступною є інформація щодо значень густи-
ни дифузійного потоку в деякій характерній точці, наприклад, 0x = : 

 
(0, , )

( ) ( )W

r R

W r t
D t W t

r
∗

∗ ∗
=

∂  = ∂ 
. (3) 

Аналогічно, як в [11, 12], розв’язок задачі (1), (2) в області G  урахуванням 
умови (3) знайдемо поетапно на проміжках ( 1)k t kτ ≤ ≤ + τ , 0,1,k = … , як 
послідовність розв’язків задач без запізнення: 
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- -I 
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 ( )
( ) ( 1)

( , 0, )
( , , ) ( , , ),      0k

k k

W x t
W x r kt W x r kt

r−

∂
= =

∂
, 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

(0, , )
( , , ) ( , ),    ( )kW

k k k k
r R

W r t
W x R t V x t D W t

r
∗

∗ ∗
=

∂ = = ∂ 
æ , (5) 

де 

 0 0 0
( 1) ( 1) ( 1)( ,0) ( ,0),      ( ,0) ( ,0),     ( , 0) ( )V x V x F x F x C x C x− − −= = = , 

 0 0
( 1) ( 1)( ,0) ( ),        ( , ,0) ( , )m x m x W x r W x r− −= = ,  

 ( ) ( 1) ( 1)( , ) ( , ) ( , ),       1,2,k k kx t V x t F x t k− −Ψ = − τ − τ = … , 

 0 0
(0)( , ) ( , ) ( , )x t V x t F x tΨ = − τ − τ . 

Як і в [11, 12], для забезпечення необхідного рівня гладкості такого 
розв’язку накладемо додаткові умови узгодження відповідних часткових 
розв’язків у моменти часу τ , 2τ , … . 
 Оскільки на кожному проміжку ( 1)k t kτ ≤ ≤ + τ , 0,1,k = … , маємо син-
гулярно збурені задачі, то, як і в [11–13, 17], наближення їхніх розв’язків 
знайдемо асимптотичним методом. Для цього подамо формально розв’язки 
задач (4), (5) у вигляді таких рядів [6]: 

 ( ) ( ,0) ( , ) ( , )
1

( , ) ( , ) ( , , )
n

i V
k k k i k n

i

V V x t V x t R x t
=

= + ε + ε∑ ,  

 ( ) ( ,0) ( , ) ( , )
1

( , ) ( , ) ( , , )
n

i F
k k k i k n

i

F F x t F x t R x t
=

= + ε + ε∑ ,  

 ( ) ( ,0) ( , ) ( , )
1

( , ) ( , ) ( , , )
n

i m
k k k i k n

i

m m x t m x t R x t
=

= + ε + ε∑ , 

 ( ) ( ,0) ( , ) ( , )
1

( , ) ( , ) ( , , )
n

i C
k k k i k n

i

С С x t С x t R x t
=

= + ε + ε∑ , 

 ( ) ( ,0) ( , ) ( , )
1

( , ) ( , ) ( , , )
n

i W
k k k i k n

i

W W x t W x t R x t
=

= + ε + ε∑ , 

 ( ) ( ,0) ( , ) ( , )
1

( ) ( ) ( , )
Wn

DW W i W
k k k i k n

i

D D t D t R t∗
∗ ∗ ∗

=

= + ε + ε∑ , 

де V
nR , F

nR , m
nR , C

nR , W
nR , ( , )

WD
k nR ∗  – відповідні залишкові члени (при 

0 t T< ≤ < ∞ ); ( , )k iV , ( , )k iF , ( , )k im , ( , )k iC , ( , )k iW , ( , )
W

k iD∗ , 0,1, ,i n= … , – шу-

кані функції (члени асимптотики). З огляду на те, що розміри частинок ад-
сорбента R  є малими ( ( )R O= ε ), застосуємо також регуляризуюче пере-

творення r r= ε% / , 0 r R R≤ ≤ = ε%% /  [3, 6, 14]. Як наслідок, наприклад, у ситу-

ації, коли орган-мішень має незначні ураження ( ( ) 1mξ = ), для знаходжен-

ня функцій ( ,0)kV , ( ,0)kW , ( ,0)kC , ( ,0)kF , ( ,0)km  отримаємо задачу, вироджену 

стосовно вихідної задачі (4), (5): 

 ( ,0)
( ) ( ,0) ( ,0) ( ,0)

k V
k k k k

V
V F V

t

∂
= ω + β − γ

∂
, 

 
2

( ,0) ( ,0) ( ,0)
2

2k k kW
W W W

D
t r rr

∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂∂ % %%
, 
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 ( ,0)
( ) ( ,0)( )k
k С k

C
C С

dt
∗∂

= αΨ − µ − , 

 ( ,0)
( ) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0)

k F
k k f k k k

F
C F F V

dt

∂
= ω + ρ − µ − ηγ , 

 ( ,0)
( ,0) ( ,0)

k
k m k

m
V m

t

∂
= σ − µ

∂
, 

 ( ,0) 1 ( ,0) 1( , ) ( , ),      ( , ) ( , )k k k kС x k C x k m x k m x k− −τ = τ τ = τ , 

 ( ,0) 1 ( ,0) 1( , ) ( , ),      ( , ) ( , )k k k kV x k V x k F x k F x k− −τ = τ τ = τ , 

 ( ,0)
( ,0) ( 1)

( , 0, )
( , , ) ( , , ),     0k

k k

W x t
W x r k W x r k

r−

∂
τ = τ =

∂
, 

 ( ,0) ( ,0)( , , ) ( , ),    ( 1)k kW x R t V x t k t k= τ ≤ ≤ + τæ , (6) 

а також задачі для знаходження функцій ( , )k iV , ( , )k iW , ( , )k iС , ( , )k iF , ( , )k im , 

1, ,i n= … , що забезпечують урахування процесу дифузійного розсіювання 
діючих чинників: 

 ( , )
( , ) ( ,0) ( , ) ( ,0) ( , ) ( , )

k i V
k i k k i k k i k i

V
V a F b V

t

∂
= β − γ + + Φ

∂
( ) , 

 
2

( , ) ( , ) ( , )
2

2k i k i k iW
W W W

D
t r rr

∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂∂ % %%
, 

 ( , )
( , ) ( , )

k i C
С k i k i

C
C

dt

∂
= − µ + Φ , 

 ( , )
( , ) ( , ) ( ,0) ( , ) ( ,0) ( , ) ( , )

k i F
k i f k i k k i k k i k i

F
C F a F b V

dt

∂
= ρ − µ − ηγ + + Φ( ) , 

 ( , )
( , ) ( , ) ( , )

k i m
k i m k i k i

m
V m

t

∂
= σ − µ + Φ

∂
, 

 ( , ) ( , ) ( , )( , ) 0,      ( , ) 0,      ( , ) 0k i k i k iС x k m x k V x kτ = τ = τ = , 

 ( , ) ( , )( , ) 0,      ( , , ) 0k i k iF x k W x r kτ = τ = , 

 ( , )
( , )

( ,0, )
0,    ( , , ) 0,    ( 1)k i

k i

W x t
W x R t k t k

r

∂
= = τ ≤ ≤ + τ

∂
, (7) 

де 

 ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0)( , ),       ( , )k k k ka V x t b F x t= = , 

 
2 2

( ,0) ( ,0) ( ,0)
( ,1) ( ,0) ( ,1)2 2

,     k k kV V W F F
k k k

r R

V W F
D D D

rx x
∗

=

∂ ∂ ∂ Φ = − Φ = ∂∂ ∂ 
, 

 ( ,1) ( ,1) 0C m
k kΦ = Φ = , 

 
2 1 1

( , 1)( , 1)
( , ) ( , ) ( , ) ( , )2

1 0

i i
k i jk iV V W

k i k j k i j k j
r Rj j

WV
D F V D

rx

− −
− −−

− ∗
== =

∂∂  Φ = − γ −  ∂∂  
∑ ∑ , 

---
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2 2 1

( , 2) ( , 1)
( , ) ( , ) ( , ) ( , )2 2

1

,      
i

k i k iC C F F
k i k i k i j k j

j

C F
D D F V

x x

−
− −

−
=

∂ ∂
Φ = Φ = − ηγ

∂ ∂
∑ , 

 
2

( , 2)
( , ) 2

,      2, ,k im т
k i

m
D i n

x

−∂
Φ = =

∂
… . 

 При цьому шукані функції ( , )
W

k iD∗ , 2, ,i n= … , асимптотичного розви-

нення невідомого коефіцієнта виражаються через вже знайдені раніше 
члени асимптотики: 

 
∗

∗
∗

=

=
∂ 

 ∂ 

( )
( ,0)

( ,0)

( )
( )

(0, , )
kW

k
k

r R

W t
D t

W r t

r

, 

 

−
− −

∗
==

∗ −

=

∂ 
 ∂ 

= −
∂ 

 ∂ 

∑
2

( , 1)
( , )

0
( , 1)

( ,0)

(0, , )

( )
(0, , )

i
k i jW

k j
r RjW

k i
k

r R

W r t
D

r
D t

W r t

r

.  

 Зазначимо, що такий підхід легко адаптується для випадку, коли за 
додаткову доступну умову виберемо умову перевизначення інтегрального 
типу, наприклад: 

 ∗ δ =∫
0

( ) ( ) (0, , ) ( )
R

WD t t W r t dr W to
o , (8) 

де ( )tδ  – деяка відома функція, що визначається за результатами спеці-
альних експериментальних досліджень і характеризує здатність адсорбента 
відповідного типу поглинати вірусні елементи залежно від їхнього обсягу, 
що вже утримується в мікропорах, та концентрації антигенів на границі 
частинки цього адсорбента [18, 19]. Застосувавши, аналогічно до поперед-
нього, поетапну процедуру чисельно-асимптотичного наближення шуканого 

розв’язку, отримаємо задачі (6), (7). При цьому, як і раніше, функції ( , )
W

k iD∗ , 

2, ,i n= … , асимптотичного розвинення коефіцієнта впливу адсорбційної те-
рапії виразяться через уже відомі члени асимптотики: 

 
( )

( ,0)

( ,0)
0

( )
( )

( ) (0, , )

kW
k R

k

W t
D t

t W r t dr
∗ =

δ ∫

o
o

, 

 

2

( , ) ( , 1)
0 0

( , 1)

( ,0)
0

(0, , )

( )

( ) (0, , )

Ri
W

k j k i j
jW

k i R

k

D W r t dr

D t

t W r t dr

−

∗ − −
=

∗ −

−

=

δ

∑ ∫

∫
. 

 Розглянемо тепер випадок, коли невідомий коефіцієнт 2
WD∗ε  зі зміною 

часу не міняється і залежить лише від просторових координат. Вважати-
мемо, що у початковий момент часу значення похідної від функції ( , )V x t  

можемо визначити як односторонню похідну від заданої функції 0 ( , )V x t : 

 
0

0 0 0

( , ) ( , )
( )

t t

V x t V x t
V x

t t ∆
= = −

∂ ∂= =
∂ ∂

. (9) 
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Тоді, використовуючи (9) як умову перевизначення та підставляючи відпо-
відні умови (2) і (9) у перше з рівнянь (1), отримаємо для моменту часу 

0t =  рівняння, з якого визначимо невідомий коефіцієнт впливу адсорбцій-
ної терапії: 

 

2 0
0 0

2

0

( ,0)
( ,0) ( ,0) ( , 0) ( )

( )
( , )

V V

W

r R

V x
x F x V x D V x

xD x
W x r

r

∆

∗

=

∂
ω + β − γ + ε −

∂ε =
∂  ∂ 

( )
. (10) 

Якщо ж існує можливість оцінити значення похідної функції ( , )V x t  
(зокрема, у сенсі Гато чи Фреше тощо) у середовищі органу-мішені в де-
який наступний момент часу t t= : 

 
( , )

( )
t t

V x t
V x

t =

∂ =
∂

, (11) 

то невідомий коефіцієнт впливу адсорбційної терапії ( )WD x∗  знайдемо та-

ким чином. Будемо вважати, що момент часу t  є достатньо близьким до по-
чаткового моменту часу, зокрема, 0 t< < τ . Тоді значення шуканих функ-

цій ( , )V x t , ( , , )W x r t , ( , )C x t , ( , )F x t , ( , )m x t  у момент часу t  також ма-

ють бути досить «близькими» до значень розв’язку (0,0) ( , )V x t , 

(0,0)( , , )W x r t , (0,0) ( , )C x t , (0,0) ( , )F x t , (0,0) ( , )m x t  відповідної виродженої 

задачі. Як і раніше, наближення розв’язку вихідної задачі будемо шукати 
асимптотичним методом, формально подавши невідомий коефіцієнт у 
вигляді ряду 

 (0) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( , )
Wn

DW W i W
i n

i

D x D x D x R x∗
∗ ∗ ∗

=

= + ε + ε∑ .  

Після застосування стандартної «процедури прирівнювання», як і в 
попередньому випадку, на проміжку 0 t< ≤ τ  отримаємо задачі (6), (7) для 
знаходження функцій (0,0)V , (0,0)W , (0,0)С , (0,0)F , (0,0)m . А для знаходження 

невідомих функцій асимптотичного наближення коефіцієнта ( )WD x∗  та 

(0, )iV , (0, )iW , (0, )iС , (0, )iF , (0, )im  з урахуванням (11) отримаємо такі задачі: 
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C F a F b V
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∂
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m
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= σ − µ + Φ
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де 

 
2

(0,0) (0,0)
(0,1) (0)2
V V W

r R

V W
D D

rx
∗

=

∂ ∂ Φ = −  ∂ ∂
% ,  

 
2 1 2

(0, 2)(0, 1)
(0, ) (0, ) (0, ) ( )2

1 0

i i
i jiV V W

i j i j j
r Rj j

WV
D F V D

rx

− −
− −−

− ∗
== =

∂∂  Φ = − γ −  ∂ ∂
∑ ∑% , 

 (0, ) (0, ) (0, ) (0, )( , ),       ( , )i i i iV V x t F F x t= = ,  

 (0,0) (0, ) (0, ) (0, )( , ),      ( , ),       2, ,V
i i iW W x t x t i n= Φ = Φ =% … , 

 (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)( , ),       ( , )a a x t b b x t= = . 

 Якщо ж невідомий коефіцієнт впливу адсорбційної терапії WD∗  є змін-
ним і в часі, і за просторовою координатою, а допустимою формою відповід-

ної функціональної залежності є добуток ( , ) ( ) ( )W W WD x t D x D t∗ ∗ ∗= % , то його 
ідентифікацію здійснимо шляхом комбінування описаних вище процедур. 
Спочатку, використовуючи процедуру поетапного чисельно-асимптотичного 
наближення шуканого розв’язку модельної задачі та умови перевизначення 
типу (3) або (8), знайдемо невідомі функції асимптотичного наближення 

коефіцієнта ( )WD t∗
% . Далі, використовуючи (10) за умови перевизначення (9) 

або шляхом розв’язання додаткових задач (12), що будуються з урахуван-
ням умови перевизначення типу (11), знаходимо невідомий коефіцієнт 

( )WD x∗ . 
 Зазначимо також, що в окремих випадках значення невідомого коефі-

цієнта ( , )WD x t∗  можемо шукати шляхом адаптивного наближення прогноз-
ної динаміки діючих чинників захворювання з урахуванням адсорбційної 
терапії та даних лабораторних спостережень. 
 У процесі ітерацій розв’язок задач (6), (7) та (10) на кожному часовому 
проміжку ( 1)k t kτ ≤ ≤ + τ , 0,1,k = … , знаходимо чисельними методами (на-
приклад, Рунґе – Кутта), використовуючи вже знайдений розв’язок задачі 
на попередньому часовому проміжку. Оцінювання залишкових членів та ви-
значення просторово-часових інтервалів збіжності при прогнозуванні конк-
ретних процесів захворювання виконуємо аналогічно, як у [2, 11–13, 17]. 

 3. Результати числових експериментів. Для ефективного застосування 
адсорбційної терапії при лікуванні вірусної інфекції необхідно забезпечити 
можливість прогнозувати вплив відповідних препаратів на динаміку захво-
рювання. При цьому тривалість та інтенсивність дії таких препаратів ви-
значатиметься як властивостями адсорбентів, так і коефіцієнтом впливу 
адсорбційної терапії. Цілком природно припустити, що функціональна за-
лежність цього коефіцієнта від просторових координат і часу визначати-
меться властивостями органу-мішені та матиме індивідуальний характер. 
Таким чином, важливо мати надійний інструментарій оперативної та персо-
налізованої ідентифікації вказаного параметра. Зважаючи на це, комп’ю-
терні експерименти були зосереджені на дослідженні особливостей прак-
тичного застосування наведених у роботі процедур ідентифікації коефіці-
єнта впливу адсорбційної терапії для різних ситуаційних випадків.  

На рис. 1 проілюстровано модельну динаміку кількості антигенів ( )V t  у 
деякому епіцентрі зараження при різних комбінаціях значень коефіцієнтів 
дифузійного розсіювання та коефіцієнта впливу адсорбційної терапії в умо-
вах гострої форми захворювання. Крива 1 відповідає значенням 0.00ε =  і 

-I 
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0.00WD∗ = , крива 2 – значенням 0.05ε =  і 0.00WD∗ = , крива 3 – значенням 

0.05ε =  і ( )W WD D t∗ ∗= . Як і очікувалось, найбільше значення максимальної 
кількості антигенів спостерігалось у модельній ситуації без урахування 
впливу як адсорбційної терапії, так і дифузійного розсіювання діючих чин-
ників (крива 1). 

Як приклад ідентифікації коефіцієнта впливу адсорбційної терапії роз-
глянуто модельну ситуацію, коли цей коефіцієнт є залежним від часу і за 
результатами обробки даних лабораторних досліджень є доступною інфор-
мація щодо модельної залежності густини дифузійного потоку антигенів 

( )W t∗
∗  у деякій характерній точці (наприклад, в точці відбору біоматеріалів 

для відповідних лабораторних аналізів) у вигляді 
1

1
1( )

cb tW t a e−∗
∗ = +  

2 1 2 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
2 / 1 / 1b t d b t d c t d c t da e e e e− − − −+ + − +( ) ( )( ) . (Тут 5

1 9.5 10a −= ⋅ , 

1 6.5b = , 1
1 6.35 10c −= ⋅ , 5

2 5.3 10a −= ⋅ , 2 1.35b = , 1 0.2d = , 2 1.6c = , 

2 1.835d = ). Зауважимо, що така залежність забезпечує необхідну від-

мінність значень густини відповідного дифузійного потоку ( )W t∗
∗  у моде-

льованій ситуації від значень густини у випадку сталого коефіцієнта 

constWD∗ = . Якщо вихідні дані надані у дискретній формі, то застосуємо, 
наприклад, процедуру чебишовського наближення функції сумою многочле-
на і виразу з деяким нелінійним параметром згідно з [8]. Ідентифіковані за 
результатами комп’ютерного експерименту значення коефіцієнта впливу 

адсорбційної терапії * ( )WD t  при 0.05ε =  наведено на рис. 2.  

  

 Рис.1. Динаміка антигенів ( )V t . Рис. 2. Ідентифіковані значення коефіці 

  єнта впливу адсорбційної WD∗ . 

Як і передбачалось, ідентифіковані значення коефіцієнта ( )WD t∗  після 
початкового збільшення далі зменшуються, наближаючись з часом до ну-
льових значень. 
 Висновки. На основі модифікованої моделі динаміки вірусної інфекції з 
урахуванням дифузійних збурень та адсорбційної терапії запропоновано 
підхід щодо ідентифікації коефіцієнта впливу адсорбентів на динаміку ан-
тигенів в середовищі організму для різних типів функціональної залежності 
цього параметра та доступних умов перевизначення. З використанням 
асимптотичних та числових методів синтезовано ефективну обчислювальну 
процедуру поетапного наближення розв’язку вихідної модельної сингуляр-
но збуреної задачі із запізненням та невідомим коефіцієнтом. 
 Наведені в роботі результати комп’ютерних експериментів демонстру-
ють достатню ефективність запропонованого підходу для ідентифікації ко-

ефіцієнта впливу ( )WD t∗  адсорбційної терапії на динаміку антигенів в умо-
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вах, коли інтенсивність такого впливу залежить не лише від властивостей 
адсорбента, але й від властивостей органу-мішені та, природно, має індиві-
дуальний характер. Наявність такого типу інструментів для ідентифікації 
та застосування змінного коефіцієнта адсорбційного впливу дозволяє за-
безпечити більш точне прогнозування динаміки вірусного захворювання в 
умовах адсорбційної терапії, що має важливе значення для системи при-
йняття рішень щодо формування оптимальних персоналізованих програм 
лікування. 
 У перспективі передбачається розвиток запропонованого підходу для 
випадків моделювання інфекційного захворювання з урахуванням конвек-
ції, температурної реакції організму, змішаних інфекцій в умовах фармако- 
та імунотерапії. Перспективним також є урахування випадкових факторів 
[10, 15]. 
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IDENTIFICATION OF THE PARAMETERS OF INFECTIOUS DISEASE MODEL TAKING INTO 
ACCOUNT SORPTION THERAPY UNDER THE CONDITIONS OF DIFFUSION PERTURBATIONS 
 
For a model of the dynamics of a viral infection under conditions of adsorption thera-
py, an approach is proposed to identification of the coefficient that characterizes the 
effect of diffusion redistribution of antigens in the adsorbent micropores on their 
diffusion redistribution in the body environment for various types of functional 
dependence of this coefficient and overdetermination conditions. Using asymptotic and 
numerical methods, a step-by-step procedure for the approximation of solution of the 
corresponding singularly perturbed model problem with a delay and an unknown 
parameter is synthesized. The results of computer experiments on the identification of 
an unknown parameter are presented. It is noted that the identification and application 
of a variable coefficient of adsorption effect will provide a more accurate prediction of 
the dynamics of an infectious disease, which is important in the decision-making 
system for the use of various types of treatment procedures. 

Key words: infectious disease model, adsorption therapy, parameter identification, 
dynamical systems with time delay, asymptotic methods, concentrated effects. 
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