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ЕФЕКТИВНІ ТЕРМОПРУЖНІ МОДУЛІ ДИСКРЕТНИХ КОМПОЗИЦІЙНИХ 
ШАРІВ У МЕЖАХ МОДЕЛІ ОРТОТРОПНОГО МАТЕРІАЛУ 
 

Запропоновано новий структурний підхід визначення ефективних термо-
пружних модулів шаруватого композита в межах моделі ортотропного ма-
теріалу. Сформульовані гіпотези про напружено-деформований стан тонких 
дискретно розглядуваних шарів вибрано за основу для усереднення їхніх 
властивостей по товщині. Всі шари поділені на дві підмножини залежно від 
переважаючої жорсткості в одному з двох взаємно перпендикулярних на-
прямків. Для кожної з підмножин використано окремі алгоритми усереднен-
ня, які комбінують способи Фойґта і Реусса (усереднення жорсткості або 
податливості, відповідно). Отримано повну просторову модель термопруж-
них характеристик шаруватого композита, що враховує поперечні нормаль-
ні та зсувні деформації. 

Ключові слова: шаруватий композит, ортотропний матеріал, правило усеред-
нення, ефективні термопружні модулі. 

 
Вступ. Композиційні матеріали (КМ) складають значну частку в кон-

струкціях, приладах, устаткуванні та виробах низки високотехнологічних 
сучасних галузей. Це стосується, насамперед, аерокосмічної промисловості, 
суднобудування і спеціального машинобудування, де ставляться підвищені 
вимоги щодо міцності та надійності, а також щодо оптимальності за крите-
рієм матеріаломісткості [8, 13, 17, 20]. Серед КМ важливе місце займають 
шаруваті структури. До них відносять, зокрема, полімерні композити, що 
формуються шляхом неперервної намотки чи на тканій основі. Такі КМ 
забезпечують необхідний баланс між складністю виготовлення і рівнем 
експлуатаційних навантажень. Визначення напружено-деформованого ста-
ну (НДС) конструктивних елементів із шаруватих КМ залежить від число-
вих оцінок фізико-механічних, зокрема термомеханічних, характеристик [9, 
12, 14, 23, 25]. Для пакета шарів їх не завжди можна визначити експери-
ментально в повному обсязі, навіть у межах моделі ортотропного матеріалу 
[2, 10]. 

Для усереднення характеристик КМ часто використовують підходи 
мікро-, мезо- та макромеханіки у поєднанні з чисельним моделюванням і 
лабораторним експериментом. Такі дослідження не втрачають актуальності 
й на сучасному етапі [1, 4–6, 11, 22]. Для шаруватих композитів аналітич-
ний підхід передбачає застосування структурних даних (зокрема, про роз-
поділ армувальних волокон по товщині і по напрямках у площині шарів) і 
деяких правил усереднення з метою заміни реальної структури певним 
представницьким об’ємом (моношаром). Чисельне моделювання, зокрема, з 
використанням методу скінченних елементів [28], можна виконувати як для 
знаходження констант, що входять у рівняння стану, так і для розв’язуван-
ня прикладних задач для елементів конструкцій із шаруватих КМ на основі 
класичної або уточненої теорій пластин [7, 18, 19, 21]. Натурний експери-
мент та інструментальні вимірювання дають змогу підтвердити теоретичні 
результати й адекватність прийнятих гіпотез та оцінити статистичну по-
хибку [17, 26]. 

Єдиної методики визначення усереднених характеристик матеріалу, 
задовільно узгоджених з експериментом та практикою їхньої експлуатації, 
для композиційних матеріалів не існує [2, 7, 17, 24, 27]. Переважно застосо-
вують деякі правила змішування у межах феноменологічного або структур-
ного підходів. У першому підході передбачається опрацювання та узгод-
ження експериментальних і теоретичних даних, а в структурному підході 
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використовується, як правило, низка гіпотез, що дає змогу отримати розра-
хункові формули, які комбінують пружні модулі, відносні вмісти армуваль-
них складових тощо. 

Відомі два підходи до усереднення по об’єму – Фойґта (W. Voigt) [7] і 
Реусса (A. Reuss) [7], що базуються на гіпотезах про однакові деформації 
( constε = ) чи однакові напруження ( constσ = ), відповідно (див. рис. 1). На-
приклад, для ефективного модуля Юнґа 1E  у напрямку армування на рівні 
мікромеханіки застосовують пряме правило усереднення (жорсткостей) – 
підхід Фойґта, що, як відомо, дає завищені значення: 

 (1) (1) (1) (2)
1 1E E E= ω + − ω( ) , 

де (1)E , (2)E  – модулі Юнґа матриці та армувальних волокон, (1)ω  і (1)1 − ω  
– їхні відносні об’ємні вмісти відповідно. І навпаки, в напрямку, перпенди-
кулярному до укладки волокон, значно кращі оцінки дає усереднення по-
датливостей (тобто величин, обернених до модулів пружності) – підхід 
Реусса: 

 (1) (1) (1) (2)
21/ / 1 /E E E= ω + − ω( ) . 

Застосування до одного параметра обох правил арифметичного й гео-
метричного усереднення дає, відповідно, верхню та нижню оцінки. Сучасні 
структурні підходи, як правило, комбінують ці гіпотези з метою уточнення 
вірогідного ефективного значення [15, 16]. 

   
 а) б) 

Рис. 1. Пряме (a) й обернене (б) усереднення пружних модулів ( )NE  шаруватої плас-
тини та аналогія з простими елементами пружин з жорсткостями 1k , 2k . 

Мета дослідження – запропонувати для визначення ефективних тер-
мопружних модулів шаруватого композита достатньо простий і практичний 
структурний підхід, який враховує відмінності деформування у двох вза-
ємно перпендикулярних напрямках у площині моношару, який розгля-
датимемо як ортотропний матеріал з усередненими властивостями. Залеж-
но від жорсткості окремих шарів, тобто від напрямків переважаючого арму-
вання, використовуватимемо пряме або обернене усереднення для отриман-
ня повного набору «інженерних» сталих ортотропного матеріалу. 

Обмежимося припущенням, що окремі шари композита, які розгляда-
тимемо дискретно, мають властивості, адекватні до моделі ортотропного 
матеріалу. Також увесь пакет шарів як моношар вважатимемо ортотропним 
матеріалом. Прикладами є симетрично перехресно-армований у площині 
шарів матеріал зі спільною віссю симетрії для усіх систем армування шарів 
або шари з ортогональним армуванням у двох напрямках [3]. Це дає змогу 
ввести спільну систему координат, що відповідатиме напрямкам ортотропії 
усереднених властивостей. Особливістю підходу також є те, що не ігнорува-
тимемо трансверсальні деформації зсуву та стиснення. 
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1. Модель ортотропного матеріалу. Рівняння стану ортотропного мате-
ріалу з урахуванням температурного розширення для деформацій у за-
гальноприйнятих тензорних позначеннях [7, 18, 19, 21] має вигляд 

 ij ijkm km ij ijC Tε = σ + δ α ∆ , (1) 

де ijσ , ijε  – компоненти симетричних тензорів напружень та деформацій 

відповідно, iiα  – коефіцієнти температурного розширення, 0T T T∆ = −  – 

приріст температури T  відносно деякого початкового значення 0T , ijkmC  – 

симетричний тензор податливостей четвертого рангу, ijδ  – символ Кроне-

кера. У розгорнутому вигляді з використанням нотації Фойґта та фізико-
механічних характеристик матеріалу (модулів Юнґа iiE , модулів зсуву ijG  

і коефіцієнтів Пуассона ijµ ) отримаємо матричне рівняння: 
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Матриця податливостей ijkmC  є симетричною, оскільки 

 / /iijj jjii ij ii ji jjC C E E= = −µ = −µ . 

Вважатимемо модель ортотропного матеріалу фізично допустимою, що 
дає умову невиродженості матриці податливостей: 

 
21 31

3 11 22 33 12 13 23 3 12 32

13 23

1
0    det 1 0

1
E E E G G G

−µ −µ 
 ∆ ≠ ⇒ ∆ = −µ −µ ≠
 −µ −µ 

( )/ . 

Тоді обернені співвідношення до рівняння (1) можна записати і для напру-
жень: 

 ij ijkm km ij ijA Tσ = ε − δ β ∆ , (3) 

де ijkmA  – симетричний тензор жорсткостей четвертого рангу, ijβ  – коефі-

цієнти термічної жорсткості. 
Для подальших викладок зручно розглядати перші два з матричного 

рівняння (2) як систему для визначення нормальних напружень 11σ  і 22σ : 

 11 11 11 21 22 1 33 11( )E Tσ = ε + µ ε + λ σ − β ∆ , 

 22 22 22 12 11 2 33 22( )E Tσ = ε + µ ε + λ σ − β ∆ , (4) 

які потім підставимо в третє з рівнянь (2): 

 33 3 33 1 11 2 22 33E Tσ = ε + λ ε + λ ε − β ∆( ) . (5) 

Тут позначено 

 11 11 11 11 11 21 22/ ,      ( ),      1 2E E E= δ β = α + µ α ↔ , 

 11 31 21 32 12 23 13
1

33

( )
,      1 2

E
E

µ + µ µ µ µ + µ
λ = = ↔

δ
, 

 33 3 33 12 21 33 33 33 1 11 2 22( / ) ,      1 ,      ( )E E E= δ ∆ δ = − µ µ β = α + λ α + λ α . 
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Рівняння (4), (5) надалі використовуємо для побудови термопружних 
співвідношень між деформаціями та напруженнями для пакета відносно 
тонких шарів як деякого гомогенізованого ортотропного матеріалу, з ураху-
ванням просторового характеру НДС. Зокрема, отримаємо пружні сталі та 
термічні жорсткості, асоційовані з 3iσ  та 3iε , 1,2, 3i = . 

Постулюємо модель ортотропії матеріалу як для окремих шарів, так і 
для всього пакета як деякого моношару з усередненими властивостями. 
Верхній індекс у дужках ( )l  вказуватиме на приналежність до l -шару 

( 1, ,S N∈ = …l { } , N  – кількість шарів), а для пакета в цілому його опуска-

тимемо. Вважатимемо, що компоненти жорсткості ( )
ijkmA l  для всіх шарів є 

відомими, а метою є визначення ефективних (усереднених) модулів пакета 
як моношару. Зауважимо, що характеристики жорсткості однозначно по-
в’язані з фізико-механічними характеристиками матеріалу, які найчастіше 

використовуються на практиці: модулями Юнґа ( )
iiE l , коефіцієнтами Пуас-

сона ( )
ijµ l , модулями зсуву матеріалу ( )

ijG l  та трьома коефіцієнтами темпе-

ратурного розширення iiα . Зокрема, вони є вхідними даними для програм 
скінченно-елементного аналізу, причому для отримання числового резуль-
тату, як правило, вимагається повний набір характеристик, що притаман-
ний для тривимірного НДС. Загалом можна вважати, що всі шари мають 
різні властивості, однак на практиці структура пакета шарів часто містить 
значно меншу кількість різних наборів властивостей (у межах моделі орто-
тропного матеріалу), що можуть повторюватися й чергуватися, зокрема, з 
варіацією товщин шарів або орієнтацією напрямків армувальних волокон. 

Важливим випадком є шаруваті полімерні композитні матеріали та ви-
готовлені з них осесиметричні ємності, отримані шляхом неперервної на-
мотки із симетричним укладанням волокон армування однакового об’ємного 
вмісту або тільки коловою намоткою, коли кут між напрямком волокна та 
віссю обертання складає майже 90°. Іншим прикладом можуть бути компо-
зитні матеріали на тканій основі, де волокна в двох напрямках армування є 
взаємно перпендикулярними. Можливі й складніші просторові схеми арму-
вання. У випадку, коли осі ортотропії всіх шарів будуть співнапрямлені до 
осей деякої ортогональної системи координат, то для пакета шарів можна 
запропонувати усереднення властивостей, виходячи з моделі ортотропного 
матеріалу. Загальноприйнято вважати, що осі 1 і 2 цієї системи координат 
розміщені у площині армування шарів, а вісь 3 напрямлена перпендику-
лярно до площини шару. Нехай також існує спільна система відліку, в якій 
всі елементарні шари є ортотропними, тобто без повороту осей координат 
окремих шарів. Зауважимо, що напрямки армування можуть відхилятися 
від напрямку осі 1 (але симетрично) незалежно для кожного шару. Якщо 

( ) ( )
11 22E E>l l , то напрямок 1 називатимемо напрямком переважаючого арму-

вання. Якщо ( ) ( )
11 22E E<l l , то напрямком переважаючого армування буде на-

прямок 2. Шаруватий композит може мати як шари з чітко вираженим пе-
реважаючим напрямком армування, так і трансверсально-ізотропні або 

ізотропні шари, якщо ( ) ( )
11 22~E El l . 

2. Основні гіпотези. У цій роботі в межах структурного підходу при-
ймемо такі гіпотези для шаруватого композиційного матеріалу. 

I. Фізико-механічні властивості представницького (елементарного) 
об’єму КМ є результатом взаємодії пакета елементарних шарів (постійної 
товщини), які вважатимемо для представницького об’єму достатньо тонки-
ми. Тому компоненти напружень, деформацій та температури вважатимемо 
постійними по товщині у кожному шарі. Ефектами міжконтактної взаємодії 
шарів на мікрорівні (поблизу поверхонь контакту) нехтуємо. 
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II. Деформування кожного з елементарних шарів відбувається пружно, 
з урахуванням температурної складової деформації, а зв’язок між напру-
женнями, деформаціями і температурою має вигляд співвідношень Дюа-
меля – Неймана для ортотропного матеріалу (1). 

III. Між шарами композита існує повний силовий контакт без проков-
зування чи інших дефектів (непроклеїв, відшарувань тощо). Це передбачає 
рівність нормальних і дотичних напружень, пов’язаних із напрямком 3: 

 ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)
33 33 13 13 23 23,       ,       + + +σ = σ σ = σ σ = σl l l l l l , 

де вже використано гіпотезу про кусково-сталий характер напружень у 
дискретних шарах. 

IV. Мають зміст усереднені значення компонент поля напружень, де-
формацій і температури, отримані за правилом «простої суміші», пропор-

ційно до відносних (парціальних) вмістів ( )ω l : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),      ,      ij ij ij ij T Tσ = ω σ ε = ω σ = ω∑ ∑ ∑l l l l l l, (6) 

де ( ) ( )
S∈

=∑ ∑… …
l

, ( ) ( )/h Hω =l l , ( ) 1ω =∑ l , ( )h l  – товщина шару ( )l , H  – 

сумарна товщина пакета. 

V. Середня температура композита дорівнює температурі кожного з 
шарів: 

 ( ) ,      1T T N= ≤ ≤l l . 

Крім цих основних гіпотез I–V, необхідні додаткові гіпотези щодо па-
раметрів НДС шарів КМ, які уможливлюють практичне отримання залеж-
ностей для ефективних властивостей композита як моношару. Такі припу-
щення-обмеження визначають специфіку теоретичної моделі шаруватого 
композита. 

Особливістю запропонованого підходу є гіпотетична можливість одно-
значно віднести кожен із шарів до однієї з двох підмножин 1S  і 2S , 

1 2 0S S =∩ : 1S  – це шари, в яких переважає жорсткість в напрямку 1, а 

2S  – шари, в яких переважає жорсткість у напрямку 2. Уздовж перева-

жаючих напрямків армування нормальні деформації шарів 1( )
11e l , 1 1S∈l , і 

2( )
22e l , 2 2S∈l , замінимо їхніми середніми значеннями (підхід Фойґта), а в 
поперечному напрямку 2 усереднюватимемо напруження (підхід Реусса). 

Отже, наприклад, для підмножини 1S  деформації 1( )
11e l  є визначальними 

для усереднених деформацій композита як макрооднорідного моношару. 
Тоді в іншому напрямку жорсткість є значно меншою, і компоненти напру-

жень окремих шарів 1( )
22σ l  можемо замінити деякими середніми значеннями. 

Аналогічні гіпотези приймаємо щодо підмножини шарів 2S . Згідно з гіпоте-

зою I («тонких» шарів), щодо напружень ( )
33σ l  можна припустити, що в усіх 

шарах реалізується рівень цих напружень, близький до середнього значен-
ня в усьому пакеті. 

Зауважимо, що включення шарів (наприклад, ізотропних) до однієї з 
підмножин є доволі суб’єктивним, а тому вимагає додаткових експертних 
чи статистичних оцінок. Критерієм класифікації l -го шару може слугува-
ти, наприклад, порівняння модуля Юнґа з максимальним по всьому пакету: 

( ) max
11 11E kE≥l , де 1k <  – деякий заданий рівень. Неоднозначність щодо 

можливого залучення шарів до однієї з підмножин можна використати для 
узгодження з експериментальними даними шляхом порівняння двох варіан-
тів оцінок, які відповідають належності шару до тієї чи іншої підмножини. 
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3. Техніка усереднення полягає в додаванні внесків деформацій кож-
ного з шарів з урахуванням прийнятих гіпотез, а потім – підстановці отри-
маних виразів у рівняння стану – співвідношення Дюамеля – Неймана (1). 
З іншого боку, усереднюючи напруження (3), зокрема покомпонентно, згід-
но з рівняннями (4) і (5), та порівнюючи отримані співвідношення з модел-
лю ортотропного матеріалу, можна встановити розрахункові формули для 
ефективних пружних сталих і коефіцієнтів температурного розширення 
матеріалу. 

Продемонструємо техніку усереднення для двох підмножин шарів на 
прикладі нормальних компонент деформацій і напружень у площині арму-
вання: 

 ( ) ( )( ) ( )
11 11 11 11

1,2 1,2

,      ,      1 2s ss s

s s= =

ε = ω ε σ = ω σ ↔∑ ∑l ll l , 

де ( ) ( )
s sS s∈

= …∑ ∑…
l

. 

Введемо позначення 

 1 2( ) ( )1 2 1 2

1 2

,      ,      1< > < > < > < >ω = ω ω = ω ω + ω =∑ ∑l l . 

Приймемо додаткові гіпотези:  

 1 2( ) ( )
11 11 22 22,        ε = ε ε = εl l , (7) 

 ( ) ( )ˆ ˆ,2 1
11 11 22 22       σ = σ σ = σl l , (8) 

 1 2( ) ( )
33 33 33σ = σ = σl l , (9) 

 1 2( ) ( )T T T= =l l . (10) 
Формули (7) пов’язують усереднені деформації пакета шарів із дефор-

маціями однієї з підмножин шарів у відповідному напрямку переважаючого 
армування (підхід Фойґта). Формули (8) постулюють деякий середній рівень 
напружень у поперечному напрямку щодо напрямку переважаючого арму-
вання, а формули (9) фактично є наслідком прийнятих гіпотез I і III. Фор-
мули (10) є наслідком гіпотези V. Отже, запропонований підхід передбачає 
два внутрішніх параметри ˆ

11σ  і ˆ
22σ , які надалі потрібно виключити з роз-

гляду. 
Приймаючи гіпотези (7), для деформацій 11ε  отримаємо  

 22 ( )( )1 2
11 11 11

2

1 < > < >− ω ε = ω ε = ω ε∑ ll( ) . (11) 

 З урахуванням гіпотез (7)–(10) для деформацій 2( )
11ε l  з першого із мат-

ричного рівняння (2) маємо  

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

ˆ 2
2 2 2 2

2 2 2

11 22 33
11 21 13 11

11 22 33

T
E E E

σ σ σ
ε = − µ − µ + α

l
l l l l

l l l . (12) 

Невідоме напруження ˆ
11σ  також можна знайти через обернені співвідно-

шення (4): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ 2 2 2 2 2 2
11 11 11 11 21 22 1 33 11E Tσ = σ = ε + µ ε + λ σ − βl l l l l( ) l . (13) 

 Щоб виразити ˆ
11σ  через інші усереднені напруження та деформації, 

пропонуємо декілька підходів: 

(i) підставити (12) в (11) та оцінити доданки вигляду 2 2 2( ) ( ) ( )
21 22 22/Eµ σl l l( ) ; 
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(ii) усереднити (13) по шарах підмножини 2S  та оцінити доданки вигля-

ду 2 2( ) ( )
11 11E εl l ; 

(iii) прийняти додаткові спрощення, які формально можна отримати з 
(13), ігноруючи решту доданків, крім першого: 

 ( ) ( )ˆ ,2 2
11 11 11        1 2Eε ≈ σ ↔l l/ . (14) 

Якщо підставити (14) в (11), то отримаємо найпростішу оцінку: 

 ( )( )ˆ / 22
1

2
11 11 11

2

E
−

< >  σ ≈ ω ω ε 
 ∑ ll . (15) 

Якщо ж додати зважені внески (13) для шарів підмножини 2S , то з 
урахуванням (11) отримаємо 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )ˆ / 2 2 22 2 2
11 11 11 22 21

2 2 2

Eσ ω = ω ε + ε ω µ +∑ ∑ ∑l l ll l l  

 2 2 2 22 2( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
33 1 11 11 11

2 2

/ /E T E+ σ ω λ − ω β∑ ∑l l l ll l  

або в компактному вигляді 

 ˆ 2 2 2 2
11 11 11 21 22 1 33 11E T< > < > < > < >σ = ε + µ ε + λ σ − β( ) , (16) 

де позначено 

 
2

22

2

1( )
( )( )2 2

11 21 212 ( ) 2
2 211

1 1,        E
E

−
< > < >

< > < >
 ω= µ = ω µ ω ω 

∑ ∑
l

ll
l , 

 
2 2 2 2

2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )2 2
( ) ( )2 11 1 11 13 12 23

1 2 ( ) 2 ( )
2 211 11

E E

E E

< > < >
< >

< > < >

λ µ + µ µ
λ = ω = ω

ω ω
∑ ∑

l l l l
l l

l l , 

 
22

2 2 22

2

( )( )2 2
( ) ( ) ( )( )2 11 11 11

11 11 21 222 ( ) 2
2 211

E E

E

< > < >
< >

< > < >

ω β
β = = ω α + µ α

ω ω
∑ ∑

ll
l l ll

l ( ) . (17) 

Зауважимо, що формула (16) для оцінки ˆ
11σ  має перевагу над прості-

шою формулою (15), оскільки зберігає структуру формули (4). Тому надалі 
будемо використовувати саме її, однак у деяких розрахунках можна перед-
бачити також і спрощений варіант – формулу (15). Перший підхід (i) – під-
становку (12) в (11), не розглядатимемо, оскільки він теж дає формулу (16), 
але викладки є значно громіздкішими та потрібно ігнорувати потрійні до-
бутки з коефіцієнтами Пуассона в неосновних напрямках армування, а та-

кож доданки з температурою T  з квадратичними добутками ( ) ( )
12 21µ µl l . 

Для оцінки ˆ
22σ  аналогічно усереднюємо деформації 22ε : 

 ˆ 1 1 1 1
22 22 22 12 11 2 33 22E T< > < > < > < >σ = ε + µ ε + λ σ − β( ) . (18) 

Тут введено такі позначення:  

 
1

11

1

1( )
( )( )1 1

22 12 121 ( ) 1
1 122

1 1,         E
E

−
< > < >

< > < >
 ω= µ = ω µ ω ω 

∑ ∑
l

ll
l , 

 
1 1 1 1

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )1 2
( ) ( )1 22 2 22 23 21 13

2 1 ( ) 1 ( )
1 122 22

E E

E E

< > < >
< >

< > < >

λ µ + µ µ
λ = ω = ω

ω ω
∑ ∑

l l l l
l l

l l , 

 
11

1 1 11

1

( )( )1 1
( ) ( ) ( )( )1 22 22 22

22 22 12 111 ( ) 11 1
22

E E

E

< > < >
< >

< > < >

ω β
β = = ω α + µ α

ω ω
∑ ∑

ll
l l ll

l ( ) . (19) 
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З іншого боку, для усереднених напружень (6), урахувавши гіпотези 
(7)–(10), з обернених співвідношень (4) можна отримати вирази: 

 1 1 1 1 1 1 11 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
11 11 11 21 22 1 33 11

1

E Tσ = ω ε + µ ε + λ σ − β +∑ l l l l l l ll l( )[ ]  

 ˆ 2( )
11

2

,       1 2+ σ ω ↔∑ l . 

З урахуванням гіпотез (7)–(10) звідси отримуємо 

 1 1 1 1 11 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
11 11 11 11 21 22 33 1

1 1 1

E Eσ = ε ω + ω µ ε + σ ω λ −∑ ∑ ∑l l l l ll l l  

 ˆ1 1 2( ) ( ) ( )
11 11

1 2

,       1 2T− ω β + σ ω ↔∑ ∑l l l . (20) 

Для другого доданка (з коефіцієнтом Пуассона) приймемо гіпотези 1( )
22ε ≈l  

ˆ / 1( )
22 22E≈ σ l , аналогічні до (14: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

ˆ
1 1 1 1 1 1 1

1

22
11 21 22 11 21

1 1 22

E E
E

σ
ω µ ε = ω µ =∑ ∑l l l l l l l

l  

 ˆ ˆ1 1( ) ( ) 1 1
22 12 12 22

1

,         1 2< > < >= σ ω µ = ω µ σ ↔∑ l l . (21) 

Зауважимо, що виділені рамками вирази у формулах (21) можна розгляда-
ти як «глобальні» гіпотези усереднення для усіх шарів підмножини в ціло-
му, на відміну від «локальних» гіпотез вигляду (14) для кожного з шарів. 

Підставимо вирази (21), а також вирази (16) і (18) для ˆ
11σ  і ˆ

22σ  у 

формули (20) і згрупуємо при 11ε , 22ε , 33σ , T :  

 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2
11 11 11 11 12 22 21 11 22E E E E< > < > < > < > < > < > < > < > < > < >σ = ω + ω ε + ω µ + ω µ ε +[ ] [ ]  

 1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 33 11 11 T< > < > < > < > < > < > < > < >+ ω λ + ω λ σ − ω β + ω β[ ] [ ] , 

 1 2↔ , (22) 
де, крім (17) і (19), введено позначення 

 
1 2

1 21 2

1 2

( ) ( )( ) ( )1 2
11 11 22 221 2

1 1

1 1,         
N N

E E E E< > < >
< > < >

= =

= ω = ω
ω ω

∑ ∑l ll l

l l
, 

 
1 2

1 21 2

1 2

( ) ( )( ) ( )1 2
1 1 2 21 2

1 1

1 1,         
N N

< > < >
< > < >

= =

λ = ω λ λ = ω λ
ω ω

∑ ∑l ll l

l l
, 

 
1 2

1 21 2

1 2

( ) ( )( ) ( )1 2
11 11 22 221 2

1 1

1 1,         
N N

< > < >
< > < >

= =

β = ω β β = ω β
ω ω

∑ ∑l ll l

l l
. 

У формулах (22) ефективні пружні сталі шаруватого матеріалу (в 
квадратних дужках) є результатом усереднення по шарах кожної із двох 
підмножин: у напрямку переважаючого армування використовуємо усеред-
нення (жорсткостей) за правилом простої суміші (підхід Фойґта), а в 
поперечному до нього напрямку, в площині армування, усереднюємо обер-
нені величини (податливості) (підхід Реусса). Наприклад, для модулів Юнґа 

1
11E< >  підмножини шарів 1S  використовуємо підхід Фойґта, а для модулів 

1
22E< >  цієї самої підмножини – підхід Реусса. 
Порівнюючи (22) з першими двома рівняннями стану (4), матимемо шу-

кані ефективні пружні й термічні жорсткості пакета шарів: 
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 1 1 2 2 2 2 1 1
11 11 11 22 22 22,         E E E E E E< > < > < > < > < > < > < > < >= ω + ω = ω + ω , 

 1 1 1 2 2 2
11 21 22 12 12 22 21 11E E E E< > < > < > < > < > < >µ = µ = ω µ + ω µ , 

 1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 1 2 2 2,         < > < > < > < > < > < > < > < >λ = ω λ + ω λ λ = ω λ + ω λ , 

 1 1 2 2 2 2 1 1
11 11 11 22 22 22,         < > < > < > < > < > < > < > < >β = ω β + ω β β = ω β + ω β . (23) 

Зауважимо, що в рівняннях (22) маємо 11 21 22 12E Eµ = µ , тобто забезпечено 
симетричність співвідношень для жорсткостей у межах ортотропної моделі. 

Формули (23) дають правило усереднення для ефективних власти-
востей шаруватого композита. Хоча, аналізуючи формально структуру цих 
виразів, бачимо аналогію з правилом середнього зваженого для обох підм-
ножин шарів, однак у межах кожної з них деякі величини фактично усе-
реднюємо за правилом простої суміші (за правилом середнього арифме-
тичного), а інші – усереднюємо як обернені величини (за правилом серед-
нього геометричного). 

Тепер розглянемо усереднення деформацій 33ε : 

 1 21 2( ) ( )( ) ( )
33 33 331 2

ε = ω ε + ω ε∑ ∑l ll l . (24) 

Використовуючи співвідношення (5), для кожної з двох підмножин шарів 
композитного пакета можна записати 

 1 1 1 1 1 1 1 1 11( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
33 33 33 1 11 2 22 33 33/ / ,     1 2E T Eε = σ − λ ε − λ ε + β ↔l l l l l l l l ll . (25) 

Підставляючи формули (25) в (24), з урахуванням прийнятих гіпотез 

(7)–(10) і гіпотез ( ) ( )ˆ /1 1
22 22 22e E≈ σl l , ( ) ( )ˆ /2 2

11 11 11Eε ≈ σl l  для доданків 2 2( ) ( )
1 11λ εl l  і 

1 1( ) ( )
2 22λ εl l , після перегрупування отримаємо 

 1 21 2( ) ( )( ) ( )
33 33 33 33

1 2

/ /E E ε = σ ω + ω − 
 ∑ ∑l ll l  

 1 21 2( ) ( )( ) ( )
11 1 22 1

1 2

− ε ω λ − ε ω λ −∑ ∑l ll l  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )ˆ ˆ/1 1 2 21 2
22 2 22 11 1 11

1 2

E E− σ ω λ − σ ω λ +∑ ∑l l l ll l  

 1 1 2 21 2( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
33 33 33 33

1 2

/ /T E E + ω β + ω β 
 ∑ ∑l l l ll l . 

Введемо позначення 

 
1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 233 3333 33

1
E EE E

ω ω ω= + =∑ ∑ ∑
l l l

l l l , 

 
1 2

1 2

1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )33 33

33 33 1 11 2 22( ) ( )
1 233 33E E

β β
α = ω + ω = ω α + λ α + λ α∑ ∑ ∑

l l
l l l l l l l l

l l ( )  

  (26) 

та скористаємося позначеннями (17), (19) і (26). Тоді для 33ε  матимемо  

 1 1 2 233
33 1 11 2 22

33E
< > < > < > < >σ

ε = − ω λ ε − ω λ ε −( ) ( )  

 ˆ ˆ
1 1 2 2

2 1
22 11 331 2

22 11

T
E E

< > < > < > < >

< > < >

ω λ ω λ
− σ − σ + α . (27) 
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Нарешті, підставимо у (27) вирази (16), (18) для ˆ
11σ  і ˆ

22σ , ігноруючи 

добутки з коефіцієнтами Пуассона, тобто приймаючи ˆ 2
11 11 11E< >σ ≈ ε , ˆ

22σ ≈  
1

22 22E< >≈ ε . Остаточно рівняння (5) для шаруватого композита запишемо у 

такому вигляді: 

 1 1 2 2
33 33 33 1 1 11E < > < > < > < >σ = ε + ω λ + ω λ ε +( )[  

 1 2 2 2
1 2 22 33 33E T< > < > < > < >+ ω λ + ω λ ε + α( ) ] . (28) 

Рівняння (28) разом з формулами (22) за структурою цілком аналогічні до 
співвідношень (4) та (5). 

Завершальним кроком є усереднення зсувних компонент деформацій і 
напружень. Прийняті гіпотези I–IV допускають як усереднення деформацій 
(у припущенні, що мають зміст середні по товщині напруження), так і усе-
реднення напружень (у припущенні, що деформації усього пакета шарів 
можна замінити середніми по товщині). З урахуванням гіпотези III про су-
місну роботу шарів (ідеальний міжшаровий контакт) рекомендуємо усеред-
нювати деформації: 
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Отже, для усереднення модулів зсуву правило простої суміші засто-
совуємо до обернених величин 121/G , 131/G  і 231/G . 

Висновки. На основі структурного підходу запропоновано схему усе-
реднення для ефективних термопружних характеристик шаруватих 
структур, що комбінує правила усереднення жорсткостей та податливостей 
відповідно до поділу шарів на дві підмножини, залежно від напрямку пере-
важаючого армування. Система рівнянь (23), (26) і (29) описує модель пруж-
ного ортотропного матеріалу з урахуванням температурних складових 
деформації для шаруватого композита, що враховує просторовий НДС па-
кета шарів. Легко показати, що ефективні фізико-механічні характеристи-
ки матеріалу моношару (модулі Юнґа, коефіцієнти Пуассона, модулі зсуву 
та коефіцієнти температурного розширення) на основі цих формул визнача-
ються однозначно. Тоді за загальними формулами (2) можна знайти коефі-
цієнти матриці податливості ijkmC  або матриці жорсткості ijkmA , які є вза-

ємооберненими. 
У подальших дослідженнях покажемо ефективність запропонованого 

підходу в задачах для композитних пластин і оболонок, де тривимірні 
ефекти деформування можуть бути істотними. Програмний інтерфейс і 
взаємодія з комплексами інженерних розрахунків таких задач, зокрема, з 
програмами скінченноелементного аналізу, слугуватимуть практичному 
впровадженню комбінованої схеми пошарового усереднення, а її валідність 
можна буде оцінити через числовий експеримент. 
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EFFECTIVE THERMOELASTIC MODULI OF DISCRETE COMPOSITE LAYERS 
WITHIN THE FRAMEWORK OF THE ORTHOTROPIC MATERIAL MODEL  
 
A new structural approach is proposed to determine the effective thermoelastic moduli 
of a layered composite within the orthotropic material model. Formulated hypotheses on 
the stress-strain state of thin layers considered discretely are chosen as a base to 
averaging the properties along the thickness. All layers are divided into two subsets 
depending on the prevailing stiffness in one of two mutually perpendicular directions. 
For each of the subsets, different averaging algorithms are used, combining the Voigt 
and Reuss methods (stiffness or compliance averaging, respectively). A complete three-
dimensional model for thermoelastic characteristics of layered composites is obtained, 
taking into account transverse normal and shear strains. 

Key words: layered composite, orthotropic material, averaging rule, effective thermo-
elastic moduli. 
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