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ОБЕРНЕНІ ЗАДАЧІ ВИЗНАЧЕННЯ ЗАЛЕЖНОГО ВІД ЧАСУ 
КОЕФІЦІЄНТА ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ З ІНВОЛЮЦІЄЮ ТА 
УМОВАМИ АНТИПЕРІОДИЧНОСТІ 
 

Методом відокремлення змінних побудовано розв’язок досліджуваної задачі з 
невідомим коефіцієнтом у диференціальному рівнянні. Вивчено властивості 
спектральної задачі для диференціального рівняння другого порядку з інволю-
цією. Досліджено залежність спектра оператора задачі та його кратності, 
а також структури системи кореневих функцій і часткових розв’язків 
задачі від інволютивної частини рівняння. Встановлено умови існування і 
єдиності розв’язку оберненої задачі. Для визначення шуканого коефіцієнта 
знайдено та розв’язано інтегральне рівняння Вольтерра другого роду. 

Ключові слова: обернена задача, рівняння теплопровідності, метод відокремлення 
змінних, нелокальні умови, інволюція, базис Рісса. 

 
Вступ. Обернені задачі математичної фізики для різних типів дифе-

ренціальних рівнянь широко застосовують у моделюванні процесів тепло-
провідності, в акустиці, економіці, оптичній томографії, медицині тощо. Ос-
таннім часом різні постановки обернених задач використовують, наприклад, 
у медицині при моделюванні гіпертермії, тромбозу та склерозу судин. 

Обернені задачі теплопровідності використовують у різних галузях 
прикладної теплотехніки. Зокрема, в роботі [16] автори дослідили матема-
тичну модель процесу дифузії тепла в замкнутому металевому стержні, 
ізоляція якого «злегка проникна». Тому температура в стержні з одного 
боку ізоляції впливає на процес дифузії тепла в стержні з іншого боку ізо-
ляції. Для моделювання процесу запропоновано таке рівняння теплопровід-
ності з інволюцією: 

 
2 2

2 2

( , ) ( , ) ( , )u x t u x t u x t
t x x

∂ ∂ ∂ −= α + β
∂ ∂ ∂

, 

 ( , ) , 0x t x t T∈ Ω = −π < < π < <{ } . (1) 

У статті [11] для рівняння 

 
2 2

2 2

( , ) ( , ) ( , )
( )

u x t u x t u x t
f x

t x x

∂ ∂ ∂ −− + =
∂ ∂ ∂

, 

 ( , ) , 0x t x t T∈ Ω = −π < < π < <{ } , (2) 

досліджено обернені задачі визначення пари функцій ( , ), ( )u x t f x{ }  з кра-
йовими умовами 

 
( , ) ( , )

0,           ( , ) ( , ) 0
u t u t

u t u t
x x

∂ −π ∂ π− = −π − π =
∂ ∂

, (3) 

 
( , ) ( , )

0,           ( , ) ( , ) 0
u t u t

u t u t
x x

∂ −π ∂ π+ = −π + π =
∂ ∂

. (4) 

У праці [25] для рівняння (1) розглядалась обернена задача із нело-
кальними умовами, які є слабкими збуреннями умов (3): 

 
( , ) ( , )

( , ) 0,        ( , ) ( , ) 0
u t u t

u t u t u t
x x

∂ −π ∂ π− − α π = −π − π =
∂ ∂

. 

У статті [27] для рівняння (2) досліджено обернену задачу визначення 
пари функцій ( , ), ( )u x t f x{ }  з початковою умовою 
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 ( ,0) ( )u x x= ϕ , 

умовою перевизначення  

 ( , ) ( )u x E x= ψ  

та умовами типу Іонкіна [27] 

 
( , ) ( , )

0,         ( , ) ( , ) 0
u t u t

u t u t
x x

∂ −π ∂ π+ α = −π − π =
∂ ∂

, 

 ( , ) , 0x t x t T∈ Ω = − π < < π < <{ } . 

У роботі [20] розглянуто обернену задачу математичної біології з не-
локальними крайовими умовами для моделі популяції як задачу пошуку 
функції джерела, що залежить від часу. Для рівняння 

 
2

2

( , ) ( , )
( , ) ( ) ( , )

u x t u x t
u x t r t f x t

t x

∂ ∂= + +
∂ ∂

, 

 ( , ) 0 1, 0x t x t T∈ Ω = < < < <{ } , 

досліджено задачу про визначення пари функцій ( , ), ( )u x t r t{ }  з початко-
вою умовою 

 ( ,0) ( )u x x= ϕ , 

інтегральною умовою перевизначення  

 
1

0

( , ) ( )xu x t dt E t=∫  

і збуреними умовами антиперіодичності 

 
(0, ) (1, )

0,          (0, ) (1, ) 0
u t u t

u t bu t
x x

∂ ∂+ = + =
∂ ∂

. 

У статтях [17–19] розглянуто обернені задачі з нелокальними крайови-
ми умовами, що застосовують у математичних моделях опису віку насе-
лення.  

Крайові та початково-крайові задачі для рівнянь з частинними похід-
ними та інволюцією вивчались в працях [9–14, 22, 26, 27]. Для звичайних 
диференціальних операторів з інволюцією крайові задачі досліджувались в 
роботах [1, 2, 4, 5, 9, 15, 16, 23]. 

1. Основні позначення та результати. Нехай  

 2 ( ) (2)
2 2 2( 1,1) : ( 1,1) : [ 1,1], ( 1,1), 0,1mW y L y C y L m− = ∈ − ∈ − ∈ − ={ } , 

 2 22

2
( ) ( )

( 1,1)( 1,1)
0

( ; ) : ;( )k k
LW

k

y u y u −−
=

= ∑ , 

 2 22 2

2
( 1,1) ( 1,1)

: ( ; )W W
y y y− −

= ; 

E  – тотожне перетворення в просторі 2( 1,1)L − ; 

2 2: ( 1,1) ( 1,1)I L L− → − , ( ) ( )Iy x y x≡ −  – оператор інволюції у просторі 

2( 1,1)L − ; 

,2 2( 1,1) : ( 1,1) : ,  0,1j jL y L y p y j− = ∈ − = ={ } , 

1: ( 1)
2

j
jp E I= + −( )  – ортопроектори простору 2( 1,1)L − , 

Означення 1. Систему елементів 1m me H∞
= ⊂{ }  називають замкнутою 

(повною) у сепарабельному гільбертовому просторі ,H  якщо лінійна оболон-
ка цієї системи всюди щільна в H , тобто будь-який елемент простору H  
можна наблизити лінійною комбінацією елементів цієї системи з будь-якою 
точністю за нормою простору H . 
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Означення 2. Систему елементів 1m me H∞
= ⊂{ }  називають тотальною 

в H , якщо лише нульовий елемент 0  простору H  є ортогональним до всіх 
елементів цієї системи. 

Означення 3. Систему елементів 1s sg H∞
= ⊂{ }  називають біортогональ-

ною в H  до системи елементів 1m me H∞
= ⊂{ } , якщо ,( ; )s m H s mg e = δ , ,s m∈N . 

Означення 4. Систему елементів 1m me H∞
= ⊂{ }  називають базисом 

Рісса простору H , якщо існує обмежений разом з оберненим оператор 

:A H H→  такий, що система 1m mAe ∞
={ }  є ортонормованим базисом в H . 

Означення 5. Нехай оператор :A H H→  має власне значення λ ∈ C . 

Будь-який розв’язок рівнянь 2( )A E v− λ = 0 , ( )A E v− λ ≠ 0  будемо називати 
кореневою функцією цього оператора, яка відповідає власному значенню 
λ ∈ C  [7]. 

Розглянемо в області ( , ), 1 1, 0TD x t x t T= − < < < ≤{ }  рівняння тепло-
провідності з інволюцією 

 
2 2 2

12 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
(1 )

u x t u x t u x t u x t
x

t x x x

∂ ∂ ∂ ∂ − = + α + γ + + ∂  ∂ ∂ ∂
 

 2
( , ) ( , )

( ) ( , ) ( , )
u x t u x t

r t u x t f x t
x x

∂ ∂ − + α − − + ∂ ∂ 
, 

 1 2, , ,        ( , ) Tx t Dα α γ ∈ ∈R , (5) 

для якого справджуються крайові умови 

 ( 1, ) (1, ) 0u t u t− + = , 

 1 2 1 2
( 1, ) (1, )

0,     0 ,     ,
u t u t

t T
x x

∂ − ∂β + β = ≤ ≤ β β ∈
∂ ∂

R , (6) 

початкова умова 

 ( ,0) ( ),     1 1u x x x= η − ≤ ≤ , (7) 

та умова перевизначення 

 
1

-1

( , ) ( )u x t dx E t=∫ . (8) 

Означення 6. Пару функцій ( ), ( , )r t u x t{ }  із множини 1,1C − +[ ]  
2,1 1,0( ) ( )T TC D C D+ ∩( )  будемо називати класичним розв’язком оберненої 

задачі (5)–(8). 
 Нехай 2 2: ( 1,1) ( 1,1)L L L− → −  – оператор задачі 

 1 2( ) (1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v x x v x v x v x v x f x′′ ′′ ′′ ′− + α + γ + − + α − ′ − =( ) ( ) , 

  1 1x− < < , (9) 

 1 : ( 1) (1) 0v v v= − + =l , 

 2 1 2 1 2 1 2: ( 1) (1) 0,     , ,   0v v v′ ′= β − + β = β β ∈ β + β ≠Rl , (10) 

 2
2 1 2( ) ( 1,1) : 0D L v W v v= ∈ − = ={ }l l . 

 Теорема 1. (i°). Для будь-яких 1 2,β β ∈ R  за умови, що 1 2 0β + β ≠ , опе-

ратор L  має систему кореневих функцій 



83 

 , 2 1, 0,
1: ( ) ( 1,1) : ( ) sin , ( )
2h s k k kV v x L v x k x v x

  = ∈ − = − π = 
 

 

 1 2

2 1

1(1 ) cos , , 1, 2,
2

hx k x h k
β − β  = + − π = =  β + β  

… , (11) 

яка є базисом Рісса простору 2( 1,1)L − . Система hV  має біортогональну 

систему hW : 

 , 2 1,
1: ( ) ( 1,1) : ( ) (1 ) sin
2h s k kW w x L w x hx k x

  = ∈ − = − − π 
 

, 

 0,
1( ) cos , 1,2,
2kw x k x k

 = − π =  
  

… . (12) 

 (iі°). Нехай 1

2 1
2

2β −
γ

β
=

β
α

+ β
= . Тоді множина 1σ σ∪ , де  

 
2

2 1, , 1,2,
2k k k k

  σ = λ ∈ λ = π − =  
  

…R ,  

 11 11, , (1 2: , , 1,2) , ,k k k k k= λ ∈ λ λσ = − ∈ σλ =α …{ }R , 

є множиною власних значень оператора L , і кожному kλ ∈ σ  відповідає 

власна функція 1, ( )kv x , а кожному 1, 1kλ ∈ σ  відповідає власна функція 

0, ( )kv x , 1,2,k = … . 

 (iіi°). Нехай 1 0α = , 1 2

2 1

β − β
β

γ
+ β

≠ . Тоді оператор L  має множину дво-

кратних власних значень σ , і кожному kλ ∈ σ  відповідає власна функція 

1, ( )kv x  та коренева функція 0, ( )kv x , 1,2,k = … . 

 (iv°). Нехай 1 0α = , 1 2

2 1

β − β
β

γ
+ β

= . Тоді оператор L  має множину дво-

кратних власних значень σ , і кожному kλ ∈ σ  відповідають власні функ-

ції 1, ( )kv x  і 0, ( )kv x , 1,2,k = … . 

 Введемо функції 

 
1

, ,
1 0

( )( , ) ( )s k s k
k s

f x t f t xv
∞

= =

= ∑ ∑ , 
1

, ,
1 0

( )( , ) ( )s k s k
k s

t xx t v
∞

= =

η = η∑ ∑ . 

 Теорема 2. (i°). Нехай справджуються умови 1

2 1
2

2β −
γ

β
=

β
α

+ β
=  і такі 

припущення: 

A1): [ ]
1

4
1 2

1

( ) 1,1 ,   ( 1) (1) 0,   ( 1) (1) 0,  ( ) (0)x C x dx E
−

′ ′η ∈ − η − + η = β η − + β η = η =∫ ; 

A2): [ ]1( ) 1,1E x C∈ − , 
1

1

( , ) 0f x t dx
−

≠∫ ; 

A3): 4
1 2

( 1, ) (1, )
( , ) ( ) ( ),  ( 1, ) (1, ) 0,  0T T

f t f t
f x t C D C D f t f t

x x
∂ − ∂∈ − + = β + β =

∂ ∂
∩ . 

A4): (2 1)k k hµ = π − , 1,2,k = … . 

 Тоді існує єдиний розв’язок задачі (5)–(7) у вигляді ряду 

 1, 1, ( )
0, 0, 0,

1 0

( , ) ( ) ( ) ( )k k
t

t t
k k k

k

u x t e r f e d v x
∞

−λ −λ −τ

=

 = η + τ τ τ + 
 ∑ ∫  
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 ( )
1, 1, 1,

0

( ) ( ) ( )k k

t
t t

k k ke r f e d v x−λ −λ −τ + η + τ τ τ 
 ∫ , (13) 

і пара функцій ( ), ( , )r t u x t{ }  є єдиним розв’язком оберненої задачі (5)–(8). 

 (ii°). Нехай справджуються умови 1 0α = , 1 2

2 1

β − β
β

γ
+ β

≠  і припущення 

A1)–A3). Тоді існує єдиний розв’язок задачі (5)–(7) у вигляді ряду 

 ( )
0, 1, 0, 0,

1 0

( ) ( )( , ) ( )k k

t

k

t t
k k kk ke r f eu x t t d v x−λ −λ −

∞
τ

=

  η µ η + τ τ τ= − +   
∫∑ ( )  

 ( ) ( )
1, 0,

0 0

( ( )) ( ) k k t
k k

t

kd v xr f e d e
τ

−λ τ−ρ −λ −τ  µ ρ ρ− τ +    
ρ  ∫ ∫  

 ( )
1, 1, 1,

0

( ) ( ) ( )k k

t
t t

k k ke r f e d v x−λ −λ −τ  + η + τ τ τ  
  

∫ , (14) 

і пара функцій ( ), ( , )r t u x t{ }  є єдиним розв’язком оберненої задачі (5)–(8). 

 (iii°). Нехай справджуються умови 1 0α = , 1 2

2 1

β − β
β

γ
+ β

=  і припущення 

A1)–A3). Тоді існує єдиний розв’язок задачі (5)–(7) у вигляді ряду 

 ( )
0, 0, 0,

1 0

( , ) ( ) ( ) ( )k k

t
t t

k k k
k

u x t e r f e d v x
∞

−λ −λ −τ

=

 = η + τ τ τ + 
 ∑ ∫  

 ( )
1, 1, 1,

0

( ) ( ) ( )k k

t
t t

k k ke r f e d v x−λ −λ −τ + η + τ τ τ 
 ∫ , (15) 

і пара функцій ( ), ( , )r t u x t{ }  є єдиним розв’язком оберненої задачі (5)–(8). 

2. Доведення теореми 1. 
Розглянемо задачу на власні значення для рівняння  

 ( ) ( ),     ,    1 1v x v x x′′− = λ λ ∈ − ≤ ≤C , (16) 

з крайовими умовами (10). 
 Означимо фундаментальну систему розв’язків рівняння (16): 

 -
0 ( , ) x xv x e eρ ρρ = + , 

 - 2
1( , ) ,      Re 0,     x xv x e eρ ρρ = − ρ ≤ λ = ρ . 

 Підставимо загальний розв’язок 

 0 0 1 1 0 1( , ) ( , ) ( , ),       ,  v x C v x C v x C Cρ = ρ + ρ ∈ C , 

рівняння (16) у крайові умови (10). 
 Для визначення параметрів 0C , 1C  отримаємо систему лінійних алгеб-

раїчних рівнянь з трикутною матрицею коефіцієнтів 

 1

2 3

( ) 0
( )

( ) ( )

ω ρ 
Ω ρ =  ω ρ ω ρ 

, 

де 

 -
1( ) 2( )e eρ ρω ρ = + , 2 1 2( ) 2 ( ) e e−ρ ρω ρ = ρ β − β −( ) , 

 3 1 2( ) 2 ( ) e e−ρ ρω ρ = ρ β + β +( ) . 
 Для визначення власних значень задачі (16), (10) отримаємо характе-
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ристичне рівняння 2
1 2det ( ) 4 ( ) e e−ρ ρΩ ρ = ρ β + β +( ) , яке має корені 

10,
2

k π − 
 

, 1, 2,k = ± ± … . 

 Тому задача (16), (10) має власні значення 
2

2 1
2k k λ = π − 

 
, 1,2,k = … , і 

відповідні власні функції 1,
1( ) : sin
2kv x k x = π − 

 
, 1,2,k = … . 

 Приєднані функції задачі означимо співвідношеннями 

 0,
1( ) : (1 ) cos ,     ,       1,2,
2kv x hx  k x h k = + π − ∈ = 

 
…R . 

Підставляючи ці вирази у крайові умови (10), отримаємо, що 1 2

2 1
h

β − β
=

β + β
. 

 Отже, оператор задачі (16), (10) має множину власних значень σ  і сис-
тему функцій hV , які є кореневими в сенсі співвідношень [7]: 

 1, 1,( ) ( )k k kv x v x′′− = λ , 

 0, 0, 1,( ) ( ) ( ),       1,2,k k k k kv x v x v x k′′− = λ + µ = … , (17) 

де (2 1)k k hµ = π − , 1,2,k = … . 

 Зауваження 1. У випадку 1 2β = β  крайові умови (10) співпадають з 

умовами антиперіодичності, 0kµ = , 1,2,k = … , а система функцій (11) є ор-

тонормованим базисом 

 0 , 2 0,
1( ) ( 1,1) : ( ) cos
2s k kV x L x  k x

  = τ ∈ − τ = π − 
 

, 

 1,
1( ) sin , 1,2,
2k x k x k

 τ = π − =  
  

…  

простору 2( 1,1)L − . 

 У випадку 1 2β = − β  крайові умови (10) є виродженими [8] і det ( ) 0Ω ρ ≡ . 
 Оператор спряженої до (16), (10) (див. [3, 20]) задачі 

 ( ) ( ),      ,     1 1w x  w x x′′− = λ λ ∈ − ≤ ≤C , 

 2 1( 1) (1) 0w wβ − + β = , 

 ( 1) (1) 0w w′ ′− + =  

має систему кореневих функцій (12), яка є біортогональною до системи (11) 
у сенсі рівностей 

 
2, , ( 1,1) , ,( ; ) ,       , 0,1,      , 1,2,r k s m L r s r mv w r s k m− = δ δ = = … . 

 Лема 1. Для будь-яких чисел 1 2,β β ∈ R , 1 2β ≠ − β , система функцій 

hV  є базисом Рісса простору 2( 1,1)L − . 

 Д о в е д е н н я.  Крайові умови (10) є регулярними за Біркгофом 
[8]. Тому системи функцій hV , hW  є повними та мінімальними в просторі 

2( 1,1)L − . З означення цих систем для довільної функції 2 (-1,1)Lϕ ∈  маємо 
нерівності Бесселя [6] 

 
2 2

1
22

, ( 1,1) 0 ( 1,1)
1 0

( , )r k L L
k r

v M
∞

− −
= =

ϕ ≤ ϕ∑ ∑ , 
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2 2

1
22 2

, ( 1,1) 0 0( 1,1)
1 0

( , ) ,    2(1 )s m L L
m s

w M M h
∞

− −
= =

ϕ ≤ ϕ = +∑ ∑ .  

Тому на підставі теореми Н. К. Барі [6], отримаємо твердження леми.  

 Отже, доведено твердження (i°) теореми 1. 
 Нехай ( , )hO V σ  – множина операторів 2 2( ): 1,1 ( 1,1)L LL − → − , які ма-

ють точковий спектр σ  і систему функцій hV , кореневих в сенсі співвідно-

шень (17) для деяких дійсних kµ , 1,2,k = … . 

 Розглянемо оператор 2 2( ): 1,1 ( 1,1)L LL − → − , породжений рівнянням 

 2: ( ) ( ())( ( ) ) 0Lv v x v x v x v x′′ ′ ′= − + α − − = λ = , 

 2,     ,     1 1xλ ∈ α ∈ − < <C R , (18) 

і крайовими умовами (10). 
Підставляючи функції (11) у рівняння (18), отримаємо співвідношення 

(17), де 2( )(2 1)k h kµ = − α π − , 1,2,k = … . Отже, ( , )hL O V∈ σ . Це означає, що 

справджується твердження (iіi°) теореми 1. 
 Якщо виконується рівність hα = , тоді 0kµ = , тобто елементи системи 

hV  є власними функціями оператора L . Отже, справджується твердження 

(iv°) теореми 1. 
 Нехай 1,1 : , 1, 2,k k= λ ∈ =σ …{ }R , 1( , , )hO V σ σ  – множина операторів 

2 2( ): 1,1 ( 1,1)L LL − → − , які мають точковий спектр 1σ σ∪  і для яких еле-

менти системи hV  є власними функціями: 

 1, 1,( ) ( ),       k k k kLv x v x= λ λ ∈ σ , 

 0, 1, 0, 1, 1( ) ( ),      ,    1,2,k k k kLv x v x k= λ λ ∈ =σ … . (19) 

 Розглянемо оператор L  задачі (9), (10). 
Підставляючи функції (11) у рівняння (9), отримаємо співвідношення 

 1, 1,( ) ( )k k kLv x v x= λ , 

 0, 0, 1 0, 1,( ) ( ) 2 (1 ) ( ) ( )k k k k k k kLv x v x x x v x= λ − α λ + γ τ + µ , 

 2( )(2 1),    1,2,k h k kµ = − α π − = … , 

 0, 1, 0, 1 0, 1,( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )k k k k k k kLv x v x h x x v x= λ − α λ γ − τ + µ , 

 1, 1(1 2 ) ,    1,2,k k kλ = − α λ = … . 

Отже, ( , )hL O V∉ σ .  

Якщо 1 2

1
2

2
h

β − β
= =

β
γ =

+ β
α , тоді 0kµ = , 1,2,k = … . Тому рівності (19) 

виконуються у випадку, коли 11 1, 1, (: , , 1,1 2) ,2k k k kσ = − α= λ ∈ λ λ = …{ }R , 

тобто hV  – система власних функцій оператора L , і 1( , , )hVL O σ∈ σ .  

Отже, справджується твердження (ii°) теореми 1.   

 Зауваження 2. У випадку, коли 2 0α = γ = , спектральні властивості 

оператора L  вивчено в працях [22, 23]. 

3. Доведення теореми 2. 

 Нехай виконуються умови 1

2 1
2

2β −
γ

β
=

β
α

+ β
=  і припущення A1)–A3) тео-
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реми 2. Часткові розв’язки задачі (5)–(7) визначаємо співвідношеннями  

 0, 0, 0,, ( )( ) ( )k k ku x t T vt x= , 

 1, 1, 1,( ) ( ), ( ) ,      1,2,k k ku x t T v xt k= = … . (20) 

 Для визначення функцій , ( )r kT t , 0,1r = , отримуємо задачі, які розв’я-

зуємо послідовно: 

 0, 1, 0, 0,( ) ( ) ( ) ( )k k k kT t T t tr f t′ = − λ + , 

 0, 0,(0)k kT = η  

 1, 1, 1,( ) ( ) ( ) ( )k k k kT t T t r ft t′ = − λ + , 

 1, 1,(0) ,     1,2,k k kT == η … . 

 Отже, маємо 

 1, 1, ( )
0, 0, 0,

0

( ) ( ) ( )k k
t

t t
k k kT t e r f e d

−λ −λ −τ= η + τ τ τ∫ , 

 ( )
1, 1, 1,

0

( ) ( ) ( ) ,   1 2  , ,k k

t
t t

k k kT t e r e kf d−λ −λ −τ= η + τ τ =τ∫ … , 

 1, 1, ( )
0, 0, 0, 0,

0

( , ) ( ) ( ) ( )k k
t

t t
k k k kx t eu r f e d v x

−λ −λ −τ = η + τ τ τ 
 ∫ , 

 ( )
1, 1, 1, 1,

0

( , ) ( ) ( ) ( ),    1 , , 2k k

t
t t

k k k kx t e r f d v xu e k−λ −λ −τ = η + τ τ τ =
 ∫ … . 

 З неперервності функції ( )xη  та обмеженості функцій (11) маємо не-
рівності  

 , 0
,

,     max 0,1,      1,2,
s

s
k

k s kM < ∞ = =η = … .  

Нехай 

 1 1, 2
, , ,

, 3max ,   ( )( ) max 1 , max ( )  
t k x s k t

k s kM v x M f Mr t h t= = =+ = , 

 0,1,      1,2,s k= = … . (21) 

Враховуючи (21) і припущення теореми, отримаємо оцінки 

 4 4 0 11, 0 1 2 2,       ( , ) k k
k x t M M M e M e M M Mu M−λ ε −λ ε= = +≤ +( ) , (22) 

 1, 1,
0, 2 1 0 2 45 5 2,     ( , ) k k

k x t M M M M e M e Mu M M
−λ ε −λ ε≤ = =+( ) . (23) 

Отже, при 6 3 4(1 )M M M= +  і 0t ≥ ε >  функціональний ряд 

 
1

,
1 0

( ),s k
k s

u x t
∞

= =
∑ ∑  (24) 

мажорується абсолютно збіжним числовим рядом 1,
6

1

k k

k

M e e
−λ ε −λ ε

∞

=

+∑ ( ) . То-

му за ознакою Вейєрштрасса ряд (24) рівномірно збігається і є неперервною 
в області TD  при 0t ≥ ε >  функцією.  

Таким чином, сума ряду (24) визначає неперервну в області TD  функ-

цію ( , )u x t , яка задовольняє початкову умову (7). 
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Продиференціюємо поелементно ряд (24) за змінною t : 

 1, 1,
1

( )
1, 0

,

01
, ,

0
0

( ,
( ) ( )

)
k ks k

k

t
k k

s

t
t

ke r f e
u x

t
d

t −λ −
∞

= =

λ −τ∂  = − λ η τ τ τ+
∂ 

+


∑ ∑ ∫  

 0, 0,0,( ) ( ) ( ) kt
k kkkt t xr f v e−λ+ − λ + + 

η
 

 ( )
1, 1

0
,, 1( ) ( )( ) ( ) ( )k t

k k

t

kt tr f r v xe d f−λ −τ+ τ τ τ +  ∫ . 

Для елементів отриманого ряду справджуються такі оцінки: 

 1,
1,

0,
1 3 0, 3 0 1 2

( , )
k

k
k

k

u x t
M M f M M T eM M

t
− ελ∂

≤ + =
∂

λ+ )(  

 1,
1,3 1 0, 7

k
kk eM M f M

− ελλ= +( ) , (25) 

 1,
1 1, 0 1 2 1 1, 7

( , )
k kk

kk kk

u x t
M f M TM M Me f

t
eMε−λ −λ ελ

∂
≤ + + ≤ +

∂
λ( ) , 

 7 0 1 20,     ,    1,2,M M TM M kε > = + = … . (26) 

Отже, ряд 

 
1

,

1 0

( , )s k

k s

u x t

t

∞

= =

∂
∂∑ ∑  

мажорується при 0t ≥ ε >  рядом 

 1,
1, 1, 0,7 3 1 3

1

( 1) ( 1) ( )( )k k

k
k k k kM M e e M M f t f t

∞

=

−λ ε −λ ε + + + + + λ λ  ∑ ( () ) . 

З припущення A3) теореми 2 за ознакою Абеля випливає рівномірна 

збіжність і неперервність на (0, ]T  суми ряду 0, 1,
1

( ) ( )k k
k

f t tf
∞

=

+∑ ( ) . Тому 

існує таке 8 0M > , що правильною є нерівність 

 8
1

0, 1,( ) ( )k k
k

t f tf M
∞

=

+ <∑ ( ) . 

Таким чином, при 0t ≥ ε >  для деякого 9 0M >  отримуємо нерівність 

 
1

,

1 0
9

( , )s k

k s

M
u x t

t

∞

= =

< < ∞
∂

∂∑ ∑ . 

Тому сума ряду 
1

,

1 0

,( )s k

k s

u x t

t

∞

= =

∂
∂∑ ∑  є неперервною в області TD  функцією і 

співпадає з 
( , )u x t
t

∂
∂

. 

Продиференціюємо поелементно ряд (24) двічі за аргументом x : 

 ( )1, 1, ( )
1, 0, 0, 0,

1 0

( ) ( )k k
t

t t
k k k k

k

e r f e d v x
∞

−λ −λ −τ

=

− λ η + τ


τ τ ∑ ∫  

 ( )
1, 1, 1,

0

( ) ( ( ))k k

t
t t

k k k ke r f e d v x−λ −λ −τ  − λ η τ τ τ   
+

∫ . 

Беручи до уваги оцінки (22), (23), отримуємо нерівності 

 4

2
1,

2

,( )
kk

k

u x t
M e

x
−λ ε∂

≤ λ
∂

, 
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 1,

2
0,

1,52

( )
,    1, 2,

,
kk

k

u x
M

x
k

t
e

−λ ε =
∂

≤ λ
∂

… . 

Отже, ряд 
21

,
2

1 0

,( )s k

k s

u x t

x

∞

= =

∂

∂
∑ ∑  при деяких 0t ≥ ε >  мажорується рядом 

 1,
16

1
,

k k

k
k kM e e

−λ ε −

=

λ
∞

ε+λ λ∑ ( ) . 

Тому його сума є неперервною в області TD  функцією і співпадає з 
2

2

( , )u x t

x

∂
∂

. 

Аналогічно досліджуємо неперервність в TD  функції 
2

2

( , )u x t

x

∂ −
∂

. 

Далі, за теоремами вкладення отримуємо неперервність в області TD  

функцій 
( , )u x t
x

∂
∂

, 
( , )u x t

x
∂ −

∂
. 

Отже, сума ряду (13) є класичним розв’язком задачі (5)–(7). 
Побудуємо рівняння для визначення функції ( )r t : 

 1,
1 1

0, 1, 0,
10

( , ) ( 1)
( ) 4 ( )

( 1)
( )

2
k

k
t

k k k
k

u x t
dx E t r t f t e

t k

∞ − −λ

=

∂ − ′= = − λ η −∂ π − ∑∫  

 1, ( )
1, 0,

0

( ) ( ) k
t

t
k kr f e d

−λ −τ − λ τ τ τ
∫ , 

 1,
1 1

0, 1, 0,
1 1

4( 1) 4( 1)
( ) ( ) ( )

(2 1) (2 1)
k

k k
t

k k k
k k

r t f t E t e
k k

∞ ∞− − −λ

= =

− −′= − λ η  −
π − π −


∑ ∑  

 1, ( )
0,

0

( ) ( ) k
t

t
kr f e d

−λ −τ− τ τ τ∫ , 

 1,
1 0,

1

( ) ( ) (1 2 ) ( 1) (2 1) ktk
k

k

r t E t k e
∞

−λ

=

 ′= + − α − π η +− 
∑  

 
1

1,
1

( )
0, 0,

10

4( 1)
( ) ( ) ( )

(2 1)
k

t k
t

k k
k

r f e d f t
k

−∞ −−λ −τ

=

−  τ τ τ  π −
+

 ∫ ∑ . 

 Отже, для визначення функції ( )r t  отримали інтегральне рівняння 
Вольтерра другого роду 

 
0

( ) ( ) ( , ) ( )
t

r t F t K t r d= + τ τ τ∫ , (27) 

де 

 

1,
1 0,

1
1

0,
1

( ) (1 2 ) ( 1) (2 1)

( )
4( 1)

( )
(2 1)

ktk
k

k
k

k
k

E t k e

F t

f t
k

∞
−λ

=
∞ −

=

′ + − α − π − η
=

−
π −

∑

∑
, (28) 

 

1,
1 0,

1
1

1

)

,

(

0

(1 2 ) ( 1) (2 1)

( , )
4( 1)

( )
(2

( )

1)

k tk
k

k
k

k
k

k f e

K t

f t
k

∞
−λ −τ

=
∞ −

=

− α − π − τ
τ =

−
π −

∑

∑
. (29) 
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Знаменники дробів (28), (29) відмінні від нуля, оскільки виконується 

припущення A2) теореми 2: 
1 1

0,
11

4( 1)
,( ( ) 0

(2
)

1)

k

k
k

f x t dx f t
k

∞ −

=−

−= ≠
π −∑∫ . 

За припущеннями A1)–A3) функція ( )F t  та ядро ( , )K t τ  є неперервни-
ми функціями на [0, ]T , [0, ] [0, ]T T×  відповідно. Отже, рівняння (27) має 
єдиний розв’язок – неперервну на [0, ]T  функцію ( )r t , яка разом із роз-
в’язком ( , )u x t  прямої задачі (5)–(7), заданим рядом Фур’є (13), утворюють 

єдиний розв’язок ( ), ( , )r t u x t{ }  на [ 1,1] [0, ]T− ×  оберненої задачі (5)–(8). 

Отже, твердження (i°) теореми 2 доведено. 
Доведемо твердження (ii°) теореми 2. Нехай 1 0α = , тобто 1,k kλ = λ . У 

випадку 1 2

2 1

β − β
β

γ
+ β

≠  елементи системи   hV  є кореневими функціями опера-

тора L , для яких виконуються рівності (17).  
Часткові розв’язки задачі (5)–(7) визначаємо співвідношеннями (20). 

Для визначення функцій , ( )r kT t , 0,1r = , 1,2,k = … , отримуємо задачі 

 0, 0, 0, 0, 0,( ) ( ) ( ) ,     (( ) 0)k k k k k kT t T t r f Tt t′ = − λ + = η , 

 1, 1, 1, 1, 1,( ) ( ) ( ) ,       (0) ,     ) ,2, ( 1k k k k k kT t T t r kTt tf′ = − λ =+ = η … , 

які розв’язуємо послідовно. 
Отже, маємо 

 
( )

0,0
0

0,, ( ) (( ) )k k

t
t t

k kk e r dT t f e−λ −λ −τη + τ τ τ= ∫ , 

 ( )
,

0
1 1, 1,( ) ( ) ( ) 1,      ,2,k k

t
t t

k k kT t e r f e d k−λ −λ −τ= η + τ τ τ =∫ … , 

 ( )
0, 0, 0, 0,

0

( , ) ( ) ( ) ( )k k

t
t t

k k k ku x t e r f e d v x−λ −λ −τ = η + τ τ τ 
 ∫  

 ( )
1, 1, 1, 1,

0

( , ) ( ) ( ) ( )k k

t
t t

k k k ku x t e r f e d v x−λ −λ −τ = η + τ τ τ 
 ∫ . 

 Враховуючи припущення A1)–A3) теореми та оцінки (22), (23), при 
деяких 0t ≥ ε >  отримаємо такі оцінки: 

 40, ( ), k
ku x t M e−λ ε≤ , 

 51, ( ) 1,2, ,       ,k
ku eMx t k−λ ε =≤ …  

Отже, функціональний ряд (24) мажорується при 0t ≥ ε >  абсолютно 

збіжним числовим рядом 6
1

2 k

k

M e λ ε−
∞

=
∑ . 

Тому за ознакою Вейєрштрасса ряд (24) є рівномірно збіжним, а його 
сума є неперервною в області TD  функцією, яка задовольняє початкову 
умову (7). 
 Безпосередньою підстановкою переконуємося, що 

 0,
0, 0, 0, 0,

( )

0

,
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )k

t
k t

k k k k k

u x t
r f e d r t f t v x

t
−λ −τ∂   = − λ η + τ τ τ +  ∂  ∫ , 
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 1, ( )
1, 1, 1 1,

0
,

( , )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )k

t
k t

k k k k k

u x t
r f e d r f t v x

t
−λ −τ∂   = − λ η + τ τ τ + τ  ∂   ∫ , 

 1,2,k = … . 

Для елементів отриманих рядів з урахуванням оцінок (25), (26) при 
0t ≥ ε >  справджуються такі оцінки: 

 0,
3 ,0, 0

( , )
max ( ) ( )k

k
t

k k

u x t
M r t f t

t

∂ ≤ λ +
∂

η+
(  

 0,
,

max ( ) max ( ) k
k

t t k
r et f t ε−λ+ ≤

)  

 3 1 0, 3 7( ) k
k kM M f t M M e−λ ε≤ + λ( ) , 

 1,
1, 1,

,
1,

( , )
( ) max ( ) max ( ) ( ) k

k
k

k k
t t x

k

u x t
f t r t f t r t T

t
e ε−λ∂

≤ + + ≤
∂

λ η( )  

 1 1, 7( ) k
k kM f t M e−λ ε≤ + λ( ) , 1,2,k = … . 

Тому  

 0, 1,
3 7

( , ) ( , )
(1 ) k

k
k ku x t u x t

eM M
t t

ε−λ∂ ∂
+ ≤ λ+ +

∂ ∂
 

 0, 1,1 3(1 ) ( ) ( )k kM M f t f t+ ++ ( ) ,  1,2,k = … . 

Таким чином, ряд 
1

,

1 0

( , )s k

k s

u x t

t

∞

= =

∂
∂∑ ∑  при 0t ≥ ε >  з урахуванням нерівності 

(23) мажорується абсолютно збіжним рядом 

 07
1

,3 , 11( ) (1 ) ( )k
k k k

k

e f t fM tM M−
∞

ε

=

λ λ ++   
+∑ ( ) . 

Продиференціюємо поелементно ряд (24) двічі за аргументом x : 

 
21

,
0,2

1 0 1
0,

(
( ) (

, )
)s k

k
kk k

s k

u t
v xT t

x

x

∞ ∞

= = =

∂ = − λ −∂
∑ ∑ ∑  

 1, 0, 1,( ) ( ) ( )kk k kkT t T t v x − λ µ +


( ) . (30) 

Для елементів ряду справджуються оцінки 

 

2
0,

42

( , )
kk

k

u x t
M e

x
ε−λλ

∂
≤

∂
, 

 

2
1,

5 42

( , )
k kk

kk M
u

e e
x t

M
x

−λ ε −λ ε∂
≤ + µ =λ

∂
( )  

 5 4 2
12 k

k kM M h e−λ− ε= + − αλ λ( )  

Отже, ряд (30) при деяких 0t ≥ ε >  та 410 22 0hM M− α >=  мажору-

ється рядом 4 10
1

k
k k

k

eM M −λ
∞

ε

=

+λ λ∑ ( ) . 

Тому сума ряду (30) є неперервною в області TD  функцією і співпадає 

з 
2

2

( , )u x t

x

∂
∂

. 
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Аналогічно доводимо неперервність функції 
2

2

( , )u x t

x

∂ −
∂

. 

Далі за теоремами вкладення отримуємо неперервність в області TD  

функцій 
( , )u x t
x

∂
∂

, 
 ( , )u x t
x

∂ −
∂

. 

Отже, функція ( , )u x t , визначена рядом (14), є класичним розв’язком 
задачі (5)–(7). 

Побудуємо рівняння для визначення функції ( )r t : 

 
1 1

0, 0,
10

( , ) ( 1)
( ) 4 ( )

(2 1)
( ) k

k
t

k k k
k

u x t
dx E t r t f t e

t k

∞ −
−λ

=

∂ − = = − λ η −∂ π − 



∑∫  

 ( )
0,

0

( ) ( ) k

t
t

kr f e d−λ −τ − τ τ τ
∫ , 

 
1 1

0, 0,
1 1

4( 1) 4( 1)
( ) ( ) ( )

(2 1) (2 1)
k

k k
t

k k k
k k

r t f t E t e
k k

∞ ∞− −
−λ

= =

− −′= + λ ηπ − π −
 +
∑ ∑  

 ( )
0,

0

( ) ( ) k

t
t

kr f e d−λ −τ+
τ τ τ

∫ , 

 ( )
0, 0,

1 0

( ) ( ) ( 1) (2 1) ( ) ( )k k

t
t tk

k k
k

r t E t k e r f e d
∞

−λ −λ −τ

=

+  = + − π − η τ τ τ ×    
∑ ∫  

 
11

0,
1

4( 1)
( )

(2 1)

k

k
k

f t
k

−∞ −

=

− ×  π − 
∑ . 

 Отже, для визначення функції ( )r t  отримали інтегральне рівняння 
(27), де 

 
0,

1
1

0,
1

( ) ( 1) (2 1)

( )
4( 1)

( )
(2 1)

ktk
k

k
k

k
k

E t k e

F t

f t
k

∞
−λ

=
∞ −

=

′ + − π − η
=

−
π −

∑

∑
, (31) 

 

( )
0,

1
1

0,
1

( 1) (2 1) ( )

( , )
4( 1)

( )
(2 1)

k tk
k

k
k

k
k

k f e

K t

f t
k

∞
−λ −τ

=
∞ −

=

− π − τ
τ =

−
π −

∑

∑
. (32) 

Знаменники дробів (31), (32) відміннні від нуля, оскільки виконується при-

пущення A2) теореми 2: 
1 1

0,
11

4( 1)
,( 0

(2
) ( )

1)

k

k
k

f x t dx f t
k

∞ −

=−

−= ≠
π −∑∫ . 

Згідно з припущеннями A1)–A3) функція ( )F t  і ядро ( , )K t τ  є непе-
рервними функціями на [0, ]T  та [0, ] [0, ]T T×  відповідно. Отже, інтегральне 
рівняння (27) має єдиний розв’язок – неперервну на [0, ]T  функцію ( )r t , 
яка разом із розв’язком ( , )u x t  прямої задачі (5)–(7), визначеним рядом 

(10), утворюють єдиний розв’язок { ( ), ( , )}r t u x t  оберненої задачі (5)–(8). 

Твердження (ii°) теореми 2 доведено. 

Нехай 2 1
2

2 1
h

β − β
α = =

β + β
. У цьому випадку елементи системи  ( ) V h  є 
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власними функціями оператора L , для яких виконуються рівності 
 , ,( ) ( ),      ,   0,1 1 2  , ,r k k r k rLv v x kx = == λ … . 

Далі доведення твердження (iii°) теореми 2 повторює доведення тверд-
ження (i°) цієї теореми.   

Зауваження 3. У випадку, коли число 1α  є раціональним числом, 

множини σ , 1σ  перетинаються. Тому частина власних значень оператора 

L  має кратність 2. Аналіз цього випадку проведено в працях [24, 25]. 
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INVERSE PROBLEMS OF DETERMINATION OF A TIME-DEPENDENT COEFFICIENT OF 
PARABOLIC EQUATION WITH INVOLUTION AND ANTI-PERIODICITY CONDITIONS 
 
The solution of the investigated problem with an unknown coefficient in the equation is 
constructed using the method of separation of variables. The properties of the spectral 
problem for the second-order differential equation with involution are studied. The 
dependencies of the spectrum of operator of the problem and its multiplicity as well as 
structure of the system of root functions and partial solutions of the problem on the 
involution part of the equation are investigated. The conditions for the existence and 
uniqueness of the solution of the inverse problem are established. For determination of 
the required coefficient, Volterra integral equation of the second kind is found and 
solved.  

Key words: inverse problem, heat conduction equation, method of separation of 
variables, nonlocal conditions, involution, Riesz basis. 
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