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ПРО СИМЕТРІЙНУ РЕДУКЦІЮ (1+3)-ВИМІРНОГО НЕОДНОРІДНОГО 
РІВНЯННЯ МОНЖА – АМПЕРА ДО АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ 
 

Здійснено симетрійну редукцію (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння Мон-
жа – Ампера до алгебраїчних рівнянь. Наведено деякі результати, отримані 
з використанням класифікації тривимірних неспряжених підалгебр алгебри 
Лі групи Пуанкаре (1, 4)P . 
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Диференціальні рівняння є одним із основних інструментів для побудо-

ви математичних моделей процесів, які відбуваються в навколишньому сві-
ті. У багатьох випадках побудовані диференціальні рівняння мають нетриві-
альну симетрію. Для дослідження таких рівнянь можна, зокрема, викорис-
товувати класичний метод Лі – Овсяннікова [1, 17]. Із застосуванням цього 
підходу можна, зокрема, проводити симетрійну редукцію і будувати класи 
інваріантних розв’язків рівнянь, що досліджуються  (див. [1, 9, 10, 13, 17, 
18, 19], а також цитовану там літературу). 

Для класифікації симетрійних редукцій та інваріантних розв’язків 
диференціальних рівнянь з нетривіальною симетрією авторами запропоно-
вано [11] використовувати структурні властивості низькорозмірних неспря-
жених підалгебр того самого рангу алгебр Лі груп симетрії досліджуваних 
рівнянь.  

При розв’язуванні різноманітних задач геометрії, геометричного ана-
лізу, теорії струн, космології, геометричної оптики, оптимального переносу, 
одновимірної газової динаміки, метеорології та океанографії отримуються 
рівняння Монжа – Ампера в просторах різних вимірностей і різних типів. 
На сьогодні опубліковано значну кількість робіт, присвячених дослідженню 
таких рівнянь, зокрема [2, 7, 8, 14–16, 20–23] (див. також цитовану там 
літературу).  

Пропонована робота присвячена вивченню взаємозв’язку структурних 
властивостей тривимірних неспряжених підалгебр [3] алгебри Лі групи 

(1, 4)P , типів симетрійних редукцій та інваріантних розв’язків для (1+3)-ви-
мірного неоднорідного рівняння Монжа – Ампера.  

Внаслідок проведення симетрійної редукції досліджуваного рівняння 
отримали такі редуковані рівняння: 

– алгебраїчні рівняння, 
– лінійні звичайні диференціальні рівняння (ЗДР) першого порядку, 
– нелінійні ЗДР першого порядку, 
– нелінійні ЗДР другого порядку, 
– диференціальні рівняння із частинними похідними. 
Результати, що стосуються симетрійної редукції (1+3)-вимірного не-

однорідного рівняння Монжа – Ампера до ЗДР першого порядку та його 
інваріантних розв’язків, можна знайти в [4, 12]. 

У цій роботі наведемо тільки отримані нами результати стосовно си-
метрійної редукції досліджуваного рівняння до алгебраїчних рівнянь. Для 
цього спочатку розглянемо деякі результати, що стосуються алгебри Лі 
групи (1, 4)P  та її неспряжених підалгебр.  

1. Алгебра Лі групи (1, 4)P  та її неспряжені підалгебри. Група Пуан-
каре (1, 4)P  є групою поворотів і зсувів п’ятивимірного простору Мінков-
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ського (1, 4)M . Серед важливих для теоретичної і математичної фізики груп 
група (1, 4)P  посідає особливе місце. Вона є найменшою групою, яка містить 
як підгрупи групи симетрії релятивістської фізики (група Пуанкаре (1, 3)P ) 

та нерелятивістської фізики (розширена група Галілея (1, 3)G%  [5]).  

Алгебра Лі групи (1, 4)P  задається 15-ма базисними елементами Mµν =  

Mνµ= − , , 0,1,2,3, 4µ ν = , і Pµ , 0,1,2,3, 4µ = , які задовольняють комутаційні 

співвідношення  

 , 0[ ]P Pµ ν = , 

 ,[ ]M P g P g Pµν σ νσ µ µσ ν= − , 

 ,[ ]M M g M g M g M g Mµν ρσ µσ νρ νρ µσ µρ νσ νσ µρ= + − − , 

де gµν , , 0,1,2,3, 4µ ν = , – метричний тензор з компонентами 00 11g g= − =  

22 33 44 1g g g= − = − = − =  і 0gµν = , якщо µ ≠ ν .  

У цій роботі розглядатимемо таке зображення [6] для алгебри Лі групи 
(1, 4)P : 

 0 1 2
0 1 2

, ,P P P
x x x
∂ ∂ ∂= = − = −

∂ ∂ ∂
, 

 3 4 4
3

, , ,P P M x P x P x u
x u µν µ ν ν µ
∂ ∂= − = − = − ≡

∂ ∂
. 

Надалі перейдемо від Mµν  і Pµ  до таких лінійних комбінацій:  

 04 1 23 2 13 3 12, , ,G M L M L M L M= = = − = , 

 4 0 4 0, , 1,2, 3a a a a a aP M M C M M a= − = + = , 

 0 4 0 4
0 4, , 1,2, 3,

2 2k k

P P P P
X X P k X

− +
= = = = . 

Класифікацію всіх неспряжених підалгебр алгебри Лі групи (1, 4)P  
(вимірності яких не перевищують 3) в класи ізоморфних підалгебр прове-
дено у праці [3]. Внаслідок виконаної класифікації встановлено, що триви-
мірні неспряжені підалгебри алгебри Лі групи (1, 4)P  є таких типів: 13A , 

2 1A A⊕ , 3,1A , 3,2A , 3,3A , 3,4A , 3,6A , 3,7
aA , 3,8A , 3,9A . 

2. Про симетрійну редукцію (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння 
Монжа – Ампера до алгебраїчних рівнянь. У цій роботі розглядаємо неод-
норідне рівняння Монжа – Ампера вигляду 

 3det 1 ,       0u u uν
µν ν= λ − λ ≠( ) ( ) , (1) 

де 

 0 1 2 3( ),       ( , , , ) (1,3)u u x x x x x x M= = ∈ , 

 
2

 ,        g ,        u uu u u u
x x x

ν να
µν α α

µ ν α

∂ ∂= = ≡
∂ ∂ ∂

, 

 g (1, 1, 1, 1) ,       , , 0,1,2,3µν µν= − − − δ µ ν α = , 

(1,3)M  – (1+3)-вимірний простір Мінковського. 
У 1983 р. В. І. Фущич і М. І. Сєров [6] вивчили симетрію і побудували 

багатопараметричні сім’ї точних розв’язків багатовимірного рівняння Мон-
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жа – Ампера. Із отриманих ними результатів, зокрема, випливає, що до-
сліджуване неоднорідне рівняння (1) є інваріантним відносно групи (1, 4)P . 

Наведемо отримані нами результати, що стосуються симетрійної ре-
дукції досліджуваного рівняння до алгебраїчних рівнянь. 

Підалгебри типу 13A . 

 1. 1 3 2 2 3 4, 0 , 0P X P X X X− γ γ > ⊕ − − δ δ ≠ ⊕ : 

Анзац 

 2
3 0 1 2 3 0 1 0( ) ( )( ) ( ),      x x u x x x x u x x u+ − γ + δ − + − γ = ϕ ω ω = + . 

Редуковане рівняння 

 4 3 2 2 2 2 22 ( 1) 2 0ω + ω + δ + γ + ω + γ ω + γ = . 

Розв’язок (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння Монжа – Ампера 

 4 3 2 2 2 2 2
0 0 0 0( ) 2( ) ( 1)( ) 2 ( ) 0x u x u x u x u+ + + + δ + γ + + + γ + + γ = . 

 2. 1 3 2 2 4, 0P X P X X− γ γ > ⊕ − ⊕ : 

Анзац 

 2
3 0 1 3 0 1 0( ) ( )( ) ( ),      x x u x x x u x x u+ − γ − + − γ = ϕ ω ω = + . 

Редуковане рівняння 

 2 2( 1)( ) 0ω + γ + ω = . 

Розв’язки редукованого рівняння 

 2 21 0,      0ω + = γ + ω = . 

Розв’язки (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння Монжа – Ампера 

 2 2
0 01 0,      ( ) 0x u x u+ + = + + γ = . 

 3. 1 2 2 3 4, 0P P X X X⊕ − − δ δ > ⊕ : 

Анзац 

 3 0 2 3 0( ) ( ),      x x u x x x u+ − δ + = ϕ ω ω = + . 

Редуковане рівняння 

 2 2( 1) 0ω + + δ = . 

Розв’язок (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння Монжа – Ампера 

  2 2
0( 1) 0x u+ + + δ = . 

Зауважимо, що ліві сторони анзаців 1, 2, 3 є поліномами від інваріанта 

0x uω = + . 

 4. 1 3 2 4P X P X− ⊕ ⊕ : 

Анзац 

 1
3 0

0
( ),      

x
x x u

x u
− = ϕ ω ω = +

+
. 

Редуковане рівняння 

 2( 1) 0ω ω + = .  

Розв’язки редукованого рівняння 

 20,      1 0ω = ω + = . 

Розв’язки (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння Монжа – Ампера 
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 2
0 00,      ( ) 1 0x u x u+ = + + = . 

 5. 3 2 1 4P X X X− ⊕ ⊕ : 

Анзац 

 3
2 0

0
( ),      

x
x x u

x u
− = ϕ ω ω = +

+
. 

Редуковане рівняння 

 2( 1) 0ω ω + = . 

Розв’язки редукованого рівняння 

 20,      1 0ω = ω + = . 

Розв’язки (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння Монжа – Ампера 

 2
0 00,      ( ) 1 0x u x u+ = + + = . 

Підалгебри типу 3,1A . 

 1. 4 1 2 3 2 1 2 34 , , , 0, 0, 0X P X X P X X X− − γ + − µ − δ γ > δ ≠ µ > : 

Анзац 

 2
3 0 1 2 3 0 1 2 3( ) ( )( ) ( ) ( )x x u x x x x u x x x+ − γ + δ − µ + + δ − γµ − γ + = ϕ ω , 

 0x uω = + . 

Редуковане рівняння 

 4 3 2 2 2 2 2 2 22 ( 2) 2 ( 1) ( ) 1 0ω + µω + δ + γ + µ + ω + µ γ + ω + δ − γµ + γ + = . 

Розв’язок (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння Монжа – Ампера 

 4 3 2 2 2 2
0 0 0( ) 2 ( ) ( 2)( )x u x u x u+ + µ + + δ + γ + µ + + +  

 2 2 2
02 ( 1)( ) ( ) 1 0x u+ µ γ + + + δ − γµ + γ + = . 

 2. 4 1 2 3 2 1 24 , , , 0, 0X P X X P X X− − γ + − µ γ > µ > : 

Анзац 

 2
3 0 1 3 0 1 2 3( ) ( )( ) ( )x x u x x x u x x x+ − γ − µ + − γµ − γ + = ϕ ω , 

 0x uω = + . 

Редуковане рівняння 

 4 3 2 2 2 2 2 22 ( 2) 2 ( 1) ( 1) 1 0ω + µω + γ + µ + ω + µ γ + ω + γ µ + + = . 

Розв’язок (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння Монжа – Ампера 

 4 3 2 2 2
0 0 0( ) 2 ( ) ( 2)( )x u x u x u+ + µ + + γ + µ + + +  

 2 2 2
02 ( 1)( ) ( 1) 1 0x u+ µ γ + + + γ µ + + = . 

 3. 4 1 2 2 1 2 34 , , , 0, 0X P X P X X X− + − µ − δ δ > µ ≠ : 

Анзац 

 2
3 0 2 3 0 1 3( ) ( )( ) ( )x x u x x x u x x+ − δ − µ + + δ + = ϕ ω , 

 0x uω = + . 

Редуковане рівняння 
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 4 3 2 2 2 22 ( 2) 2 1 0ω + µω + δ + µ + ω + µω + δ + = . 

Розв’язок (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння Монжа – Ампера 

 4 3 2 2 2
0 0 0( ) 2 ( ) ( 2)( )x u x u x u+ + µ + + δ + µ + + +  

 2
02 ( ) 1 0x u+ µ + + δ + = . 

 4. 4 1 2 2 1 34 , , , 0X P X P X X− + − δ δ > : 

Анзац 

 2
3 0 2 0 1 3( ) ( ) ( )x x u x x u x x+ − δ + + δ + = ϕ ω , 

 0x uω = + . 

Редуковане рівняння 

 2 2 2( 1)( 1) 0ω + ω + δ + = . 

Розв’язки редукованого рівняння 

 2 2 21 0,      1 0ω + = ω + δ + = . 

Розв’язки (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння Монжа – Ампера 

 2 2 2
0 0( ) 1 0,      ( ) 1 0x u x u+ + = + + δ + = . 

 5. 4 1 2 3 2 14 , , , 0X P X X P X− − β + β > : 

Анзац 

 2
3 0 1 0 2 3( ) ( ) ( )x x u x x u x x+ − β + − β + = ϕ ω , 

 0x uω = + . 

Редуковане рівняння 

 2 2 2( 1)( 1) 0ω + ω + β + = . 

Розв’язки редукованого рівняння 

 2 2 21 0, 1 0ω + = ω + β + = . 

Розв’язки (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння Монжа – Ампера 

 2 2 2
0 0( ) 1 0, ( ) 1 0x u x u+ + = + + β + = . 

 6. 4 1 2 2 1 24 , , , 0X P X P X X− + − µ µ ≠ : 

Анзац 

 2
3 0 3 0 3( ) ( ) ( )x x u x x u x+ + µ + + = ϕ ω , 

 0x uω = + . 

Редуковане рівняння 

 2 1 0ω + µω + = . 

Розв’язок (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння Монжа – Ампера 

 2
0 0( ) ( ) 1 0x u x u+ + µ + + = . 

Зауважимо, що ліві сторони анзаців 1, 2, …, 6 є поліномами від 
інваріанта 

 0x uω = + . 
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 7. 4 3 2 1 32 , , , 0X P X X Xµ − + µ µ > : 

Анзац 

 3 1
2 0

0
( ),      

x x
x x u

x u
− µ

− = ϕ ω ω = +
+

. 

Редуковане рівняння 

 2 2( 1) 0ω ω + µ + = . 

Розв’язки редукованого рівняння 

 2 20,      1 0ω = ω + µ + = . 

Розв’язки (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння Монжа – Ампера 

 2 2
0 00,      ( ) 1 0x u x u+ = + + µ + = . 

Висновки. Встановлено взаємозв’язок між типами тривимірних не-
спряжених підалгебр алгебри Лі групи Пуанкаре (1, 4)P  і симетрійними 
редукціями до алгебраїчних рівнянь для (1+3)-вимірного неоднорідного рів-
няння Монжа – Ампера. Наведено деякі інваріантні розв’язки досліджу-
ваного рівняння. 

Як вказано вище, тривимірні неспряжені підалгебри алгебри Лі групи 

(1, 4)P  є таких типів [3]: 13A , 2 1A A⊕ , 3,1A , 3,2A , 3,3A , 3,4A , 3,6A , 3,7
aA , 

3,8A , 3,9A .  

Для (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння Монжа – Ампера отрима-
но редукції до алгебраїчних рівнянь для деяких неспряжених підалгебр 
двох типів: 13A , 3,1A . 

Побудовані нами розв’язки (1+3)-вимірного неоднорідного рівняння 
Монжа – Ампера є поліномами першого, другого та четвертого степенів від 
інваріанта 0x u+ . 
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ON SYMMETRY REDUCTION OF THE (1+3)-DIMENSIONAL INHOMOGENEOUS 
MONGE – AMPÈRE EQUATION TO ALGEBRAIC EQUATIONS 
 
The symmetry reduction of the (1+3)-dimensional inhomogeneous Monge – Ampère 
equation to algebraic equations is carried out. Some results obtained by using the 
classification of three-dimensional nonconjugate subalgebras of the Lie algebra of the 
Poincaré group (1, 4)P  are presented. 

Key words: symmetry reduction, inhomogeneous Monge – Ampère equation, classifi-
cation of the Lie algebras, nonconjugate subalgebras of the Lie algebras, the 
Poincaré group (1, 4)P . 
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