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Досліджуються категорії матричних зображень нільпотентних напівгруп 
над довільним полем. Основна увага приділяється матричним алгебрам 
Ауслендера як одній із форм задання категорій зображень, що мають скін-
ченне число класів еквівалентності нерозкладних об’єктів, і їхнім дискрет-
ним характеристикам. Поняття алгебри Ауслендера узагальнюється на 
категорії зображень без додаткових умов. Для довільної нільпотентної ци-
клічної напівгрупи описано її алгебру Ауслендера та обчислено її Σ -функцію. 
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Вступ. Математика, і особливо сучасна, вивчає не лише ті чи інші 

об’єкти, а й зв’язки між ними. Яскравим прикладом такої тенденції є 
виникнення теорії категорій та її широке розповсюдження в різних галузях 
науки. Якщо говорити про теорію зображень алгебраїчних об’єктів (на мові 
відображень скінченновимірних векторних просторів чи матричній мові), то 
на першому етапі розвитку основними були проблеми, пов’язані з описом 
зображень. Багато результатів про нормальні й канонічні форми зображень 
добре відомі і навіть стали класичними. Зокрема, це стосується матриць як 
у класичній, так і в сучасній лінійній алгебрі (наприклад, див. [1–7, 10–13, 
15, 17–20, 26, 27, 30, 31, 35, 37]). З часом категорний метод дослідження 
зображень став одним із основних, а задачі, безпосередньо пов’язані з 
описом зображень, у працях часто відходять на другий план або й зовсім не 
розглядаються (зокрема, див. [21–25, 28, 29, 32–34, 36]). 

У цій статті вивчаються категорні властивості матричних зображень 
нільпотентних напівгруп над довільним полем. Основні поняття детально 
аналізуються та підтверджуються прикладами. Особлива увага приділя-
ється опису алгебр Ауслендера як однієї із форм задання категорій 
зображень і обчисленню відповідних Σ -функцій. 

1. Матричні зображення напівгруп. Матричним зображенням напів-
групи S  розмірності n ∈ N  над полем K  називається довільний гомомор-

фізм : ( )T a T a→  напівгрупи S  у напівгрупу ( )nM Ko  (відносно множення) 

всіх матриць розміру n n×  із елементами з поля K . Якщо напівгрупа 
задана твірними та визначальними співвідношеннями, то матричне зобра-
ження однозначно задається набором матриць, що відповідають твірним, і 
відповідними співвідношеннями між цими матрицями. Надалі такий набір 
матриць будемо ототожнювати із самим зображенням. 

Еквівалентність матричних зображень T  і T′  напівгрупи S  означає 

існування оборотної матриці C  такої, що 1( ) ( )T a CT a C−′=  для всіх a S∈ . 

Прямою сумою матричних зображень T  і T′  напівгрупи S  назива-
ється зображення T T′⊕ , де 

 
( ) 0

( ) ( ) ( )
0 ( )

T a
T T a T a T a

T a
 ′ ′⊕ = ⊕ =  ′ 

 

для будь-якого a S∈ . 
Зображення T  напівгрупи S  називається розкладним, якщо воно екві-

валентне прямій сумі двох зображень, і нерозкладним – в іншому разі. 
                                           
* vitalij.bond@gmail.com 
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Перейдемо до категорної точки зору. З основними поняттями та ідеями 
загальної теорії категорій можна ознайомитися в монографії С. Маклейна 
[16]. 

Матричні зображення напівгрупи S  над полем K  утворюють кате-
горію, яку позначаємо через Rеp ( )K S  або, скорочено, через Rеp ( )S  (коли 
зрозуміло, про яке поле йде мова). Її об’єктами є всі зображення, а множи-
на морфізмів Rеp ( )Hom ( , )S T T′  із об’єкта T  розмірності n  в об’єкт T′  роз-

мірності m  складається з усіх матриць ( )ijX x=  розміру n m×  таких, що 

( ) ( )T a X XT a′=  для кожного a S∈ . Очевидно, що множини морфізмів є век-
торними просторами над полем K . Оскільки всі рівності вигляду ( )T a X =  

( )XT a′=  утворюють у сукупності лінійну однорідну систему рівнянь від-

носно ijx , то маємо таке твердження. 

Лема 1. Якщо множина морфізмів Rеp ( )Hom ( , )S T T′  має розмірність 

d , то її можна розглядати як параметричну матрицю ( )ijX x=  з d  

вільними параметрами 
1 1

, ,
d di j i jx x… , всі інші елементи якої лінійно вира-

жені через них. 

Така параметрична матриця X  визначається множиною морфізмів 

Rеp ( )Hom ( , )S T T′  неоднозначно (в сенсі вибору вільних параметрів і подаль-

ших співвідношень між ijx ), але, якщо вона зафіксована, то позначаємо її 

через ( , )X T T′  і ототожнюємо з Rеp ( )Hom ( , )S T T′ . 

Для категорії Rеp ( )K S  виконується теорема Крулля – Шмідта [16, 22], 
тобто кожне зображення розкладається у (скінченну) пряму суму нероз-
кладних зображень, до того ж однозначно з точністю до еквівалентності та 
перестановки прямих доданків. 

Зауваження 1. Оскільки напівгрупа необов’язково має одиничний чи 
нульовий елемент, то у випадку, коли такий елемент існує, із загального 
означення матричного зображення не випливає, що йому відповідає відпо-
відно одинична або нульова матриця. Але природно вимагати, щоб ці умови 
виконувались, що, по суті, не обмежує загальності (більш точно, в кожному 
випадку з усіх нерозкладних зображень втрачається лише одне розмірності 
1, а саме: при існуванні одиничного елемента – зображення, яке складаєть-
ся лише з нульових матриць, а при існуванні нульового елемента – зобра-
ження, яке складається лише з одиничних матриць). Надалі притримуємося 
цієї природної точки зору. При цьому елемент напівгрупи порядку 1 вва-
жаємо нульовим і не вважаємо одиничним. 

Зауваження 2. Щоб категорія Rеp ( )K S , була «хорошою» (якщо гово-
рити точно, абелевою), потрібно додати (єдине) зображення розмірності 
нуль, яке буде нульовим об’єктом категорії, тобто, якщо його позначити че-
рез 0 , тоді 0 0T T T⊕ = ⊕ =  для будь-якого зображення T  (зокрема, 
0 0 0⊕ = ). Такий об’єкт вважається розкладним і у наведених вище озна-
ченнях нерозкладного і розкладного зображень участі не бере. Згідно з 
зауваженням 1, напівгрупа, що складається з одного елемента (а він фор-
мально є і нульовим, і одиничним), має лише одне зображення, а саме 0 . 
Дослідження, які проводимо у цій статті, не вимагають такого трактування 
категорії зображень. 

Повну підкатегорію категорії Rеp ( )K S , що складається з вибраних 
представників усіх класів еквівалентності, називають скелетом, а лише з 
усіх класів еквівалентності нерозкладних зображень – хребтом. Познача-
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ємо їх відповідно через R ( )K S  і Sp ( )K S . Згідно з наведеними означеннями, 

категорії Rеp ( )K S  і R ( )K S  є еквівалентними. Якщо хребет категорії зафік-
совано, то найбільш природними є скелети, об’єкти яких є прямими сумами 
об’єктів хребта. Хребет категорії Rеp ( )K S  називаємо скінченним (відповід-
но нескінченним), якщо скінченним (відповідно нескінченним) є число його 
об’єктів. 

Важливість цих означень полягає в тому, що при дослідженні категорії 
зображень її можна замінити скелетом – більш простою еквівалентною їй 
категорією. А оскільки довільний морфізм між прямими сумами зображень 
однозначно визначається сім’єю морфізмів між їхніми доданками, то в ба-
гатьох випадках достатньо обмежитися навіть категорією Sp ( )K S . Саме на 
цьому шляху виникає поняття алгебри Аусдендера як алгебри ендомор-
фізмів прямої суми всіх об’єктів хребта. Вона (з точністю до ізоморфізму) 
не залежить від вибору хребта і є однією з форм задання всієї категорії 
зображень. 

Наведемо приклади напівгруп зі скінченним і нескінченним хребтом їх-
ніх категорій матричних зображень. 

Приклад 1. Нехай ( )
1
mS  – циклічна напівгрупа, породжена елементом 

a  таким, що 0ma = , m ∈ N . Розглядаючи матричні зображення цієї напів-
групи, вважаємо (див. зауваження 1), що нульовому елементу відповідає 
нульова матриця. Тоді її матричне зображення задається матрицею A  та-

кою, що 0mA = . Згідно з теоремою лінійної алгебри про нормальну форму 
однієї матриці відносно перетворень подібності за об’єкти хребта категорії 

( )
1Rеp ( )m

K S  природно взяти клітки Жордана (0)s sJ J=  розміру s s× , 

1, ,s m= … , із власним числом 0. Отже, хребет є скінченним. & 

Приклад 2. Введемо такі позначення: sE  – одинична матриця розміру 

s s× , ( )sJ a  – клітка Жордана розміру s s×  з власним числом a  (записана 
як верхньотрикутна матриця). 

Нехай 2S  – напівгрупа з нулем, породжена елементами b  і c  з визна-

чальними співвідношеннями 2 0b = , 2 0c = , 0bc cb= = . 
Матричні зображення 

 
0 0 ( )

,      ,      1,      
0 0 0 0

s sE J a
b c s a K   → → ≥ ∈   

   
, 

нерозкладні і попарно нееквівалентні, а отже, будь-який хребет категорії 

2Rеp ( )K S  є нескінченним.  & 

Зауважимо, що у випадку нескінченного поля вказані зображення по-
казують, що існує нескінченне число розмірностей, у кожній з яких є не-
скінченне (з точністю до еквівалентності) число нерозкладних зображень. 
Це стандартна ситуація для матричних зображень [18]. 

Задачу про класифікацію всіх нерозкладних зображень напівгрупи 2S  
вперше розв’язано (на мові зображень груп) у роботі [1] для алгебраїчно 
замкненого поля характеристики 2. У загальному випадку ідея доведення 
аналогічна (див., наприклад, [9]). 

2. Алгебра Ауслендера. Як і раніше, матричні зображення розглядаємо 
над полем K , яке, для простоти, в різних позначеннях як нижній індекс 
часто опускаємо. Запис 1 2Sp ( ) , , , mS T T T= …{ }  означатиме, що множина 

об’єктів категорії Sp ( )S  складається із зображень 1 2, , , mT T T… , а запис 

Sp ( )iT S∈  – що iT  є об’єктом категорії Sp ( )S . 
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Нехай S  – напівгрупа скінченного зображувального типу (тобто число 
класів еквівалентності нерозкладних зображень є скінченним). Зафіксуємо 
хребет 1 2Sp ( ) , , , mS T T T= …{ }  категорії Rеp ( )S  і покладемо 

0 1 2 mT T T T= ⊕ ⊕ ⊕… . Матричною алгеброю (або просто алгеброю) Ауслен-

дера Aus ( )K S  напівгрупи S  над полем K  називається алгебра (з одини-

цею) Rеp ( ) 0 Rеp ( ) 0 0End : Hom ( , )S ST T T= . Вона не залежить від вибору хребта 

та нумерації його об’єктів у тому сенсі, що відповідні алгебри Ауслендера 
будуть ізоморфними (і навіть спряженими в повній матричній алгебрі 

( )nM K , де n  – сума розмірностей матричних зображень 1 2, , , mT T T… ). 

Приклад 3. Нехай (2)
1S  – циклічна напівгрупа, породжена елементом 

a  таким, що 2 0a = . За об’єкти хребта категорії (2)
1Rеp ( )K S  виберемо такі 

два зображення (див. приклад 1): 

 1) 1 : 0T a → ; 

 2) 2
0 1

:
0 0

T a  →  
 

. 

Тоді 

 0 1 2

0 0 0
0 0 1
0 0 0

T T T
 
 = ⊕ =
 
 

, 

і матрична алгебра Ауслендера складається з матриць вигляду 

 
11 13

21 22 23

22

0

0 0

x x
X x x x

x

 
 =
 
 

, 

де 11x , 13x , 21x , 22x , 23x  пробігають поле K . & 

Приклад 4. Нехай 3S  – напівгрупа з нулем, породжена елементами a , 

b  такими, що 2a a= , 2b b= , 0ab = . Її матричне зображення задається 

матрицями A , B  такими, що 2A A= , 2B B= , 0AB = . Згідно з [8], за 
об’єкти хребта категорії 3Rеp ( )K S  можна вибрати такі чотири зображення: 

 1) 1 : 0,           0T a b→ → ; 

 2) 2 : 0,           1T a b→ → ; 

 3) 3 : 1,           0T a b→ → ; 

 4) 4

1 0 0 0
: ,    

0 0 1 1
T a b

   → →   
   

. 

Тоді 0 1 2 3 4T T T T T= ⊕ ⊕ ⊕ , тобто 

 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

( ) 0 0 1 0 0 ,      ( ) 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

T a T b

   
   
   
   = =
   
   
   
   

, 

і алгебра Ауслендера складається, як доведено в [14], з матриць вигляду 
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11

22

33 34

44

52 44

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0

x
x

x xX
x

x x

 
 
 =  
 
 
 

. & 

Матриці, які задають алгебру Ауслендера, можна обчислювати не 
лише, користуючись безпосередньо означенням, а й поблочно. Розглянемо 
цей спосіб більш детально. Для простоти нижній індекс Rеp ( )S  при Hom  
будемо опускати. 

Якщо означення алгебри Ауслендера 1 2Aus ( ) Hom ( mS T T T= ⊕ ⊕ ⊕L , 

1 2 )mT T T⊕ ⊕ ⊕…  запишемо в розгорнутому вигляді, то вона складається з 

усіх блочних матриць ( )ijX X=  (над K ) таких, що розмір блока ijX  дорів-

нює dim dimi jT T× , 1 ,i j m≤ ≤ , і виконується рівність 

 

11 12 11

2 21 22 2

1 2

0 0
0 0

0 0

m

m

m m m mm

X X XT
T X X X

T X X X

  
  

=  
     

   

LL
L L

M M O M M M O M
L L

 

 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

0 0
0 0

0 0

m

m

mm m mm

X X X T
X X X T

TX X X

   
   

=    
     

  

L L
L L

M M O MM M O M
LL

. 

Якщо множення матриць здійснювати поблочно, то ця матрична рівність 
еквівалентна системі матричних рівностей i ij ij jT X X T= , де ,i j  пробігають 

множину 1,2, , m…{ } , а значить, 

 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

Hom ( , ) Hom ( , ) Hom ( , )

Hom ( , ) Hom ( , ) Hom ( , )
Aus ( )

Hom ( , ) Hom ( , ) Hom ( , )

m

m
K

m m m m

T T T T T T

T T T T T T
S

T T T T T T

 
 
 =  
 
 
 

L

L

M M O M

L

. (1) 

Цю рівність можемо трактувати або як рівність алгебр 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

Aus ( )

m

m
K

m m mm

H H H
H H H

S

H H H

  
  

=   
   

  

L
L

M M O M
L

, (2) 

де ijH  пробігає Hom ( , )i jT T  для всіх , 1, ,i j m= … , або (див. лему 1) як 

рівність 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

Aus ( )

m

m
K

m m mm

X X X
X X X

S

X X X

 
 

=  
  
 

L
L

M M O M
L

, (3) 

де : ( , )ij i jX X T T= . 

Вказаний поблочний спосіб обчислення алгебри Ауслендера є особливо 
ефективним тоді, коли хребет містить складні зображення або їх багато. 
Саме так обчислюється алгебра Ауслендера при доведенні одного з основ-
них результатів цієї статті (див. теорему 3). 

Покладемо 
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11 12 1

21 22 2

1 2

( )

m

m
K

m m mm

d d d
d d d

D S

d d d

 
 

=  
 
 

L
L

M M O M
L

, (4) 

де ijd  – розмірність векторного простору Hom ( , )i jT T , якщо виходити з 

формули (2), і число вільних параметрів матриці ( , )i jX T T , якщо виходити з 

формули (3). 
Нескінченну матрицю зі скінченним числом ненульових елементів у 

будь-якому рядку і будь-якому стовпці назвемо rc -скінченною. Якщо в 
означенні зображення напівгрупи S  дозволяти і нескінченні rc -скінченні 
матриці, то рівності ( ) ( )T a X XT a′= , a S∈ , завжди мають сенс, а добуток 
морфізмів має сенс, коли як морфізми також дозволяти лише rc -скінченні 
матриці. Наведені міркування показують, що для категорії зображень скін-
ченної розмірності Rеp ( )K S  можна говорити про алгебру Ауслендера та-

кож і у випадку нескінченного хребта. А саме, тоді зображення 0T  нескін-

ченної розмірності складається з rc -скінченних матриць 0 ( )T a , a S∈ , і за 

її елементи візьмемо всі rc -скінченні матриці X  такі, що 0 0( ) ( )T a X XT a=  

для будь-якого a S∈ . 
Якщо врахувати, що множина ендоморфізмів будь-якого об’єкта кате-

горії Rеp ( )K S  є ненульовою (оскільки має скалярний ендоморфізм), то зі 
сказаного випливає таке твердження (як у випадку скінченного, так і не-
скінченного хребта). 

Твердження 1. 

 ( )Rеp ( ), Sp ( )
dim Hom ( , ) dim Aus ( ) Sp

Ki j K
K S i j K K KT T S

T T S S
∈

= ≥∑ . 

Алгебри Ауслендера дозволяють більш наглядно зрозуміти зв’язок між 
прямими сумами та їхніми алгебрами ендоморфізмів і внутрішньою струк-
турою підалгебр. 

Зокрема, як наслідок того факту, що функтор вкладення є адитивним, 
є наступне твердження [16]. 

Твердження 2. Нехай S  – напівгрупа така, що її категорія зобра-
жень Rеp ( )K S  має скінченний хребет 1 2Sp ( ) , , ,K mS T T T= …{ } . Зафіксуємо 

послідовність натуральних чисел 1 2( , , , )si i i= …I , 1 s m≤ < , таку, що 

1 21 si i i m≤ < < < ≤… , і позначимо через TI  пряму суму зображень 1i
T , 

2
, ,

si iT T… . Тоді ( )RеpEnd ( )
K S TI  – підалгебра алгебри Ауслендера Aus ( )K S . 

Практичну реалізацію такої відповідності пояснює таке твердження, 
сформульоване в більш загальній ситуації. 

Твердження 3. Нехай 1 2, , , mT T T… , 1m > , – довільні матричні зобра-

ження напівгрупи S  над полем K  і T  – їхня пряма сума. Зафіксуємо по-
слідовність натуральних чисел 1 2( , , , )si i i= …I , 1 s m≤ < , таку, що 

1 21 si i i m≤ < < < ≤… , і позначимо через TI  пряму суму зображень 1i
T , 

2
, ,

si iT T… . Параметричні матриці, які задають Rеp ( )End ( )S T  і 

Rеp ( )End ( )S TI , будемо вважати, як і матриці зображень T  та TI , блочни-

ми (розміри блоків визначаються розмірностями зображень 1 2, , , mT T T… ). 

Тоді Rеp ( )End ( )S TI  – блочна підматриця матриці Rеp ( )End ( )S T , яка роз-

міщена на перетині горизонтальних і вертикальних смуг із номерами з 
послідовності I . 
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3. Σ -функція (означення і приклади). Інтервал ,p q[ ] , де p  і q p≥  – 

натуральні числа, завжди вважатимемо цілочисловим, тобто , :p q =[ ]  

: , 1, ,p p q= + …{ } . 

Нехай : ( )T a T a→ , a S∈ , – матричне зображення над полем K  на-
півгрупи S . Позначимо через ( )d T  максимальне число вільних параметрів 
однорідної системи лінійних рівнянь ( ) ( )T a X XT a= , де a  пробігає S , від-
носно елементів матриці X , яке, згідно з лемою 1, дорівнює розмірності 
алгебри ендоморфізмів Rеp ( )End ( )S T . Підкреслимо, що ( )d T  не змінюється 

при заміні T  на еквівалентне йому зображення. Якщо тепер S  – напів-
група скінченного зображувального типу над K  (тобто, за означенням, має 
скінченне число класів еквівалентності нерозкладних зображень), а T =  

1 2, , , mT T T= …{ }  – хребет її категорії зображень Rеp ( )K S , то для 1,n m∈ [ ]  
покладемо 

 
1 2

1 2

,( ) : ,      ( ) : ( )
n

n

n i i i S K n
i i i

d T d T T T n d T
< < <

= ⊕ ⊕ ⊕ ∑ =∑
…

…( ) . 

Введена функція , : 1,S K mΣ →[ ] N  називається Σ -функцією категорії 

Rеp ( )K S  або Σ -функцією напівгрупи S  над K  [8]. 

Обчислення Σ -функції можна спростити, якщо категорію зображень 
розглядати в формі алгебри Ауслендера і скористатися твердженням 3. У 
наступних двох прикладах воно використовується таким чином. Спочатку 
обчислюємо матричну алгебру Ауслендера (як параметричну матрицю), а 
потім розглядаємо її головні підматриці. Для простоти нижній індекс у ви-
разах Rеp ( )End S  і dimK  опускаємо. 

Приклад 5. Для напівгрупи (2)
1S S= , алгебра Ауслендера якої зада-

ється параметричною матрицею 

 
11 13

21 22 23

22

0

0 0

x x
X x x x

x

 
 =
 
 

 

(див. приклад 3), маємо 

 ,

3,
(

2,
)

.5

1,
S K

n
n

n

=
∑

=


= 


 

Дійсно, , (2) dim Aus ( ) 5S K K S∑ = =  і, згідно з твердженням 3, 

 11 1( ) End ( )x T= , 

 22 23
2

22
End ( )

0
x x

T
x

  = 
 

, 

а значить, , (1) 3S KΣ = . & 

Приклад 6. Для напівгрупи 3S S= , алгебра Ауслендера якої зада-
ється параметричною матрицею 

 

11

22

33 34

44

52 44

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0

x
x

x xX
x

x x

 
 
 =  
 
 
 

 

(див. приклад 4), маємо таку формулу [8]: 
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 ,

4, 1,
14, 2,

( )
16 3,
6, 4.

S K

n
n

n
n
n

=
=∑ =  = =

 

Очевидно, що , (4) dim Aus ( ) 6S K K S∑ = = . Тому, використовуючи твер-

дження 3, маємо: 
– 1 2 3dim End ( ) dim End ( ) dim End ( ) 1T T T= = = , 4dim End ( ) 2T = ,  

а значить, , (1) 4S K∑ = ; 

– 1 2 1 3 1 4dim End dim End dim EndT T T T T T⊕ = ⊕ = ⊕ =( ) ( ) ( )  

2 3dim End 2T T= ⊕ =( ) , 2 4 3 4dim End dim End 3T T T T⊕ = ⊕ =( ) ( ) ,  

а значить, , (2) 14S K∑ = ; 

– 1 2 3dim End 3T T T⊕ ⊕ =( ) , 1 2 4dim End T T T⊕ ⊕ =( )  

1 3 4dim End 4T T T= ⊕ ⊕ =( ) , 2 3 4dim End 5T T T⊕ ⊕ =( ) ,  

а значить, , (3) 16S K∑ = . & 

У випадку нескінченного хребта означення ∑ -функції , :S K∑ →N N  

формулюємо аналогічним чином. 
Зі сказаного вище для довільної напівгрупи S  випливають такі твер-

дження, які роблять зрозумілими записи ,S K∑ ≠ ∞  і ,S K∑ = ∞ : 

(i) якщо хребет категорії Rеp ( )K S  є скінченним і складається з m  

об’єктів, то , ( )S K n∑ ∈ N  для кожного 1,n m∈ [ ] ; 

(ii) якщо хребет категорії Rеp ( )K S  є нескінченним, то , ( )S K n∑ = ∞  для 

кожного n ∈ N . 
4. Загальна теорема про Σ -функції. Якщо алгебру Ауслендера обчис-

лено поблочним способом (див. рівності (1)–(3)), то при дослідженні Σ -
функцій зручно користуватися матрицею, заданою рівністю (4). Саме такий 
метод застосовуємо в цьому параграфі. 

Для цілочислової квадратної матриці ( )ijQ q=  через QΣ  позначимо 

суму всіх її елементів, а через 0Q  – її головну діагональ, тобто 0 ( )ijQ q′= , 

де 
, ,

0, .
ij

ij

q i j
q

i j

=′ =  ≠
 Далі, у випадку, коли матриця Q  має розмір m m× , 

позначимо через ( )nM Q , 1 n m≤ ≤ , множину всіх її головних підматриць 

розміру n n× . 
Теорема 1. Нехай S  – напівгрупа, категорія зображень якої над 

полем K  має скінченний хребет, і нехай : ( )KD D S= . Тоді 

 , 0(1)S K DΣ∑ = , 

 1 2 2
, 1 2 0 2( ) n n n

S K m m mn C C D C D− − Σ − Σ
− − −∑ = − +( )  для [2, 1]n m∈ − , 

 , ( )S K m DΣ∑ = . 

Д о в е д е н н я  будемо проводити в термінах матриці D . За 
означенням матриці D  (з урахуванням тверджень 2 і 3), , ( )S K n∑  дорівнює 

( ) :
n

n
M M MΣ

∈∑ = ∑ . Зокрема, , ( )S K m DΣ∑ = , , 0(1)S K DΣ∑ = . 

Нехай тепер 2m >  і 2, 1n m∈ −[ ] . Очевидно, що елемент 0ijd ≠  мат-
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риці D  входить у ( )n∑  стільки разів, скільки існує головних підматриць 

розміру n n×  матриці D , які його містять, тобто 1
1

n
mC −

−  разів, якщо i j= , і 
2
2

n
mC −

−  разів, якщо i j≠ . Значить, число ( )
, ( ) n

K S nΣ = ∑  дорівнює сумі всіх 

діагональних елементів матриці D , помноженій на 1
1

n
mC −

− , доданій до суми 

всіх недіагональних елементів, помноженій на 2
2

n
mC −

− , або ж, в еквівалентній 

формі, сумі всіх елементів матриці D , помноженій на 2
2

n
mC −

− , доданій до су-

ми всіх діагональних елементів, помноженій на 1 2
1 2

n n
m mC C− −

− −− . Теорему 

доведено.  
5. Основні результати про нільпотентні напівгрупи. Напівгрупа нази-

вається нільпотентною, якщо добуток довільних її m  елементів дорівнює 
нулю для деякого фіксованого натурального числа m . 

Теорема 2. Нехай S  – нільпотентна напівгрупа і K  – довільне поле. 
Тоді такі умови є еквівалентними: 
 1°) хребет категорії Rеp ( )K S  скінченний; 

 2°) напівгрупа S  – циклічна; 
 3°) ,S KΣ ≠ ∞ . 

Д о в е д е н н я .  Імплікація 2°) ⇒ 1°). Нехай S  – циклічна напів-
група, породжена елементом a . Тоді елемент a  є нільпотентним, і якщо m  
– степінь його нільпотентності, то, за теоремою лінійної алгебри про нор-
мальну форму однієї матриці відносно перетворень подібності клітками 
Жордана розміру i i× , 1 i m≤ < , з власним числом 0  вичерпуються, з 
точністю до еквівалентності, всі нерозкладні зображення напівгрупи S . 

Імплікація 3°) ⇒ 2°). Нехай умова 3°) виконується, а умова 2°) – ні. 

Тоді фактор-напівгрупа 2/S S S=  за ідеалом, породженим усіма елемента-

ми 2x , ізоморфна напівгрупі з множиною твірних ia , i I∈ , де 1I >  

(зокрема, може бути ∞ ), і визначальними співвідношеннями 0i ja a =  для 

довільних ,i j I∈ . У свою чергу, фактор-напівгрупа напівгрупи S  за ідеа-

лом, породженим усіма твірними ia  при 2i > , ізоморфна напівгрупі, що 
розглянута в прикладі 2, яка має нескінченний хребет. Тоді нескінченний 
хребет має також і напівгрупа S , а значить, ,S KΣ = ∞  (див. твердження (ii) 

в кінці параграфа 3). Прийшли до протиріччя. 
Отже, напівгрупа S  є циклічною. 
Імплікація 1°) ⇒ 3°) випливає з означень (див. твердження (i) в кінці 

параграфа 3). 
Теорему 2 доведено.  
Теорема 3. Нехай S  – нільпотентна напівгрупа порядку 1 m≤ < ∞ , 

категорія зображень Rеp ( )K S  якої має скінченний хребет Sp ( )K S . Тоді 

Sp ( )K S m= , і для підалгебри Rеp ( )End ( )
K S ITΛ =  алгебри Ауслендера 

Aus ( )K S  (див. твердження 2) маємо 

 
1

dim (2 2 1)
n

K s
s

i n s
=

Λ = − +∑ , (5) 

зокрема, 

 
( )( 1) 2 1

dim Aus ( )
6K K

m m m
S

+ +
= . (6) 
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Д о в е д е н н я .  Згідно з теоремою 2, напівгрупа S  є циклічною. 

Нехай a  – її твірний елемент. Оскільки S m= , то 0ma = . Обчислимо її 

алгебру Ауслендера Aus ( )K S . За об’єкти хребта категорії Rеp ( )K S  візьме-

мо (верхньотрикутні) клітки Жордана sJ  розміру s s×  з власним числом 0, 

де 1,2, ,s m= …  (див. приклад 1), або, якщо говорити більш формально, 

зображення :s sJ a J→ . У прикладі 3 алгебру Aus ( )K S  обчислено для 

часткового випадку 2m =  лише з використанням означення. У загальному 
випадку застосуємо поблочний метод обчислення (див. параграф 2). 

Введемо деякі позначення для матриць над полем K . Позначимо через 

( )K p=∆ , де p ∈ N , множину всіх верхньотрикутних матриць ( )ijA a=  

розміру p p×  з елементами з поля K  таких, що ij i ja a ′ ′=  кожного разу, 

коли 0j i j i′ ′− = − ≥  (остання умова означає, що головна діагональ і всі 

паралельні їй діагоналі, які стоять вище неї, є скалярними). Для ,p q ∈ N  

позначимо через ( , )K p q=∆  множину ( )K p=∆ , якщо p q= ; множину всіх 

матриць розміру p q× , які мають вигляд (0 )A , де ( )KA p=∈ ∆ , якщо 

p q< , і вигляд 
0
A  

 
, де ( )KA q=∈ ∆ , якщо p q> . 

Лема 2. ( , )K p q=∆  – векторний простір над полем K  розмірності 

min ( , )pqd p q= . 

Д о в е д е н н я  випливає безпосередньо з означень.  

Твердження 4. Rеp ( )Hom , ( , )
K S p q KJ J p q== ∆( )  для довільних 1 ,p q m≤ ≤ . 

Д о в е д е н н я .  Дійсно, добре відомо (див., наприклад, [11, 
розд. VIII]), що рівність p qJ X XJ=  виконується тоді й лише тоді, коли (в 

наших позначеннях) ( , )KX p q=∈ ∆ .  

Отже, алгебра Ауслендера Aus ( )K S  задається вказаною у параграфі 2 

блочною матрицею вигляду (1), у якій i iT J=  для 1,2, ,i m= … , а 

Hom ( , )i jT T  задається твердженням 4. Значить, для матриці ( ) ( )K ijD S d=  

вигляду (3) маємо в цьому випадку таке твердження. 

Лема 3. Матриця ( )KD S  є симетричною і, крім того, ij jid d i= =  

при i j≤ . 

Переходимо безпосередньо до доведення рівності (5) в теоремі 3. Згідно 

з твердженнями 2 і 3, достатньо показати, що сума 1 2( , , , )nD i i i∑ …  всіх 

елементів підматриці 1 2( , , , )nD i i i…  матриці ( )KD D S= , утвореної рядками 

і стовпцями з номерами 1 2, , , ni i i…  (розташованими в зростаючому поряд-

ку), дорівнює 
1

(2 2 1)
n

ss
i n s

=
− +∑ . Доведення проведемо індукцією за n . Ба-

за індукції (випадок 1n = ) очевидна. Нехай тепер 1n > . За індукційним 

припущенням 
1

1 2 1 1
( , , , ) (2 2 1)

n
n ss

D i i i i n s
−∑

− =
= − +∑… . Тоді, враховуючи ле-

му 2, маємо  

 
1

1 2 1 2 1
1

( , , , ) ( , , , ) 2
s n n n

n

n n i i i i
s

D i i i D i i i d d
−

Σ Σ
−

=

= + + =∑… …  
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1 1

1 1

(2 2 1) 2
n n

s s n
s s

i n s i i
− −

= =

= − + + + =∑ ∑  

 
1

1 1

(2 2 1) (2 2 1) (2 2 1)
n n

s n s
s s

i n s i n n i n s
−

= =

= − + + − + = − +∑ ∑ , 

що й треба було довести. 
Переходимо до доведення другої частини теореми (доведення рівності 

(6)). Обчислимо, використовуючи доведену рівність (5), розмірність алгебри 
Ауслендера Aus ( )K S . Поклавши в (5) n m=  і si s= , отримаємо  

 1 2
1

dim Aus ( ) (2 2 1) (2 1) 2
m

K K
s

S s m s m
=

= − + = + ∑ − ∑∑ , 

де 

 2
1 2

1 1

( 1) ( 1)(2 1)
,     

2 6

m m

s s

m m m m m
s s

= =

+ + +∑ = = ∑ = =∑ ∑ ,  

звідки випливає рівність (6).  

Зауваження 3. 1∑  обчислюємо за формулою суми членів арифме-

тичної прогресії. Для обчислення 2∑  використовуємо рівність 3( 1)m + =  

2
11

1 3 3
m

s
s m

=
= + + ∑ +∑ , яку отримуємо після додавання рівностей 

3 3 2( 1) 3 3 1n n n n+ = + + +  при 1,2, ,n m= … . 
Наступна теорема описує Σ -функцію довільної циклічної нільпотент-

ної напівгрупи. 

Теорема 4. Σ -функція напівгрупи ( )
1 | 0m mS S a a= = ={ } , 1m ≥ , над 

довільним полем K  задається такою формулою: 

 1 2
, 1 2

( 1)
, 1,

2
( 1) ( 1) ( 1)

( ) , 1 ,
2 3

( 1)(2 1)
, .

6

n n
S K m m

m m
n

m m m m m
n C C n m

m m m
n m

− −
− −

+ =
 + − +∑ = + < <
 + + =


 

Д о в е д е н н я  випливає з теореми 1, другої частини теореми 3 і 
леми 3.   
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Σ -FUNCTIONS OF CATEGORIES OF MATRIX REPRESENTATIONS 
OF NILPOTENT SEMIGROUPS 
 
The categories of matrix representations of nilpotent semigroups over arbitrary field are 
investigated. The main attention is gained to the matrix Auslander algebras as one of 
the form of specifying categories of representations with a finite number of the 
equivalence classes of indecomposable objects and to their discrete characteristics. The 
concept of the Auslander algebra is generalized to categories of representations without 
additional conditions. For an arbitrary nilpotent cyclic semigroup, its Auslander algebra 
is specified and its Σ -function is calculated. 

Key words: nilpotent semigroup, cyclic semigroup, ideal, matrix representation, direct 
sum, Jordan block, equivalence, category, categories of skeleton and spine, 
Auslander algebra, Σ -function. 
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