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УДК 539.3 
 
В. Д. Печук1, Т. С. Краснопольська2* 
 
ПРО ОЦІНКУ СТАРШОГО ПОКАЗНИКА ЛЯПУНОВА МОДЕЛІ 
ХРЕСТОПОДІБНИХ ХВИЛЬ У ПРЯМОКУТНОМУ КАНАЛІ  
СКІНЧЕННИХ РОЗМІРІВ 
 

Старший показник Ляпунова характеризує ступінь експонентного розход-
ження близьких траєкторій динамічної системи. Наявність у системи до-
датної експоненти Ляпунова свідчить про швидке розходження з часом двох 
довільних близьких траєкторій та чутливості до значень початкових умов. 
Тому визначення експоненти Ляпунова дає змогу ідентифікувати систему в 
сенсі наявності хаотичної динаміки. У роботі запропоновано метод підви-
щення точності чисельного алгоритму Бенеттіна для оцінки старшого по-
казника Ляпунова у випадку дисипативної динамічної системи. Наведено ре-
зультати обчислень для гідродинамічної моделі хрестоподібних хвиль у 
прямокутному каналі скінченних розмірів. 

Ключові слова: показник Ляпунова, траєкторії динамічної системи, алгоритм 
Бенеттіна, хрестоподібні хвилі, прямокутний канал скінченних розмірів. 

 
Вступ. Як відомо, однією з необхідних умов хаотичності динамічної по-

ведінки системи є її чутливість до заданих початкових умов [2, 5, 6, 9, 10, 
17, 22]. Кількісним критерієм такої чутливості зазвичай є старший показ-
ник Ляпунова (експонента Ляпунова) [1, 3, 4, 6–8, 11–13, 15, 18–21]. Нехай 
динамічну систему задано аналітично системою диференціальних рівнянь у 
формі Коші 
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де ( ) nt ∈x R , ( )tx  – шукана вектор-функція, яка задовольняє початкову 

умову 0 0( )t =x x , nR  – фазовий простір системи, 1: n nf + →R R  – непе-

рервна вектор-функція. Відомо, що якщо функція f  задовольняє умови 
Ліпшиця за всіма аргументами, крім часу t , то існує єдиний розв’язок сис-

теми (1). Позначимо через ix  точку в фазовому просторі nR  динамічної 

системи, що відповідає радіусу-вектору стану ( )itx . Якщо з плином часу 

розв’язок системи (1) нескінченно наближається до деякого многовиду A , 
то A  називають атрактором системи (1). У фазовому просторі може бути 
декілька атракторів, різних за формою та розмірами, прихованих та ін., 
залежно від особливостей правих частин системи (1).  

З точки зору сучасної теорії динамічних систем, найважливішими ха-
рактеристиками системи є [1, 6, 11]: хаотичність (або регулярність), дисипа-
тивність (або консервативність), наявність топологічних інваріантів атрак-
тора (наприклад, фрактальна розмірність) і частотний спектр часової реалі-
зації. Залежно від цих характеристик суттєво змінюється поведінка роз-
в’язку системи у фазовому просторі.  

Нехай розв’язок системи отримано за деяких початкових умов і після 
перехідного процесу виявлено деякий атрактор. Щоб з’ясувати, чи є на 
атракторі чутливість до початкових умов, характерна для хаотичного 
атрактора [1, 2, 5], потрібно обчислити старший показник Ляпунова (СПЛ). 
Для цього розглянемо точку 0x  на атракторі динамічної системи (рис. 1) у 

початковий момент часу 0t . Задавши деяке мале число 0ε , виберемо ще 

одну точку 0x%  на атракторі так, щоб виконувалась умова 0 0 0− = εx x% . Для 

                                           
*krasnopolska1005@gmail.com 



210 

коректної роботи алгоритму [2, 9, 10, 22] потрібна точка саме на атракторі, 
а не близька до нього. В іншому ви-
падку отриманий результат ха-
рактеризуватиме поведінку траєкторії 
не на атракторі, а поблизу нього, що є 
основним джерелом помилок при об-
численні СПЛ для неконсервативних 
систем. 

Через проміжок часу t∆  точки 

0x  та 0x%  еволюціонують відповідно в 

точки ( )tx  та ( )tx% . Відстань між ними 

позначимо через ( )tε , де 0t t t= + ∆ . 

Значення ( )tε  залежить від початково-

го положення точок 0x  та 0x% , а також 

проміжку часу t∆  і динамічної системи в цілому. Проте наближено можна 

вважати, що 0( ) tt eλ∆ε ≈ ε , де λ  – СПЛ системи. Таким чином, динаміку 

біжучої точки на атракторі характеризує параметр [9, 10] 

 
0

( )1 ln
t

t
ελ ≈

∆ ε
. (2) 

З умови обмеженості атрактора випливає і скінченність ( )tε , тому t∆  
має збільшуватись лише до тих пір, поки значення ( )tε  залишається суттє-
во меншим ніж геометричні розміри атрактора. У протилежному випадку 

0λ =  при t∆ → ∞ . При цьому отримане відповідно до (2) значення λ  по-
трібно розглядати як усереднене за всіма початковими точками 0x  атрак-

тора. Тому остаточно маємо 

 
0

( )1lim ln
t

t
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ε λ =  ∆ ε 
, 

де значення ( )tε  є значно меншим від розмірів атрактора. Такий підхід ба-
зується на ергодичній теоремі В. І. Оселедця [7], згідно з якою експоненцій-
не розходження двох випадково вибраних точок на атракторі з одиничною 
ймовірністю характеризує СПЛ. 

На практиці для знаходження СПЛ використовують алгоритм Бенетті-
на. Запропонований колективом авторів у 1976 р. для консервативної систе-
ми Hénon – Heiles [10], цей метод є ефективним у першу чергу для консер-
вативних систем. У 1980 р. ці автори використали власні результати для 
гладких гамільтонових динамічних систем [9]. Зважаючи на відсутність аль-
тернатив, його часто застосовують і для дисипативних систем. Проте в 
цьому випадку неминуче виникають помилки, пов’язані з тим, що розмір-
ність атрактора такої системи є нижчою від розмірності фазового простору. 
А застосування класичного алгоритму Бенеттіна у випадку існування в сис-
темі декількох атракторів, зокрема прихованих, є, взагалі кажучи, не-
коректним.  

У цій роботі запропоновано метод підвищення точності алгоритму Бе-
неттіна для дисипативної динамічної системи. 

1. Алгоритм Бенеттіна та його модифікація. Розглянемо спочатку 
класичний алгоритм Бенеттіна [9, 10]. Позначимо через 0x  точку 0( )tx  на 

атракторі динамічної системи (1) у початковий момент часу 0t  після пере-

хідного процесу. Зафіксуємо значення ε , яке є істотно меншим ніж лінійні 
розміри атрактора, та точку 0x%  з рівності  

 0 0− = εx x% . (3) 

 
Рис. 1. Еволюція двох близьких точок 

на атракторі динамічної системи. 
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Відстежимо еволюцію точок 0x  та 0x%  через деякий невеликий промі-

жок часу t T∆ = . Отримані значення позначимо через 1x  та 1x%  (рис. 2). 

Вектор 1 1 1∆ = −x x x%  називають вектором збурення, а його абсолютну ве-

личину 1∆x  – амплітудою збурення. Значення СПЛ на першому етапі 

оцінимо за формулою 

 1 1 1
1

1 1ln ln
T T

− ∆
λ = =

ε ε
x x x%

. 

Далі виконуємо перенормування за формулою 1 1 1/′∆ = ε∆ ∆x x x  та повто-

рюємо описану процедуру вже для точок 1 1 1
′ ′= + ∆x x x%  та 1x  замість точок 

0x  та 0x%  (рис. 2). Після M  повторень знаходимо СПЛ як середньоариф-

метичне значень, отриманих на кожному з етапів: 

 
1 1

1 1 ln
M M

k
k

k k
M MT= =

∆
λ ≈ λ =

ε∑ ∑
x

. 

Зрозуміло, що алгоритм добре працює в консервативних моделях, де 
об’єм фазового простору не зміню-
ється з часом. Наприклад, в задачах 
перемішування рідин у різних єм-
ностях, отриманий у такий спосіб 
результат безпосередньо характе-
ризує ступінь перемішування точок 
середовища. При цьому, однак, по-
казано [15, 18], що найбільше зна-
чення максимального СПЛ не га-
рантує найкращого за якістю змі-
шування. 

Основною проблемою цього методу у випадку дисипативної системи є 
той факт, що точки 1 2, ,′ ′x x% % … , взагалі кажучи, не лежать на атракторі. Роз-
мірність останнього є нижчою від розмірності фазового простору, тому ймо-
вірність того, що випадково взята точка потрапить саме на нього, дорівнює 
нулеві. Наприклад, якщо єдиним атрактором системи є граничний цикл, то 
в результаті застосування алгоритму Бенеттіна СПЛ буде мати від’ємне 
значення, хоча насправді має бути рівним нулеві. Можливі варіанти, коли 
збурена точка k

′x%  потрапляє: 

1°) на досліджуваний атрактор (ймовірність потрапляння рівна нулеві); 
2°) на інший, можливо, прихований атрактор (ймовірність рівна нулеві); 
3°) у басейн тяжіння досліджуваного атрактора (ймовірність є відмін-

ною від нуля); 
4°) у басейн тяжіння іншого атрактора (ймовірність є відмінною від ну-

ля). 
У випадках 3° та 4°, які є найбільш імовірними, значення kλ  характе-

ризує не значення СПЛ атрактора, а поведінку близької до нього траєкто-
рії, що спричинює похибку обчислень. Для усунення цієї похибки потрібно 
вибирати точки 0 1 2, , ,′ ′ ′x x x% % % …  безпосередньо на досліджуваному атракторі. 

Якщо права частина рівняння (1) є відомою, розв’язок можна отримати чи-
сельно, а алгоритм розв’язування передбачає виконання таких кроків. 

Крок 1. Після перехідного процесу вибираємо точки 0x  та 0x%  на роз-

в’язку системи (1) для фіксованих початкових умов так, щоб рівність (3) 
виконувалася для деякого малого значення 0ε ≤ ε . Рухаючись далі уздовж 

 
Рис. 2. Алгоритм Бенеттіна обчислення 

старшого показника Ляпунова. 
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траєкторії розв’язку, через проміжок часу T  отримаємо відповідно точки 

1x  та 1x%  на ньому. З їх використанням обчислюємо 1 1
1

0

1 ln
T

−
λ =

ε
x x%

. 

Крок 2. Фіксуємо одну з точок, наприклад 1x , а 1x%  знаходимо, розв’я-

завши систему на віддалі 1 1
′ − = ε ≤ εx x%  від 1x% . Таким чином, початок і 

кінець вектора збурення належать атрактору. Через проміжок часу T  
отримаємо точки 2x  та 2x%  на атракторі. Знаходимо наступне значення 

2 2
2

1

1 ln
T

−
λ =

ε
x x%

.  

Крок 3. Повторюючи процедуру M  разів, обчислюємо СПЛ як серед-
ньоарифметичне значень, отриманих на кожному етапі: 

 
1

1
M

k
k

M
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λ ≈ λ∑ , де 
1

1 ln k k
k

kT −

−
λ =

ε
x x%

 

Отримане значення, за ергодичною теоремою В. І. Оселедця [7], з імо-
вірністю одиниця характеризує СПЛ атрактора. Зрозуміло, що значення λ  
залежить від величин ε  та T . При цьому величину ε  потрібно узгоджува-
ти з геометричним розміром атрактора. Проміжок T  має бути значно ко-
ротшим ніж час умовного «повного оберту» біжучої по атрактору точки. 

2. Хрестоподібні хвилі у прямокутному каналі скінченних розмірів. 
Занурені в рідину тіла, що коливаються, створюють на її вільній поверхні 
хвилі різних типів [14, 16]. Механізм збудження деяких із них досі не є 
вивченим. Це насамперед так звані хрестоподібні хвилі, які були вперше 
описані Фарадеєм у відомій роботі 1831 року. В [16] побудовано нову мате-
матичну модель збудження хрестоподібних хвиль на вільній поверхні ріди-
ни у прямокутному каналі скінченної довжини і глибини та запропоновано 
методику побудови розв’язку на основі застосування методу суперпозиції 
Ляме. Вказано на безпосереднє перенесення енергії від джерела до хресто-
подібної хвилі. Там само вперше отримано аналітичний розв’язок задачі по-
ширення хрестоподібних хвиль у скінченних прямокутних басейнах. Він 
суттєво відрізняється від розв’язку, отриманого Хавелоком для хвиль у 
напівнескінченному прямокутному басейні [14].  

Система рівнянь у формі Коші для амплітуди резонансної моди коли-
вань має вигляд [16] 

 ,         1d dp
dt dt

τ= =l , 

 2
2

1 1.4003
1 1.0504

dp
p p

dt
= − + α + +
+

l l
l

 

 4.78 sin ((2 ) ) 2.99 cos ((2 ) )A Ap + − β τ − − β τ 


l . (4) 

Тут ( ) /nm t= ξ µl , nmtτ = ω , ( )nm tξ  – амплітуда резонансної моди коли-

вань 00( ) cos ( / ) cos ( / )nm t n x L m y bξ ≈ ξ π π + ξ , nmω  – власна частота прямо-

кутного каналу 0 x L≤ ≤ , 0 y b≤ ≤  глибини h , 0.26µ = м – коефіцієнт 

обезрозмірювання, A  – безрозмірна амплітуда коливань, α  – коефіцієнт 
опору рідини, p  – похідна від амплітуди резонансної моди коливань. У 
системі (4) виявлено регулярну (рис. 3) і хаотичну (рис. 4) динаміку [16].  

До визначення описаних динамічних режимів було застосовано класич-
ний алгоритм Бенеттіна та запропоновану модернізацію. Результати обчис-
лень наведено у табл. 1. За класичним алгоритмом Бенеттіна отримано 
від’ємні значення СПЛ для стійких граничних циклів (випадки 1 та 2). Мо-
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дифікований алгоритм виявляє додатні значення СПЛ, які є меншими за 
абсолютною величиною, що вказує на кращу точність оцінки (тому що для 
граничного циклу показник має бути нульовим). При цьому видно, що у 
випадку 1 значення СПЛ, отримане при 0.1ε = , є меншим ніж отримане 
при 0.5ε = , а у випадку 2 – навпаки, більшим, що пояснюється більшими 
розмірами граничного циклу у фазовому просторі. Для хаотичних режимів 
усіма методами отримано додатні значення СПЛ, які є більшими при 

0.1ε = . Найбільше значення отримано з використанням модифікованого ал-
горитму при 0.1ε = . Таким чином, у цій моделі використання модифікова-
ного алгоритму з малим значенням ε  відкриває можливість точнішої ха-
рактеристики поведінки фазової траєкторії на атракторі, як у випадку 
граничного циклу, так і для хаосу. 

   

 a) 0.0α = , 0.859A =  б) 0.01α = , 1.91A =  

 Рис. 3. Регулярні режими в системі, що описує збудження хрестоподібних 
хвиль у скінченних за розмірами прямокутних басейнах [16]. 

   

 a) 0.0α = , 1.759A =  б) 0.01α = , 1.07A =  

 Рис. 4. Хаотичні режими в системі, що описує збудження хрестоподібних 
хвиль у скінченних за розмірами прямокутних басейнах [16]. 

Таблиця 1. Значення СПЛ, отримані різними методами для регулярних та 
хаотичних режимів у моделі хрестоподібних хвиль. 

Регулярний режим Хаотичний режим  
1) 0.0α = ,

0.859A =  
2) 0.01α = ,

1.91A =  
3) 0.0α = ,

1.759A =  
4) 0.01α = ,

1.07A =  
Алгоритм Бенет-
тіна, 0.1ε =  -0.000567 -0.000744 0.014456 0.015759 

0.1ε =  0.000046 0.000828 0.030678 0.025555 Модифі-
кований 
алгоритм 0.5ε =  0.000070 0.000670 0.012995 0.014227 
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Висновки. Числовий розрахунок СПЛ із використанням класичного ал-
горитму Бенеттіна не завжди є задовільним у випадку динамічної системи 
з дисипацією енергії. Запропонована модифікація цього алгоритму дає змо-
гу підвищити точність розрахунків і розширити область застосування мето-
ду. Застосування цієї модифікації для моделі збудження хрестоподібних 
хвиль на вільній поверхні рідини у прямокутному каналі скінченної дов-
жини і глибини дає змогу точніше ідентифікувати динамічний режим.  
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ON EVALUATING THE LARGEST LYAPUNOV EXPONENT FOR THE MODEL OF 
CROSS-WAVES IN A RECTANGULAR CHANNEL OF FINITE SIZE  
 
The largest Lyapunov exponent characterizes the degree of the exponential deviation of 
the neighboring trajectories of a dynamic system. The existence of a positive Lyapunov 
exponent for a system implies the rapid discrepancy in time of two arbitrary 
neighboring trajectories and their sensitivity towards the initial conditions. Thus, the 
determination of the Lyapunov exponent allows for the identification of a system with 
concern to its chaotic dynamics. This paper presents a method for improvement of the 
accuracy of the numeric Benettin algorithm for the evaluation of the largest Lyapunov 
exponent in the case of a dissipative dynamic system. The results of numerical 
evaluation of the hydrodynamic model of cross-waves in a rectangular channel of finite 
size are presented. 

Key words: Lyapunov exponent, trajectories of a dynamical system, Benettin algo-
rithm, cross-waves, rectangular channel of finite size. 
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