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УДК 539.3 
 
Ю. В. Токовий* 
 
ІНТЕГРУВАННЯ РІВНЯНЬ ПЛОСКИХ ОСЕСИМЕТРИЧНИХ  
ЗАДАЧ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ ТА ТЕРМОПРУЖНОСТІ ДЛЯ СУЦІЛЬНИХ  
ШАРУВАТИХ ЦИЛІНДРІВ  
 

Запропоновано модифікацію алгоритму побудови аналітичних розв’язків 
плоских осесиметричних задач теорії пружності та термопружності в на-
пруженнях для суцільних циліндрів, складених з радіально-неоднорідних 
коаксіальних шарів. На відміну від оригінального підходу, який ґрунтується 
на застосуванні методу безпосереднього інтегрування та апарату узагальне-
ного диференціювання, запропонована модифікація дає змогу формулювати 
та розв’язувати ключові рівняння таких задач у термінах класичних похід-
них за радіальною координатою. У такий спосіб спрощено побудову повтор-
них інтегральних ядер резольвентного розв’язку ключового інтегрального рів-
няння суцільності, до якого зводиться розв’язування задач із використанням 
методу безпосереднього інтегрування. 

Ключові слова: шаруватий циліндр, неоднорідний матеріал, ключові рівняння, 
резольвентні ядра, точні розв’язки, метод безпосереднього інтегрування. 

 
Вступ. Проблема визначення напружено-деформованого стану елемен-

тів конструкцій, виготовлених із шаруватих композитів, під дією статичних 
і динамічних термосилових навантажень була й залишається суттєвим ви-
кликом у контексті адекватності інженерних досліджень на міцність та на-
дійність [2, 4, 5, 8, 12, 14, 20]. Важливим стимулом щодо розвитку нових 
ефективних методів аналізу термопружної поведінки таких тіл є урахуван-
ня контрастності пружних і теплофізичних характеристик матеріалів сусід-
ніх шарів у композиті, яка сприяє виникненню залишкових напружень на 
поверхнях з’єднання шарів навіть за рівномірно розподілених полів темпе-
ратур чи силових навантажень [3, 6]. Крім того, суттєві ускладнення, зокре-
ма при використанні числових методів, можуть спричинити значні від-
мінності товщини шарів, наприклад, коли частина шаруватої структури 
утворена тонкими прошарками або захисними покриттями, які характери-
зуються контрастними властивостями [1, 18, 19]. Особливо проблемною є ця 
обставина при дослідженні мікро- та нанокомпозитів, де відмінність у тов-
щині шарів може бути на рівні порядків [24, 26]. Слід ураховувати, що для 
низки шаруватих композитів є характерним використання функціонально 
ґрадієнтних прошарків, пружні та теплофізичні властивості яких є функ-
ціями координати (зазвичай, товщинної) [23, 25, 29]. Названі проблемні на-
прямки спонукають до розвитку ефективних моделей та методів дослід-
ження термопружної поведінки шаруватих структур відповідно до сучас-
них вимог та можливостей прикладної механіки та матеріалознавства. 

Класичним підходом до розв’язування задач механіки для шаруватих 
тіл, які зазнають силових чи температурних впливів на обмежувальних по-
верхнях, є формулювання задач для окремих шарів, розв’язки яких повин-
ні точно задовольняти вихідні рівняння в межах шару, а також мати 
достатню кількість ступенів вільності для задоволення умов контакту на 
розмежувальних поверхнях (для внутрішніх шарів) та умов на обмежу-
вальних поверхнях (для шарів, одна з поверхонь яких є зовнішньою для 
досліджуваного тіла) [7, 15, 17, 21, 22]. Втім, використання такого підходу 
може виявитися недостатньо ефективним при аналізі шаруватих структур 
із великим розкидом товщини шарів або ж коли властивості усіх чи деяких 
шарів мають складний для побудови аналітичного розв’язку профіль 
залежності властивостей матеріалу від товщинної координати [28]. 
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Альтернативним підходом до аналізу напружено-деформованих та те-
плових станів шаруватих структур є використання підходу «єдиного ціло-
го», коли властивості усієї структури задано кусково-сталими (або кусково-
змінними у випадку наявності неоднорідних шарів) функціями координати 
у напрямку, ортогональному до поверхонь розмежування шарів [28]. Вико-
ристання такого підходу дає змогу більш адекватно враховувати названі 
вище виклики щодо контрастності властивостей шарів, їхніх геометричних 
відмінностей тощо. Натомість формулювання та розв’язування відповідних 
задач теплопровідності, пружності та термопружності пов’язані з викорис-
танням апарату узагальненого диференціювання з огляду на можливу роз-
ривність функцій, які описують властивості матеріалів та входять у 
модельні рівняння як змінні коефіцієнти [9–11]. У рамках такого підходу у 
статтях [16, 27] запропоновано методику аналізу одновимірного поля напру-
жень у багатошарових циліндрах. За допомогою подання властивостей 
матеріалу кусково-змінною функцією та методу безпосереднього інтегру-
вання [8, 28, 29] задачі зведено до некласичного ключового рівняння в 
термінах напружень з узагальненими похідними. Остання обставина 
ускладнює побудову розв’язку та числову реалізацію алгоритму. 

У цій статті запропоновано модифікацію алгоритму [16, 27], яка поля-
гає у застосуванні методу безпосереднього інтегрування до рівняння суціль-
ності в термінах деформацій. Внаслідок виконання умов ідеального механіч-
ного контакту наявні у цьому рівнянні функції є неперервними відносно 
радіальної координати, тому вказане рівняння сформульовано без вико-
ристання узагальнених похідних.  

1. Постановка задачі. Розглядаємо задачу теорії пружності та термо-
пружності для суцільного циліндра, складеного з M  шарів, розмежованих 
поверхнями mρ = ρ , 1,2, , 1m M= −… , в умовах плоскої деформації та 

осесиметричного термосилового навантаження. Тут ρ  – безрозмірна раді-

альна координата, яка змінюється в межах 0[ , ]Mρ ∈ ρ ρ , де 0 0ρ = , 1Mρ = , 

/r Rρ = , R  і r  – розмірні радіус циліндра і радіальна координата,  

0 1 m Mρ < ρ < < ρ < < ρ… … . За відсутності масових сил задача описується 

[13] рівняннями рівноваги в напруженнях  
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– сумарні напруження; rσ , ϕσ  та rε , ϕε  – відповідно радіальні й колові 

напруження та деформації. 
 Залежність функцій у рівняннях (1)–(3) від радіальної координати 
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де H( )ρ  – функція Гевісайда; [ ] ( )mf ρ  – значення функції ( )f ρ  в m -му 

шарі, тобто при 1( , )m m−ρ ∈ ρ ρ , 1,2, ,m M= … ;  
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def def
[ ] 1 [ ] [ ] [ ]
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( ) lim ( ), ( ) lim ( )

m m
m m m m m mf f f f

−
− ρ→ρ + ρ→ρ −

ρ = ρ ρ = ρ . (5) 

 Вважаємо, що шари циліндра перебувають в умовах ідеального меха-
нічного контакту 

 [ ] [ 1]( ) ( )m m m mu u +ρ = ρ , 

 [ ] [ 1]( ) ( ), 1,2, , 1r m m r m m m M+σ ρ = σ ρ = −… , (6) 

де u ϕ= ρε  – радіальне переміщення, а значення радіальних напружень та 

переміщень на поверхнях розмежування шарів вжито в розумінні означень, 
наведених у формулах (5). 

З урахуванням умов (6) і формул (4) та (5) рівняння (1) і (2) сформу-
льовано в термінах класичних похідних. Напруження та деформації вва-
жаємо пов’язаними співвідношенням закону Дюгамеля – Неймана 

 0(1 )
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r T

G G
σ νσε = − + α + ν − νε , 

 0
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r T
G Gϕ

σ− ν σε = − + α + ν − νε , (7) 

де G , ν , α  – модуль зсуву та коефіцієнти Пуассона і лінійного теплового 
розширення, залежність яких від радіальної координати описано виразом 
(4); 0ε  – стала осьова деформація, яку визначають за формулами [27] для 

різних умов на взаємно віддалених торцях циліндра. 
Ставимо за мету визначення напружень та радіального переміщення з 

рівнянь (1)–(3), (7) за умов ідеального механічного контакту (6), дії рівно-
мірно розподіленого на зовнішній циліндричній поверхні силового наванта-
ження 

 [ ](1) ( )r r M M pσ = σ ρ = −  (8) 

та температурного поля ( )T ρ , яке вважаємо заданою функцією. Тут p  – 
задане стале значення у розмірності тиску. 

 2. Побудова розв’язку. У роботах [16, 27] для розв’язання задачі (1)–
(3), (6) – (8) за допомогою методу безпосереднього інтегрування рівняння (2) 
з використанням співвідношень (7) подано у напруженнях. Однак, як 
наслідок розривності на межах шарів функцій, що описують профілі 
залежності властивостей матеріалу та окремих напружень від радіальної 
координати, отримане рівняння суцільності в напруженнях сформульовано 
у термінах узагальнених похідних. Відтак доводиться враховувати стрибки 
значень розривних функцій на поверхнях спряження шарів, що ускладнює 
виведення ключового інтегрального рівняння суцільності та побудову 
резольвентних ядер.  
 Розглянемо натомість альтернативний спосіб інтегрування рівняння су-
цільності безпосередньо в термінах деформацій. Проінтегрувавши рівняння 
(2) за радіальною координатою від 0 0ρ =  до ρ , отримаємо таке інтегральне 

рівняння:  
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Тут (0)ϕε  – довільна стала інтегрування. З урахуванням співвідношень (7) 

нескладно переконатись, що  

 
( )1( ) ( ) ( )

( ) 2r rGϕ
σ ρ ε ρ − ε ρ = σ ρ − ρ  
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Використовуючи цю рівність та вираз для колової деформації (7), запишемо 
рівняння (9) у термінах радіальних та сумарних напружень: 
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ϕ
σ η = ε ν ρ + ε + σ η − η η η  ∫ . (10) 

 Проінтегрувавши рівняння (1) за радіальною координатою у тих самих 
межах, отримаємо вираз для радіальних напружень через сумарні: 
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З урахуванням умови (8) з виразу (11) випливає інтегральна умова 
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У результаті підстановки (11) в (10) отримаємо таке інтегральне рів-
няння для сумарного напруження: 
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 Зауважимо, що при обчисленні ( )iγ ρ , 1,2, ,i M= … , доведеться мати 
справу з невласними інтегралами, підінтегральні вирази яких можуть мати 
особливість на нижній межі інтегрування 0 0ρ = . У цьому випадку при 

числовій реалізації підходу нижню межу інтегрування заміняють малим 
параметром 0ι , а після побудови формального розв’язку з використанням 

наведеної нижче методики, переходять до границі при 0 0ι → . 

Розв’язок рівняння (13) будуємо у вигляді 

 0( ) (0) ( ) ( ) ( )ϕσ ρ = ε ψ ρ + ε ε ρ + θ ρ , (15)  
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а 1
[ . ] ( , )m n ρ ηK  визначено формулою (14). Наявну в розв’язку (15) константу 

(0)ϕε  визначимо підставленням цього розв’язку в умову (12). У результаті 

одержимо остаточний вираз для сумарних напружень 
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 а) б) 

   

 в) г) 

Рис. 1 

 З використанням (17) та (3), (11) отримаємо вирази для радіальних і 
колових напружень, а з урахуванням формул (8) – для радіальних перемі-
щень: 
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 3. Приклади числових розрахунків. Розглянемо використання побудо-
ваного розв’язку задачі теорії пружності, ( ) 0T ρ ≡ , для розрахунку напру-
женого стану в тришаровому циліндрі. При обчисленні напружень та пере-
міщень використано формули (17), (18) із резольвентним ядром (16), де 
замість ряду повторних ядер взято початкову суму перших N  доданків:  
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На рис. 1 наведено розподіли радіальних (рис. 1а), колових (рис. 1б) та 
сумарних (рис. 1в) напружень, а також радіальних переміщень (г) у триша-
ровому циліндрі з поверхнями поділу шарів 1 0.3ρ = , 2 0.7ρ =  та пружними 

властивостями [1] 200E = ГПа, [1] 0.29ν =  (нержавіюча сталь) і [3] 380E = ГПа, 

[3] 0.25ν =  (оксид алюмінію) та [2] [1] [3]( )/ 2E E E= + , [2] [1] [3]( ) / 2ν = ν + ν . Об-

числення зроблено при 0N =  (замість резольвентного ядра (16) взято інте-
гральне ядро (14) ключового рівняння (13)) та 1N =  у формулі (19). Обчис-
лення показали, що шукані функції, розраховані з використанням формули 
(19) при 2N ≥ , збігаються з розрахованими при 1N = . Розраховані раді-
альні та колові напруження збігаються з наведеними у роботі [27] для тако-
го ж тришарового циліндра. Радіальні напруження (рис. 1а) є максимальни-
ми на навантаженій циліндричній поверхні 1ρ = , мають злами профілю за-
лежності від радіальної координати на поверхнях розмежування шарів 

1ρ = ρ  та 2ρ = ρ  і розподілені рівномірно у внутрішньому шарі 1[0, ]ρ∈ ρ . Ко-
лові напруження (рис. 1б) є розривними на поверхнях поділу шарів і стали-
ми у внутрішньому шарі. При цьому максимальних за абсолютною вели-
чиною значень ці напруження досягають при наближенні до поверхні 

2ρ = ρ  у зовнішньому шарі. Сумарні напруження (рис. 1в) очікувано є роз-
ривними на поверхнях поділу шарів та сталими у кожному шарі. При 
цьому значення у зовнішньому шарі переважать значення у внутрішніх. 
Пружні переміщення (рис. 1г) природно дорівнюють нулеві на осі циліндра і 
є максимальними на навантаженій циліндричній поверхні. При цьому роз-
раховані при 0N =  переміщення не задовольняють умови (5). Однак вже 
наступне наближення забезпечує виконання умов ідеального контакту у 
контексті переміщеннях. Це може бути додатковим критерієм достатності 
вибраної величини параметра N .  

   

 а) б) 

   
 в) г) 

Рис. 2 
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 На рис. 2 наведено компоненти напружено-деформованого стану у ци-
ліндрі такої самої конфігурації, у якому властивості внутрішнього шару є 
такими, як властивості зовнішнього шару у попередньому прикладі, і 
навпаки, тобто [1] 380E = ГПа, [1] 0.25ν = , [3] 200E = ГПа, [3] 0.29ν = . Незва-

жаючи на той факт, що переміщення (рис. 2г) мають аналогічний до рис. 1г 
розподіл, спостерігаємо суттєві відмінності у розподілі напружень. 
Насамперед варто зауважити, що для циліндра, зовнішній шар якого має 
менший модуль пружності, ніж внутрішні шари, спостерігаємо збільшення 
напружень на осі циліндра внаслідок обтиснення зовнішньої поверхні, у 
результаті чого радіальні напруження (рис. 2а) у внутрішньому шарі майже 
на 10% перевищують прикладені навантаження. Це саме стосується і 
колових напружень, стале значення розподілу яких у внутрішньому шарі 
перевищує напруження в інших двох шарах рис. 2б.  

Висновки. Запропоновано модифікацію алгоритму [16, 27] для побудови 
явних аналітичних розв’язків плоских осесиметричних задач теорії пруж-
ності й термопружності для нескінченно довгих суцільних циліндрів, скла-
дених з коаксіальних шарів, які перебувають в умовах ідеального контакту 
та можуть мати усі чи деякі характеристики залежні від радіальної коор-
динати. На відміну від оригінального підходу, за якого метод безпосеред-
нього інтегрування застосовували до рівняння суцільності в напруженнях, 
внаслідок чого доводилося розв’язувати ключове рівняння в термінах 
узагальнених похідних, модифікований алгоритм спрямований на інтегру-
вання рівняння суцільності у деформаціях, які внаслідок виконання умов 
ідеального контакту шарів є неперервними функціями, а відтак рівняння 
записано в термінах звичайних похідних. Розв’язування задач зведено до 
інтегрального рівняння, явний розв’язок якого побудовано з використанням 
кусково-змінного резольвентного ядра. 

Роботу виконано у рамках двостороннього українсько-словацького нау-
ково-дослідного проєкту (номер державної реєстрації 0122U002392).  
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INTEGRATION OF THE EQUATIONS OF PLANE AXISYMMETRIC PROBLEMS  
OF ELASTICITY AND THERMOELASTICITY FOR LAYERED SOLID CYLINDERS  
 
A modification of the algorithm for constructing analytical solutions to the plane axi-
symmetric elasticity and thermoelasticity problems in terms of stresses is suggested for 
solid cylinders assembled of radially-inhomogeneous coaxial layers. In contrast to the 
original approach which is based on the application of the direct integration method 
along with the apparatus of the generalized differentiation, the proposed modification 
allows for formulating and solving the governing equations of such problems in terms 
of the classical derivatives by the radial coordinate. In such manner, the procedure for 
derivation of the recurring kernels is simplified for constructing the resolvent solutions 
of the governing integral equation of continuity, which was obtained by using the direct 
integration method. 

Key words: layered cylinder, inhomogeneous material, governing equations, resolvent 
kernels, exact solutions, direct integration method. 
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