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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМІЧНОЇ ВЗАЄМОДІЇ ТОНКОГО 
П’ЄЗОКЕРАМІЧНОГО ВКЛЮЧЕННЯ ЗМІННОЇ ТОВЩИНИ З ПРУЖНИМ 
СЕРЕДОВИЩЕМ ЗА ОСЕСИМЕТРИЧНОГО КРУЧЕННЯ 
 

Побудовано математичні моделі динамічної взаємодії тонкого п’єзокераміч-
ного включення змінної товщини з пружним ізотропним середовищем за 
осесиметричного кручення композита. На межі поділу середовищ викону-
ються умови ідеального механічного контакту. Розглянуто електроізольо-
ване та заземлене п’єзокерамічне включення. Моделювання здійснено за допо-
могою теорії сингулярних збурень. 

Ключові слова: асимптотичні моделі, пружна ізотропна матриця, тонке п’єзо-
керамічне включення, осесиметричне кручення, теорія сингулярних збурень. 

 
Вступ. Створення ефективних математичних моделей та аналітично-

числових інструментаріїв для опису властивостей сучасних композитних 
матеріалів з метою вдосконалення технологій їх синтезу є важливою проб-
лемою сьогодення. Тверді складноструктуровані композити і метаматеріали 
через унікальні механічні і фононні властивості відносяться до сучасних 
технологічно-інноваційних матеріалів, які широко використовуються у 
практиці як відповідальні внутрішні і покриваючі елементи інженерних 
конструкцій і систем. Визначальним тут є їх внесок у суттєве зміцнення і 
збереження легкості та гнучкості об’єктів, а у випадку хвильового проник-
нення – ще й роль хвильових бар’єрів, фільтрів і лінз. 

На сьогодні в елементах конструкцій широке застосування мають ма-
теріали, в яких наявна суттєва зв’язаність механічних та електричних по-
лів. Ця взаємодія проявляється в п’єзокераміках, які традиційно використо-
вують у випромінювачах і приймачах звуку, в гідроакустиці, елементах 
запалювання, п’єзотрансформаторах, вимірювальних приладах тощо [2, 9, 
12, 15, 19]. Широке використання у процесі створення перетворювачів енер-
гії і датчиків для вимірювальних приладів п’єзоелектричних крихких мате-
ріалів стимулює інтерес до вивчення та аналізу розподілу напружень і кон-
центрації силових та електричних полів у п’єзоелектричних тілах з дефек-
тами типу порожнини, включень, тріщин. 

Однак при розв’язанні задачі електропружності виникають серйозні 
математичні труднощі порівняно з пружними задачами, оскільки основна 
система рівнянь електропружності є зв’язаною стосовно силових і елект-
ричних полів системою диференціальних рівнянь із частинними похідними, 
розв’язок якої отримати набагато важче, ніж розв’язок чисто пружної за-
дачі. Здебільшого їх долають вводячи деякі додаткові припущення (гіпоте-
зи) фізичного або математичного характеру, що приводить до зниження 
розмірності розрахункової задачі шляхом врахування тонкості хвильового 
розсіювача [1, 10, 16, 18]. У зв’язку з цим спостерігається велика різнома-
нітність моделей включень, які запропоновані для неоднорідностей з різни-
ми матеріальними властивостями – розглядались окремо включення низь-
кої або великої жорсткості, створювались моделі, які охоплюють широкий 
діапазон властивостей дефекту (аналогічна ситуація спостерігається при 
розгляді задач теплопровідності та термопружності, електромагнетизму).  

Оскільки згаданий підхід базується на додаткових припущеннях, отри-
мані моделі адекватно описують взаємодію тонкої неоднорідності із прилег-
лим пружним середовищем лише у вузькому діапазоні зміни відношень їх 
фізичних параметрів. Застосування теорії сингулярних збурень усуває цей 
недолік. Згідно з нею розв’язки задач подають у вигляді асимптотичних 
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(зовнішніх) розкладів із подальшим додатковим їх вивченням (побудовою 
примежових шарів, внутрішніх асимптотичних розкладів) в областях швид-
кої зміни розглядуваних процесів. Основні положення підходу та огляд 
наукових праць з цієї проблематики викладено у працях [3, 4, 6, 13, 14, 17]. 

У статті [5] запропоновано метод розв’язання статичної задачі про осе-
симетричне кручення пружного середовища з тонким пружним включен-
ням. Згідно з ним асимптотичні розв’язки задачі шукають за різних співвід-
ношень між пружними параметрами складових композита. Нижче за цією 
методикою отримано асимптотично точні ефективні умови динамічної взає-
модії тонкого дискового п’єзокерамічного включення змінної товщини із 
пружною матрицею. За подібних припущень досліджено випадок поздовж-
нього зсуву композита [7]. 

1. Формулювання задачі. Нехай у пружному необмеженому ізотропно-
му середовищі за умов осесиметричного кручення і динамічних наванта-
жень знаходиться тонке дискове п’єзокерамічне включення змінної товщи-
ни, яке займає область 2 1( , ) : 0 ,  ( ) ( )W r z r a f r z f rε = ≤ ≤ ε ≤ ≤ ε{ } , де Or zθ  – 

циліндрична система координат; a  і ( )h r  – радіус і товщина включення, де 

1 2( ) ( ) ( ) ( )h r g r f r f r= ε = ε −[ ] , ε  – малий параметр, що характеризує відносну 
товщину включення. 

Рівняння руху для матриці в циліндричній системі координат запише-
мо у вигляді [2, 9] 

 2 22 0,        ( , ) \r z
r u r z W

r z r
θ θ

θ θ ε
∂σ ∂σ

+ + σ + ω ρ = ∈
∂ ∂

R , 

де rθσ , zθσ  – компоненти тензора напружень у матриці, uθ  – відмінна від 

нуля компонента вектора зміщень, ω  – циклічна частота коливань компо-
зита, ρ  – густина матеріалу матриці. 

Закон Гука для матеріалу матриці у циліндричній системі координат 
такий: 

 ,          r z

u u u
r r z
θ θ θ

θ θ
∂ ∂ σ = µ − σ = µ ∂ ∂ 

, 

де µ  – модуль зсуву матриці. 
Рівняння руху для матриці в переміщеннях  

 
2 2

2
2 2 2

1 1 0,      ,      k u k c c
r rr z r

θ
∂ ∂ ∂ + + − + = = ω = µ ρ ∂ ∂ ∂

/ / , (1) 

де k  – хвильове число поперечних хвиль у матриці, c  – їх швидкість. 
Повні поля зміщень ( , )u r zθ  і напружень ( , )r r zθσ , ( , )z r zθσ  у матриці 

подамо у вигляді 

 sc in sc in( , ) ( , ) ( , ),       ( , ) ( , ) ( , )r r ru r z u r z u r z r z r z r zθ θ θ θ θ θ= + σ = σ + σ , 

 sc in 2( , ) ( , ) ( , ),        ( , ) \z z zr z r z r z r z Wθ θ θ εσ = σ + σ ∈ R , (2) 

де sc ( , )u r zθ , sc ( , )r r zθσ , sc ( , )z r zθσ  – розсіяні неоднорідністю поля зміщень і на-

пружень у матриці, in ( , )u r zθ , in ( , )r r zθσ , in ( , )z r zθσ  – зміщення і напруження, 

що характеризують прикладене відоме навантаження. Для sc ( , )u r zθ  викону-

ються умови випромінювання [9]. 
Рівняння руху для матеріалу включення у циліндричній системі коор-

динат і рівняння Максвелла запишемо так [2, 9]: 

 
0 0

0 2 0
0 0 0

2 0,     ( , ) ,     r z
r k u r z W k c

r z r
θ θ

θ θ ε
∂σ ∂σ

+ + σ + = ∈ = ω
∂ ∂

/ , 

 2 2
0 44 0 15 44 111 ,       c c e c= + η ρ η = ε( ) ( )// , (3) 
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 0
00 0

div 0zr r DD D
r r z

∂∂
= + + =

∂ ∂
D , (4) 

де 0
rθσ , 0

zθσ  – компоненти тензора напружень у включенні, 0uθ  – відмінна 

від нуля компонента вектора зміщень; 0
rD  та 0

zD  – компоненти вектора 

індукції електричного поля 0D ; 0k  – хвильове число поперечних хвиль у 

включенні, 0c  – їх швидкість; 0ρ  – густина матеріалу включення; η  – 

коефіцієнт електромеханічного зв’язку; 44c , 15e  – пружна та п’єзоелект-

рична сталі матеріалу включення, а 11ε  – його діелектрична проникність. 
Співвідношення для матеріалу включення мають вигляд 

 
0 00 0 0

0 2 0 2
44 44,      p p

r z

u u u
c c

r r r z z
θ θ θ

θ θ

∂ϕ ∂ϕ∂ ∂   σ = − + η σ = + η   ∂ ∂ ∂ ∂   
, 
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0 0
15 15,          p p

r z

u u u
D e D e

r r r z z
θ θ θ

∂ϕ ∂ϕ∂ ∂   = − − = −   ∂ ∂ ∂ ∂   
, (5) 

 0 0
11 15( , ) ( , )p r z r z eϕ = ε ϕ / , (6) 

де 0 ( , )r zϕ  – електричний потенціал включення. 
Враховуючи вирази (3)–(6), отримаємо систему двох рівнянь для пере-

міщення 0uθ  та потенціалу 0
pϕ : 
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θ
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 2 2 0
0 (1 ) 0k uθ+ + η = , 

 
2 2 2 2

0 0
2 2 2 2 2

1 1 0,     ( , )pu r z W
r rr z r r z

θ ε
∂ ∂ ∂ ∂ ∂   + − − + + ϕ = ∈   ∂   ∂ ∂ ∂ ∂

. (7) 

Систему (7) також можна подати у такому вигляді: 

 
0

2 0 2 0 0 2 0
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1 11 0,     ( , )
u

Lu u u r z W
r r r rr

θ
θ θ θ ε

∂ ∂+ η − − η + ϕ + χ = ∈
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0
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u

L u u
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θ
θ θ
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Тут 
2

2 0

44c
ρ ω

χ = , 0 015
1

44
p

e
c

ϕ = ϕ , 
2 2

2 2
1:L
r rr z

∂ ∂ ∂≡ + +
∂∂ ∂

. 

На межі поділу середовищ виконуються умови ідеального механічного 
контакту. Зокрема, на лицьових поверхнях включення маємо 

 0 0( , ) ( , ),        ( , ) ( , )n nu r h u r h r h r hθ θ± = ± σ ± = σ ± , (9) 

де n z z r rn nθ θσ = σ + σ , 0 0 0
n z z r rn nθ θσ = σ + σ , ≈ ±1zn , ′≈ ε2 ( )rn g r . 

Для електроізольованого включення на лицьовій поверхні виконується 
така умова: 

 0 ( , ) 0nD r h± = , (10) 

де 0
n z z r rD D n D n= + . 
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Для заземленого включення маємо умову 

 0 ( , ) 0r hϕ ± = . (11) 

Крім цього, вважаємо, що хвильові товщини включення є малими: 

 01,          1kh k h= = . 

2. Моделювання динамічної взаємодії середовища з п’єзокерамічним 
включенням. Оскільки відносна товщина включення є малою, для отриман-
ня наближених розв’язків задачі використаємо методи теорії сингулярних 
збурень [5, 8]. Подамо шукані величини у вигляді асимптотичних розкладів 
за степенями ε : 

 sc sc 0 0 2

0 0

( , ) ( , ) ,      ( , ) ( , ) ,     ( , ) \j j
j j

j j

u r z u r z u r z u r z r z W
∞ ∞

θ θ θ θ ε
= =

= ε = ε ∈∑ ∑ R , 

 0 0

0

( , ) ( , ) ,       ,      ( , )j
p pj

j

zr z r z z r z W
∞

ε
=

ϕ = ϕ ε = ∈
ε∑ . (12) 

Характер асимптотик (12) визначає співвідношення між параметром 
контрастності жорсткостей складників електропружної системи 44cγ = µ/  
та ε  [5, 7]. Тому розглянемо три різні діапазони зміни величини γ : 

 1°. 1/ε ≤ γ ≤ ε ; 2°. 0 ≤ γ ≤ ε ; 3°. 1/ε ≤ γ < ∞ . (13) 

Діапазон 1° відповідає випадку, коли механічні властивості матеріалів 
матриці та включення неістотно відрізняються порівняно з параметром ε , 
тобто діапазон 1° відповідає неконтрастним неоднорідностям. Діапазон 2° 
описує випадок, коли жорсткість включення є набагато меншою, ніж 
жорсткість навколишнього середовища, порівняно з ε . Діапазон 3° описує 
випадок включення великої жорсткості. 

Підставляючи розклади (12) у співвідношення (2), (8)–(11) та розщеп-
люючи вирази за степенями ε , у кожному із діапазонів (13) з точністю до 
головних членів отримаємо ефективні умови спряження складових компо-
зита, записані на серединній поверхні включення. 

Для електроізольованого п’єзокерамічного включення маємо 
– діапазон 1°: 
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u r z
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θ −
∗

− γ ∂  ≈ ε  γ ∂
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u u r z
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+
θ

∗
−

 ∂ ∂ ∂ ≈ ε − γ +   ∂ ∂ ∂ 
 

 2 2 in
02 ( ) ( , ),       0 ,     0k k g r u r z r a z∗+ ε − γ ≤ ≤ =( ) ; (14) 

– діапазон 2°: 

 sc sc in( )
( , ) ( , )

h r
u u r z u r z

z
+

θ θ−
∗

∂  ≈ +  γ ∂
[ ] , 
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0,       0 ,     0
u

r a z
z

+
θ

−

 ∂
≈ ≤ ≤ =  ∂

; (15) 

– діапазон 3°: 

 
sc

2 2 sc in
02

1 1 ( ) ( , ) ( , )( )
u

h r k u r z u r z
z r r rr

h r r
+

θ
∗ θ

−

 ∂  ∂ ∂ ≈ − γ − + + +     ∂ ∂ ∂  
[ ] , 
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 sc 0,       0 ,      0u r a z
+

θ −
  ≈ ≤ ≤ =  . (16) 

Тут і надалі 2(1 )∗γ = γ + η , [ ] 1 1( , 0) ( , 0)f f x f x+
− = + − − . 

Для заземленого п’єзокерамічного включення маємо 
– діапазон 1°: 
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u r z
u g r

z
+

θ −
− γ ∂  ≈ ε  γ ∂

, 

 
sc in

3
2

( , )1(1 ) ( )
u u r z

r g r
z r r rr

+
θ

−

 ∂  ∂ ∂≈ ε − γ +    ∂ ∂ ∂ 
 

 2 2 in
02 ( ) ( , ),       0 ,   0k k g r u r z r a z∗+ ε − γ ≤ ≤ =( ) ; (17) 

– діапазон 2°: 

 sc sc in( )
( , ) ( , )

h r
u u r z u r z

z
+

θ θ−
∂  ≈ +  γ ∂

[ ] , 

 
sc

0,       0 ,      0
u

r a z
z

+
θ

−

 ∂
≈ ≤ ≤ =  ∂

; (18) 

– діапазон 3°: 
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u

h r k u r z u r z
z r r rr

h r r
+

θ
∗ θ

−

 ∂ γ ∂ ∂ ≈ − − + + γ +     ∂ ∂ ∂  
[ ] , 

 sc 0,       0 ,      0u r a z
+

θ −
  ≈ ≤ ≤ =  . (19) 

З виразів (14)–(19) легко отримати математичні моделі динамічної 
взаємодії тонкого дискового п’єзокерамічного включення сталої товщини із 
пружною матрицею [11]: 

– діапазон 1°: 
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 2 2 in
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– діапазон 2°: 

 sc sc in( , ) ( , )hu u r z u r z
z

+
θ θ−

∗

∂  ≈ +  γ ∂
[ ] , 

 
sc

0,       0 ,      0
u

r a z
z

+
θ

−

 ∂
≈ ≤ ≤ =  ∂

; 

– діапазон 3°: 

 
sc

2 2 sc in
02

1 1 ( , ) ( , )
u

h k u r z u r z
z r r rr

r
+

θ
∗ θ

−

 ∂  ∂ ∂ ≈ − γ − + + +     ∂ ∂ ∂  
[ ] , 

 sc 0,       0 ,      0u r a z
+

θ −
  ≈ ≤ ≤ =  . 
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У випадку заземленого п’єзокерамічного включення маємо 
– діапазон 1°: 

 
+

θ −
− γ ∂  ≈  γ ∂

in
sc 1 ( , )u r z

u h
z

, 

 
sc in

3
2

( , )1(1 )
u u r z

h r
z r r rr

+
θ

−

 ∂  ∂ ∂≈ − γ +    ∂ ∂ ∂ 
 

 2 2 in
02 ( , ),       0 ,      0h k k u r z r a z∗+ − γ ≤ ≤ =( ) ; 

– діапазон 2°: 

 sc sc in( , ) ( , )hu u r z u r z
z

+
θ θ−

∂  ≈ +  γ ∂
[ ] , 

 
sc

0,       0 ,      0
u

r a z
z

+
θ

−

 ∂
≈ ≤ ≤ =  ∂

; 

– діапазон 3°: 

 
sc

2 2 sc in
02

1 ( , ) ( , )
u

h r k u r z u r z
z r r rr

+
θ

∗ θ
−

 ∂ γ ∂ ∂ ≈ − − + + γ +     ∂ ∂ ∂  
[ ] , 

 sc 0,       0 ,      0u r a z
+

θ −
  ≈ ≤ ≤ =  . 

Співвідношення (14)–(19) з точністю до головних членів розкладів (12) 
визначають розв’язок поставленої задачі всюди, за винятком деяких малих 
околів кінців включення, де виникають примежові шари. У цих околах роз-
в’язок задачі шукаємо у вигляді примежових поправок, алгоритм побудови 
яких подано в працях [3–5, 13]. 

Висновки. За допомогою теорії сингулярних збурень побудовано мате-
матичні моделі динамічної взаємодії тонкого п’єзокерамічного включення 
змінної товщини з пружним середовищем за осесиметричного кручення 
композита. Розглянуто ідеальний механічний контакт між компонентами 
композита та різні граничні електричні умови на поверхні включення. Мо-
делювання здійснено з використанням теорії сингулярних збурень. Засто-
сування отриманих моделей тонкого включення спрощує постановку задач 
розсіяння і дає можливість визначити розв’язки рівняння руху (1) для мат-
риці за відповідних ефективних умов (14)–(19), записаних на серединній 
поверхні неоднорідності. Запропонований підхід можна використати для 
дослідження дифракційних полів у пружних композитах із множинними 
тонкими п’єзокерамічними включеннями. 
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MATHEMATICAL MODELING OF THE DYNAMIC INTERACTION OF THIN 
PIEZOCERAMIC INCLUSION OF VARIABLE THICKNESS WITH ELASTIC MEDIUM 
UNDER AXISYMMETRIC TORSION 
 
A mathematical models of dynamic interaction of a thin piezoceramic inclusion of 
variable thickness with isotropic elastic medium under axisymmetric torsion of a 
composite are constructed. Conditions of the perfect mechanical contact on the interface 
of components are satisfied. Cases of electrically insulated and grounded piezoceramic 
inclusions are considered. Modeling is performed using the theory of singular 
perturbations. 

Keywords: asymptotic models, elastic medium, thin piezoceramic inclusion, axisym-
metric torsion, theory of singular perturbations. 
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