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ПРО ОЦІНКИ СПАДАННЯ РОЗВ’ЯЗКІВ ПОЧАТКОВО-КРАЙОВОЇ 
ЗАДАЧІ ДЛЯ СИСТЕМИ НАПІВЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ МАГНІТОПРУЖНОСТІ  
З ДИСИПАТИВНИМ ЧЛЕНОМ У ЗОВНІШНІХ ОБЛАСТЯХ 
 

Досліджено поведінку при t → ∞  сильних розв’язків початково-крайової за-
дачі для системи напівлінійних рівнянь магнітопружності із дисипативним 
членом у зовнішніх областях. Отримано оцінки спадання енергії. Для 

вектора магнітної індукції отримано оцінки спадання в просторах L∞  і 2L . 

Ключові слова: система рівнянь магнітопружності, дисипативний член, зовнішні 
області, оцінки спадання енергії, напівлінійні рівняння. 

 
Асимптотична поведінка розв’язків при t → ∞  систем лінійних рівнянь 

магнітопружності та магнітотермопружності в необмежених областях із ди-
сипативним членом досліджувалась у роботах [6, 8]. Методи, що застосо-
вуються у цих працях, суттєво використовують лінійність задач. Підхід, за-
стосований у пропонованому дослідженні, дає можливість розглядати нелі-
нійні задачі. Асимптотична поведінка розв’язків при t → ∞  системи напів-
лінійних рівнянь магнітопружності в зовнішніх областях без дисипативного 
члена досліджувалась у роботах [1, 2]. 

1. Формулювання задачі та основний результат. Нехай Ω  – зовнішня 

область в 3R  з гладкою межею Γ  і 3\GΩ = R , де G  – обмежена однозв’яз-

на область. Позначимо (0, )Q = Ω × ∞ , (0, )Σ = Γ × ∞ . Для системи напівліній-
них рівнянь магнітопружності розглянемо таку початково-крайову задачу: 

 
0

1 rot 0,     div 0,     ( , )b ub b b x t Q
t t

∂ ∂ − ∆ − × = = ∈ ∂ σµ ∂ 
, (1) 

 
2

2
0

1( ) grad div (rot ) ,    ( , )u uu u b b f x t Q
tt

∂ ∂ρ − µ∆ − λ + µ − × + = ∈
µ ∂∂

, 

 (2) 

 0 0 1( ,0) ( ),     ( ,0) ( ),     ( , 0) ( ),     b x b x u x u x u x u x x′= = = ∈ Ω , (3) 

 0,     rot 0,     0n b n b u⋅ = × = =  на Σ . (4) 

Тут 3:b Q → R , 3:u Q → R  – вектор-функції магнітної індукції та перемі-
щення, n  – одиничний вектор нормалі до межі Γ = ∂Ω . Припускаємо, що 
коефіцієнти в рівняннях (1), (2) є додатними сталими. Розв’язність задачі 
(1)–(4) досліджено в [2–4]. 

2. Позначення. Для функціональних просторів будемо використовувати 
однакові позначення як для скалярних, так і для векторних функцій. Нехай 

Ω  – задана область. Норму в просторах Соболєва , ( )k pW Ω  позначаємо че-

рез ,. k p , у просторах ( )pL Ω , 1 p≤ ≤ ∞ , – через . p . Для простору 

,2 ( )mW Ω , m ∈ N , використовуємо позначення ( )mH Ω . Для необмеженої 

області Ω  означимо однорідні простори Соболєва 0 ( )kH Ω& , ( )kH Ω&  як попов-

нення множин 0 ( )C∞ Ω  і 0 ( )kC Ω  відповідно за нормою 
2 2

k

k

u D uα

α =

∇ = ∑ , 

де 0 ( )kC Ω  – простір звужень на Ω  функцій із 3
0 ( )kC R , і :k f D f kα∇ = α ={ } . 
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Означимо простір W  як поповнення множини 
1
0: ( ), div 0C= ϕ ϕ ∈ Ω ϕ =W { , 

0n ⋅ ϕ =  на Γ}  за нормою 2rot ϕ . Через ( ; )bC X+R  позначимо простір об-

межених і неперервних функцій :g X+ →R , де 0, )+ = ∞R [ , X  – банахів 

простір. Через u′  позначаємо похідну за часом u
t

∂
∂

. Різні додатні сталі на-

далі будемо позначати літерою c . 
Загальну енергію ( )E t , асоційовану з рівнянням (2), означимо [6] як 

 
2 2 21( ) ( )(div )

2
E t u u u dx

Ω

 ′= ρ + µ ∇ + λ + µ
 ∫ . 

Теорема 1. Припустимо, що 2 6/5
0 ( ) ( )b H W L∈ Ω Ω∩ ∩ , 0rot 0n b× =  на 

Γ , а також 

 1 2 1 6/5
0 0 1 0 0 1( ) ( ),      ( ),      ( )u H H u H u u L∈ Ω Ω ∈ Ω + ∈ Ω∩ , (5) 

 1 6/5 1 2; ( ) ,       (1 ) ( ) ; ( )f L L t f t L L+ +∈ Ω + ∈ Ω( ) ( )R R , 

 1 2; ( )f L L+
′ ∈ ΩR( ) . (6) 

Тоді знайдеться таке 0η > , що за умови 

 0 0 1 2 21,22,2 1,2 2
0

(0)
t

b u u f f f ds′+ ∇ + + + + < η∫ ( )  (7) 

існує єдиний розв’язок ,b u{ }  задачі (1)–(4), який задовольняє умови 

 2 1 2 2( ; ) ; ( ) ,        ; ( )bb L W C H b L L+ + +∈ Ω ∆ ∈ Ω∩R R R( ) ( ) , (8) 

 2 2( ; ) ; ( )bb L W C L+ +
′ ∈ Ω∩R R( ) , (9) 

 2 1 2 2
0; ( ) ( ) ; ( )bu C H H L L+ +∈ Ω Ω Ω∩ ∩R R( ) ( ) , (10) 

 ( )1 2 1 2 2
0 0; ( ) ; ,     (1 ) ( ) ; ( )bu C H L H t u t L L+ + +

′ ′∈ Ω Ω + ∈ Ω∩R R R( ) ( ) ( ) , (11) 

 2 2 2; ( ) ; ( )bu C L L L+ +
′′ ∈ Ω Ω∩R R( ) ( ) , (12) 

і для цього розв’язку виконуються оцінки 

 1/ 2 5 4
2( ) (1 ) ,        ( ) (1 )b t c t b t c t− −

∞≤ + ≤ + / , (13) 

 
2 2

2 2 2
6/ 5 2

0 0

( ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )
t t

E t c t c t f ds c t s f ds− − −   ≤ + + + + + +   
   ∫ ∫ , 

 (14) 

 
2

2 1 1
2 6/5

0

( ) (1 ) (1 )
t

u t c t c t f ds− −  ≤ + + + + 
 ∫  

 
2

1 1/2
2

0

(1 ) (1 )
t

c t s f ds−  + + + 
 ∫ . (15) 

3. Допоміжні твердження. Із теореми 1 у [2] випливає  

Лема 1. Нехай задані в задачі (1)–(4) функції f , 0b , 0u , 1u  задоволь-

няють умови 1 2, ; ( )f f L L+
′ ∈ ΩR( ) , 2

0 ( )b H W∈ Ω ∩ , 0rot 0n b× =  на Γ , 
1 2

0 0 ( ) ( )u H H∈ Ω Ω& &∩ , 1
1 0 ( )u H∈ Ω . Тоді знайдеться таке 0η > , що за умови  
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 ( )0 0 1 221,22,2 1,2 2
0

0
t

N b u u f f f ds′≡ + ∇ + + + + < η∫ ( )  

існує єдиний розв’язок ,b u{ }  задачі (1)–(4), який задовольняє умови (8)–

(12). Цей розв’язок оцінюється сталою 2( )c N N+  у відповідних нормах 
просторів з умов (8)–(12). 

Розглянемо задачу 

 u Au u f′′ ′+ + = , (16) 

 0 1(0) ,         (0)u u u u′= = , (17) 

де ( ) grad divAu u u= −µ∆ − λ + µ , а 0u , 1u , f  задовольняють умови (5), (6). 

Для вектор-функцій 3:u Ω → R , 3:v Ω → R  означимо скалярний добу-

ток ( , ) ( ) ( )u v u x v x dx
Ω

= ⋅∫  і білінійну форму 
3

, 1

( , ) i k i k
i k

a u v u v dx
= Ω

= µ ∂ ⋅ ∂ +∑ ∫  

( ) div divu vdx
Ω

+ λ + µ ⋅∫ , :i
ix

∂∂ =
∂

, :t t
∂∂ =
∂

. Позначимо 1/2: ( , )u u u= , 

( ): ( , )a u a u u= , ( ) 21 ( ) ( )
2

E t u t a u t′ = + ( ) . 

Для задачі (16), (17) за умови, що 0f ≡ , у [7] доведено таку лему. 

Лема 2. Нехай 0u , 1u , f  задовольняють умови (5), (6) у теоремі 1. 

Тоді існує єдиний розв’язок u  задачі (16), (17), який задовольняє умови 
(10)–(12), і для цього розв’язку справджуються оцінки (14), (15). 

Д о в е д е н н я .  Помноживши рівняння (16) скалярно в 2 ( )L Ω  на 

( )u t′ , отримаємо 

 
2

( ) ( ) ( ), ( )tE t u t f t u t′ ′∂ + = ( ) . (18) 

Проінтегруємо рівність (18) на [0, ]t . Тоді, застосувавши лему Біхарі [5, 
с. 112], виведемо оцінку 

 
2

2

0 0

( ) (0)
t t

E t u ds cE c f ds ′+ ≤ +  
 ∫ ∫ . (19) 

Помножимо рівність (18) на 1 t+  і проінтегруємо на [0, ]t . Тоді, засто-
сувавши лему Біхарі, отримаємо 

 
2

0 0

(1 ) ( ) (1 ) (0) ( )
t t

t E t s u ds cE c E s ds′+ + + ≤ + +∫ ∫  

 
2

1/2
2

0

(1 )
t

c s f ds + + 
 ∫ . (20) 

Помноживши (16) скалярно в 2 ( )L Ω  на (1 ) ( )t u t+ , виводимо 

 
22 21 1( ) (1 ) ( ) (1 ) ( ) ( )

2 2t t u t t a u t t u t u t′ ∂ + + = + + −  ( )  

 (1 ) ( ), ( ) (1 ) ( ), ( )t t u t u t t f t u t′− ∂ + + +( ) ( )[ ] . (21) 

Покладемо 
0

( ) ( )
t

w t u s ds= ∫ , 
0

( ) ( )
t

F t f s ds= ∫ . Функція ( )w t  задовольняє 

таке рівняння з початковими та крайовою умовами: 
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 0 1w Aw w u u F′′ ′+ + = + +  в Q , (22) 

 0(0) 0,         (0)w w u′= =  в Ω , (23) 

 0w =  на Σ . (24) 

Помножимо (22) скалярно в 2 ( )L Ω  на ( )w t′  і проінтегруємо на [0, ]t , 
враховуючи (23), (24). Тоді отримаємо 

 
2 2

0 1
0

1 ( ) ( ) ( )
2

t

w t a w t w ds u u w t dx
Ω

′ ′ + + = + ⋅ +  ∫ ∫( ) ( )  

 
2

0
0

1 ,
2

t

u F w ds′+ + ∫ ( ) . (25) 

Інтегруючи частинами останній інтеграл у правій частині рівності (25), маємо 

 
0 0

, ( ), ( ) ( , )
t t

F w ds F t w t f w ds′ = −∫ ∫( ) ( ) .  

Звідси, використовуючи оцінку 6( ) ( )w t ca w t≤ ( )  і нерівність Гельдера, 

отримаємо 

 2
6/5 6/5

0 0

, ( ) ( ) ( )
t t

F w ds a w t c F t c f a w dsε
′ ≤ ε + +∫ ∫( ) ( ) , (26) 

де 0ε >  – довільне число. Із рівності (25), враховуючи (26) при достатньо 
малому ε  і застосовуючи лему Біхарі, виводимо 

 
2

2 22 2
0 0 1 6/56/5

0 0

( )
t t

u t u ds c u c u u c f ds + ≤ + + +  
 ∫ ∫ . (27) 

Проінтегрувавши (21) на [0, ]t  і додавши отриманий результат до (27), 
маємо 

 
2 22 2

0 1 22
0 0

(1 ) ( ) (1 ) ( )
t t

t u t c s a u s ds c u ds c u c u+ + + + ≤ + +∫ ∫( )  

 
2

0 1 6/5
0

(1 ) ( ), ( ) (1 )
t

c u u c t u t u t c s u ds′ ′+ + + + + + +∫( )  

 
2

6/5
0 0

(1 )
t t

c f ds c s f u ds + + + 
 ∫ ∫ . (28) 

Звідси, використовуючи нерівність 
221( ), ( ) ( ) ( )

2
c u t u t u t c u t′ ′≤ +( )  і оцін-

ку (20), виводимо 

 
2 222

0 1 0 121,2 6/5
0

(1 ) ( ) (1 ) ( )
t

t u t c s a u ds c u c u c u u+ + + ≤ + + + +∫  

 
2

6/5
0 0 0

(1 ) ( )
t t t

c f ds c s f u ds c E s ds + + + + 
 ∫ ∫ ∫ . (29) 

Звідси, використовуючи оцінки (19), (20) і застосовуючи лему Біхарі, 
отримаємо 
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2 222

0 1 0 121,2 6/5
0

(1 ) ( ) (1 ) ( )
t

t u t c s E s ds c u c u c u u+ + + ≤ + + + +∫  

 
2 2

1/2
6/5 2

0 0

(1 )
t t

c f ds c s f ds   + + +   
   ∫ ∫ . (30) 

Помноживши (18) на 2(1 )t+  і проінтегрувавши на [0, ]t , одержимо 

 
22 2

0 0

(1 ) ( ) (1 ) (0) 2 (1 ) ( )
t t

t E t s u ds E s E s ds′+ + + ≤ + + +∫ ∫  

 2

0

(1 ) ( ) ( )
t

s f s u s ds′+ +∫ . (31) 

Із (31), (30), застосувавши лему Біхарі, виводимо оцінку (14). Із нерів-
ності (30) випливає оцінка (15). Умови (10)–(12) випливають з теореми регу-
лярності для абстрактного рівняння другого порядку і формул (27), (28).  

4. Оцінка розв’язків. 
Д о в е д е н н я  теореми 1. Нехай ,b u{ }  – розв’язок задачі (1)–

(4), що задається лемою 1. Позначимо ( ) 0rot /g f b b= + × µ . Застосуємо ле-

му 2 до задачі (16), (17), замінивши f  на g . Тоді справджуються нерівності 
(14), (15), де замість f  покладено g . Для оцінки виразу rot b b×  викорис-
таємо лему 7 з [1]. 

Лема 3 [1]. Нехай 3Ω ⊂ R . Тоді для всіх вектор-функцій 3:w Ω → R  

таких, що 2 ( )w H∈ Ω , div 0w =  в Ω , 0n w⋅ =  і rot 0n w× =  на Γ , справ-
джуються оцінки 

 1,6 2 2rot rot rotw c w w≤ +( ) . (32) 

Застосувавши нерівність (32) при w b=  і використавши вкладення 
1,6 ( ) ( )W L∞Ω ⊂ Ω , отримаємо 

 2 2rot rot rotb c b b∞ ≤ +( ) . (33) 

Маємо 2 2rot rotb b b b ∞× ≤ . Тоді з (33) одержимо 

 2 2
2 2 2rot rot rot rotb b c b b× ≤ +( ) . (34) 

Для оцінки виразу rot b b×  в 6/5 ( )L Ω  використаємо лему 8 з [1]. 

Лема 4 [1]. Нехай 3Ω ⊂ R . Тоді для всіх вектор-функцій 3:w Ω → R  

таких, що 1( )w H∈ Ω , div 0w =  в Ω , 0n w⋅ =  на Γ , справджується 
оцінка 

 6 2rotw c w≤ . (35) 

Застосовуючи нерівність Гельдера, інтерполяцію 

 3 6 2
1/2( ) ( ), ( )L L LΩ = Ω Ω( )[ ]  

і нерівність (35) при w b= , отримуємо 

 3/2 1/2
6/5 2 3 2 2rot rot rotb b b b c b b× ≤ ≤ . 

Звідси, використовуючи нерівність Юнґа, виводимо 

 2 2
6/5 2 2rot rotb b c b b× ≤ +( ) . (36) 
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В [1] доведено, що при достатньо малому N  в лемі 1 маємо b ∈ 
2 2; ( )L L+∈ Ω( )R , 2 2rot ( ) ; ( )t b t L L+∈ ΩR( ) , 2 2rot rot ( ) ; ( )t b t L L+∈ ΩR( ) . 

Тоді, використовуючи (34), (36), отримуємо, що 1 6/ 5; ( )g L L+∈ Ω( )R , 
1 2(1 ) ( ) ; ( )t g t L L++ ∈ Ω( )R . Отже, оцінки (14), (15) доведено. 

Оцінки для ( )b t  із (13) доводимо аналогічно, як в [1]. Зазначимо, що, 

зважаючи на наявність дисипативного члена, оцінка для ( )u t′  в 2 ( )L Ω  

отримується з (14). Далі, з огляду на інтерполяцію 2 6
[ ]( ) ( ), ( )pL L L θΩ = Ω Ω( ) , 

2 6p≤ ≤ , вкладення 1 6
0 ( ) ( )H LΩ ⊂ Ω&  та умову (11), маємо  

 1
0

1 (1 )
2 ( )

( ) ( ) ( ) (1 )
p H

u t c u t u t c t
−θ θ − −θ

Ω
′ ′ ′≤ ≤ +& . (37) 

Аналогічно, як в [1], за допомогою формули Дюамеля для (1), використо-

вуючи (37) при 3p > , виводимо оцінку (13) для ( )b t  в ( )L∞ Ω . 

Оцінка для ( )b t  в 2 ( )L Ω  випливає з результатів роботи [1]. Теорему 

доведено.   
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ON DECAY ESTIMATES OF THE SOLUTIONS OF INITIAL BOUNDARY 
VALUE PROBLEM FOR THE SYSTEM OF SEMILINEAR EQUATIONS OF MAGNETOELASTICITY 
WITH DISSIPATIIVE TERM IN EXTERIOR DOMAINS  
 
The behavior as t → ∞  of strong solutions of the initial boundary value problem for the 
system of semilinear equations of magnetoelasticity with dissipative term in exterior 
domains is investigated. The estimates of energy decay are obtained. For the vector of 

magnetic induction, estimates of decay are obtained in the spaces L∞  and 2L . 

Key words: system of equations of magnetoelasticity, dissipative term, exterior do-
mains, estimates of energy decay, semilinear equations. 

 
Ін-т прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів 18.01.22 
 


