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ВПЛИВ ЗОСЕРЕДЖЕНИХ СИЛ НА МІЖФАЗНЕ ВКЛЮЧЕННЯ, ЩО 
ПЕРЕБУВАЄ В УМОВАХ ГЛАДКОГО КОНТАКТУ В НЕОДНОРІДНОМУ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНОМУ ПРОСТОРІ 
 

Досліджено вплив зосереджених сил на кругове включення, яке перебуває в 
умовах гладкого контакту у площині з’єднання двох різних трансверсально-
ізотропних півпросторів. Проблему зведено до крайової задачі Рімана за час-
тиною змінних у просторі узагальнених функцій і побудовано її розв’язок у 
явному вигляді, що дозволило отримати залежність поступальних і колових 
зміщень включення та стрибків напружень і зміщень на включенні від 
зосереджених сил і співвідношення між пружними сталими півпросторів. 
Досліджено вплив на поступальні зміщення і стрибки нормальних напру-
жень наявності зосереджених сил або тільки в одному, або обох півпро-
сторах для різних комбінацій матеріалів півпросторів і форми включення. 

Ключові слова: фундаментальні розв’язки, неоднорідний трансверсально-ізотроп-
ний простір, кругове включення, узагальнені функції. 

 
Міжфазні області, тобто області з’єднання різних матеріалів, які пере-

бувають під дією пружних і температурних полів, завжди були предметом 
досліджень багатьох авторів як області можливого руйнування.  

Для різних середовищ цій проблемі присвячено чимало робіт. Напри-
клад, у [3–7] розглянуто задачі стаціонарної термопружності для тіл із теп-
лопроникним дисковим включенням, між поверхнями якого існує неідеаль-
ний тепловий контакт, а також задачі з тонким теплоактивним дисковим 
включенням. Задачі зведено до гіперсингулярних інтегральних рівнянь пер-
шого та другого роду, для яких отримано точні розв’язки. 

У роботах [2, 9–12, 15, 18] неосесиметричні задачі пружності і термо-
пружності про міжфазні концентратори напружень типу тріщин або жорст-
ких включень у кусково-однорідних трансверсально-ізотропних просторах 
за допомогою методу сингулярних інтегральних співвідношень [36] зведено 
до систем двовимірних сингулярних інтегральних рівнянь (СІР) і запропо-
новано метод їхнього розв’язування. Аналогічний підхід застосовано в ро-
ботах [8, 13, 14, 20–23] до розв’язання задач про міжфазні і внутрішні де-
фекти в кусково-однорідних анізотропних середовищах. Задачі термопруж-
ності в однорідних і кусково-однорідних трансверсально-ізотропних прос-
торах з міжфазними включеннями при дії теплових джерел досліджено в 
роботах [32, 34]. 

При математичній постановці і розв’язанні задач про дефекти необ-
хідно задати граничні умови на самому дефекті, такі як напруження на 
берегах тріщини або переміщення на включенні. Оскільки при фізичній 
постановці задач про визначення полів напружень і переміщень в околі 
концентраторів напружень відомими є напруження або переміщення на 
границі області, в деяких внутрішніх точках або на нескінченності (для 
необмежених тіл), то визначення граничних умов на дефекті є окремою 
проблемою.  

У рамках лінійної теорії пружності для розв’язання цієї проблеми по-
трібно знати розподіл поля напружень і переміщень у відповідних кусково-
однорідних тілах без дефектів за наявності об’ємних сил. 

Зокрема, для кусково-однорідного ізотропного і трансверсально-ізо-
тропного просторів такі розв’язки наведено відповідно в роботах [40] і [46], 
однак у [40] вони мають достатньо громіздку структуру. В роботах [27] і [37] 
побудовано функції Ґріна для кусково-однорідних трансверсально-ізотроп-
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них просторів за наявності зосередженого теплового джерела та відповідно 
за відсутності і наявності термодифузії. Для шаруватого термопружного 
середовища функцію Ґріна побудовано в роботах [24, 42]. Функції Ґріна для 
кусково-однорідних трансверсально-ізотропних просторів за наявності 
зосередженого джерела тепла та відсутності термодифузії побудовано в 
[27, 28], а за наявності термодифузії – у [39]. У [41] побудовано функцію 
Ґріна для тривимірного трансверсально-ізотропного простору з урахуван-
ням орієнтації осей симетрії. Для п’єзо- та магнітоелектричних складових 
трансверсально-ізотропних просторів функції Ґріна побудовано в [28, 42, 
48]. Фундаментальні розв’язки для пористих трансверсально-ізотропних 
матеріалів побудовано в [29, 43], а для функціонально-ґрадієнтних матері-
алів – у [25, 47]. У [24, 39, 40] побудовано функції Ґріна для шаруватого 
термочутливого середовища. У [26, 44, 45] аналогічні задачі для транс-
версально-ізотропних композитних матеріалів розв’язано чисельними ме-
тодами.  

У роботах [16–19, 30, 31, 33, 35] запропоновано метод фундаментальних 

розв’язків у просторі 3( )′ℑ R  узагальнених функцій повільного зростання, 
який є ефективним методом розв’язання цієї проблеми. 

При математичній постановці задач про дослідження напружено-де-
формованого стану тіл з внутрішніми і міжфазними дефектами у роботах 
[10–12] задавали значення результуючих сил і моментів на включенні.  

У цій статті пропонується дещо інший підхід: вважається, що середо-
вище завантажене в довільній області, а саме включення перебуває в стані 
рівноваги, тому результуючі сили і моменти на ньому вважаються відсутні-
ми. Зокрема, розглянуто кругове абсолютно жорстке міжфазне включення, 
що знаходиться в умовах гладкого контакту в кусково-однорідному транс-
версально-ізотропному просторі, а у довільних точках простору прикладена 
одна або дві зосереджені сили. 

1. Постановка задачі. Нехай у довільній точці 0 0 0 0( , , )M x y z  кусково-

однорідного трансверсально-ізотропного простору діє зосереджена сила 

1 2 3( , , )P P P=P . У площині 0z =  всюди, за винятком кругової області Ω =  

2 2x y a= + ≤{ } , два різних трансверсально-ізотропних півпростори 
ідеально контактують. Напружено-деформований стан простору описується 
вектором 

 1, ,9 , , , , , , , ,k k x y z yz xz xyv u v w== = σ σ σ τ τ τv …{ } { } . (1) 

Позначимо стрибки та суми пружних характеристик при перетині 
площини 0z =  так: 

 9 9

0
( , ) ( , ) ( , ) ( , ),      k k k k k k z
x y x y x y x y v±± + − ±

=±
χ = ζ = ζ ± ζ ζ ={ } { } , 

 1, , 9k = … . (2) 

Тоді умови ідеального контакту різних трансверсально-ізотропних пів-
просторів поза областю Ω  запишемо у вигляді 

 ( , ) 0,       1, , 9,       1,2,6,       ( , )k x y k k x y−χ = = ≠ ∉ Ω… . (3) 

В області Ω  міститься абсолютно жорстке включення, яке перебуває в 
умовах гладкого контакту з півпросторами. У цьому випадку стрибки та 
суми дотичних напружень дорівнюють нулеві:  

 ( , ) 0,       4,5,       ( , )k x y k x y±χ = = ∈ Ω ,  (4) 

а стрибки та суми нормальних зміщень визначаються такими формулами: 

 6 6( , ) 2( ),       ( , ),      ( , )z y xx y y x x y x y+ + − −χ = ϑ + δ + ϕ + ϕ χ = ϑ ∈ Ω , 

 0 0( , ) ( , ) ( , )x y x y x y± + −ϑ = ϑ ± ϑ , (5) 



70 

де zδ , yϕ , xϕ  – відповідно поступальне переміщення включення і кути 

повороту включення навколо відповідних осей; функції 0 ( , )x y±ϑ , ( , )x y ∈ Ω , 

описують форму граней включення, причому 0 ( , ) 0x y+ϑ > , 0 ( , ) 0x y−ϑ < . Крім 

того, будемо вважати виконаною умову ( , ) 0.3x y a−ϑ < . Це означає, що 
включення можемо вважати тонким, і оскільки воно є абсолютно жорстким, 
то вплив його граней на півпростір (граничні умови) можна знести на пло-
щину 0z = . Такий підхід є деяким наближенням до точної постановки, 
однак, як показує порівняння з розв’язками окремих задач у точній поста-
новці [35], похибка є незначною і прямує до нуля при зменшенні товщини 
включення. У той же час за такого підходу значно спрощується матема-
тична модель задачі, що дозволяє отримати її точний розв’язок. Цей підхід, 
зокрема, застосовано в [10–12, 14] для дослідження залежноcті від форми 
включення концентрації напружень в околі міжфазних дефектів у скла-
дових анізотропного простору. 

Величини zδ , yϕ , xϕ  визначаємо із шести рівнянь рівноваги 

 1 1
0

( , ) 0,       ( , )
0

x
x y dx dy x y dx dy

y
− −

Ω Ω

   χ = χ =   
   ∫∫ ∫∫ . (6) 

2. Побудова сингулярних інтегральних співвідношень. Виходячи з 
диференціальних рівнянь рівноваги і узагальненого закону Гука, у просторі 

узагальнених функцій повільного зростання 3( )′ℑ R  запишемо таку крайову 
задачу відносно компонент вектора v : 

 3
1 2 3, , , ,       , ( )z ′∂ ∂ ∂ = ∈ ℑD v F v F[ ] R , (7) 

 ( , ) 0,       1, 9,       1,2,6,       ( , )k x y k k x y−χ = = ≠ ∉ Ω… , (8) 

 ( , ) 0,       4,5,       ( , )k x y k x y±χ = = ∈ Ω , (9) 

 6 6( , ) 2( ),     ( , ),    ( , )z y xx y y x x y x y+ + − −χ = ϑ + δ + ϕ + ϕ χ = ϑ ∈ Ω , (10) 

 
( , , )

( , , ) 0,       1, ,9k x y z
v x y x k→∞ = = … . (11) 

Тут введено позначення 

 0 3 3

0

×=
−
D O

D
S D� , 

 9
0 0 0 0 1 2 3 1 6( , , ) , , ,jF x x y y z z P P P ×= = −δ − − −F O{ }� , 

 
1 3 2

1 3 3
0 2 3 1

3 3 2
3 2 1

0 0 0
,             0 0 0

0 0 0

×

×

∂ ∂ ∂
= = ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂

S O
S D

O S
, 

 
11 12 13 44

1 21 11 13 2 44

13 13 33 66

0 0
,          0 0

0 0

s s s s
s s s s
s s s s

= =S S , 

1 x
∂∂ =

∂
, 2 y

∂∂ =
∂

, 3 z
∂∂ =
∂

; ( ) ( )kj kj kjs z s z s+ −= θ + θ − , kjs±  – коефіцієнти уза-

гальненого закону Гука відповідно для верхнього 0z >  і нижнього 0z <  
півпросторів; 3 3×O  – нульова матриця розмірності 3 3× . 

Розв’язок крайових задач (7)–(11) отримаємо з урахуванням власти-
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востей узагальнених функцій і результатів робіт [8–14, 36]. Розглянемо 
випадок зосередженої вздовж осі Oz  сили 3(0,0, )P=P . Після граничного 

переходу 0z → ±  в отриманих розв’язках складемо суми фізичних величин 

k
+χ , 3, 4, 5,9k = . В результаті отримаємо такі інтегральні співвідношення: 

 3 11 3 12 4 2
0

1 1( , ) ( , ) ( , )
2

x y q x y q t
r

+ − −

Ω

 χ = χ + χ τ ∂ + π ∫∫  

 5 1 14 9 3
0 0

1 1( , ) ( , )t q t dt d
r r

− + − + χ τ ∂ − χ τ τ + 
 

 
8 2

1, 0
13 6 3 2 2 3/2

7 1 0

( , )
( )

n
j j

j n n

A z
q x y P

r z
−

−
= = ∗

+ ∂ χ +
+ ξ

∑ ∑ (
( )

, 

 4 22 4 24 2 9 21 3 2 4 22 1 2
0 0

1 1
2

x tq q q q
r r

+ − − − − −

Ω

 −χ = χ − ∂ χ + − χ ∂ + χ ∂ − π ∫∫  

 2 2
2 22 5 1 23 7 12 8 2 232 2

0 00 0

1 1y y
q q q

r rr r
+ − − − −− τ − τ − ∂ − χ ∂ − χ ∂ − χ ∂ +

 
 

 
2

2,2
1 12 0 3 2 2 3/2

0 1 * 0

1 ( )
( )

n

n n

A
q dt d y y P

r r z=

+ ∂ τ + − + ξ
∑% (

( )
, 

 5 22 5 24 1 9 21 3 1 22 4 1 2
0 0

1 1
2

y
q q q q

r r
+ − − − − + −

Ω

− τχ = χ − ∂ χ + − χ ∂ − χ ∂ +π ∫∫  

 2 2
5 22 2 1 7 1 23 2 122 2

0 00 0

1 1y x tq q q
r rr r

− −− τ −   + χ ∂ − ∂ − χ ∂ + ∂ −
   

%  

 
2

2,2
23 8 12 0 3 2 2 3/2

0 1 0

1 ( )
( )

n

n n

A
q dt d x x P

r r z
− −

= ∗

− χ ∂ τ + −
+ ξ

∑ (
( )

, 

 41
9 9 44 3 42 4 5 43 7 12 2

0 00 0

1 1
2

q y x tq q q
r rr r

+ − − − − −

Ω

− τ −  χ = χ + χ − χ + χ + χ ∂ +   π ∫∫  

 
2

4,
8 2 3 2 2 1/2

0 1 0

1
( )

n

n n

A
dt d P

r r z
−

= ∗

+ χ ∂ τ + + ξ
∑ (

( )
. (12) 

Тут введено такі позначення: 

 1, 0 1, 0 1,( ) ( )n n n n nA z A z A+ + − −= θ ξ + θ − ξ , 

 , 0 , 0 ,( ) ( ) ,    2, 4k n k n k nA z A z A k+ −= θ + θ − = , 

 2 2 2 2
0 0 0( ) ( ) ,       ( ) ( )r x t y r x x y y∗= − + − τ = − + − , 

 0 0( ) ( )n n nz z+ −ξ = θ ξ + θ − ξ
(

. 

Вирази для сталих knq , knq±  через коефіцієнти узагальненого закону Гука, 

а також формули для ,k nA±  через knq , knq±  наведено в роботі [11]. 

Зазначимо, що співвідношення (12) узагальнюють співвідношення з ро-
боти [36] для кусково-однорідного трансверсально-ізотропного простору за 
відсутності зосереджених сил. 
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3. Зведення задачі до двовимірної системи СІР і побудова її точного 
розв’язку. Використавши другу, третю та четверту рівність із двовимірних 
сингулярних інтегральних співвідношень для кусково-однорідного транс-
версально-ізотропного простору (12) і врахувавши умови (3)–(5), відносно 
невідомих стрибків нормальних напружень і дотичних зміщень отримаємо 
систему двовимірних сингулярних інтегральних рівнянь: 

 2 2 2
21 3 2 23 7 12 8 2 23 1 12

0 0 0 0

1 1 1 1 1
2

q q q q dt d
r r r r

− − − −

Ω

  χ ∂ + χ ∂ + χ ∂ + ∂ τ =  π  ∫∫ %  

 0
2

24 2 9 2, 2 0 0
1 0

( )n z
n

n

q A e J r d
∞

−ξ ρ−

=

= − ∂ χ + ∂ ρ ρ∑ ∫
(

, 

 2 2 2
21 3 1 7 1 23 2 12 23 8 12

0 0 0 0

1 1 1 1 1
2

q q q q dt d
r r r r

− − − −

Ω

  χ ∂ + χ ∂ + ∂ + χ ∂ τ =  π  ∫∫ %  

 0
2

24 1 9 2, 1 0
1 0

( )n z
n

n

q A e J r d
∞

−ξ ρ−
∗

=

= − ∂ χ + ∂ ρ ρ∑ ∫
(

, 

 41
3 43 7 1 8 2 9 44 9

0 0 0

1 1 1
2

q
q q

r r r
− − − + −

Ω

  χ + χ ∂ + χ ∂ = χ − χ −  π  ∫∫  

 0
2

4, 0
1 0

( )n z
n

n

A e J r d
∞

−ξ ρ
∗

=

− ρ ρ∑ ∫
(

. (13) 

Тут використано такі рівності [36]: 

 0
0 2 2 1/2

00

1( )
( )

n z
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e J r d
r z

±
∞

−ξ τ
∗ ±

∗

τ τ =
+ ξ∫ ( )

, 
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n

ze J r d
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±∞ ±−ξ τ

∗− ±
∗

ξ
τ τ =

ρ + ξ∫ ( )
, 

 0 0
1 0 2 2 3/2

00

( )
( )

n z

n

x x
e J r d

r z

±
∞

−ξ τ
∗ ±

∗

−
∂ τ τ = −

+ ξ∫ ( )
, 

 0 0
2 0 2 2 3/2

00

( )
( )

n z

n

y y
e J r d

r z

±
∞

−ξ τ
∗ ±

∗

−
∂ τ τ = −

+ ξ∫ ( )
. (14) 

Ввівши комплексні комбінації стрибків і сум 73 83u i− −= χ + χ , 73 83u i− −= χ − χ , 
отримаємо таку систему: 

 223 23
21 3 24 ( , )

2 2
q q

q DK DDK u D K u q D x y
+ −

− −χ + + = − ϑ +[ ] [ ] [ ]  

 0
2

3 , 0
1 0

( )n z
k n

n

DP A e J r d
∞

−ξ τ
∗

=

+ τ τ∑ ∫
(

, 

 223 23
21 3 24 ( , )

2 2
q q

q DK DDK u D K u q D x y
+ −

− −χ + + = − ϑ +[ ] [ ] [ ]  

 0
2

, 0
1 0

( )n z
k n

n

D A e J r d
∞

−ξ τ
∗

=

+ τ τ∑ ∫
(

, 
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 043
41 3 44 6( , ) ( , ) 2

2
q

q K DK u DK u x y q x y− + −χ + + = ϑ − ϑ + ζ −[ ] [ ] [ ]( )  

 0
2

4, 0 1 2
1 0

( ) ,       n z
n

n

A e J r d D i
∞

−ξ τ
∗

=

− τ τ = ∂ − ∂∑ ∫
(

, (15) 

Співвідношення для операторів D  і K ⋅[ ]  наведено в [35]. 
Точний розв’язок системи (13) отримаємо, застосовуючи підхід, описа-

ний у роботах [9–12]. Для цього перейдемо до пружних характеристик про-
стору в циліндричних координатах ( , , )zρ ϕ  і введемо нові функції: 

 1 3 3( , ) ( cos , sin ),       ( , ) ( cos , sin )iv v r e u− − − ϕ −ρ ϕ = χ ρ ϕ ρ ϕ ϕ = ρ ϕ ρ ϕ , (16) 

які подамо так: 

 ρ ρ,( , ) ( )j in
j n

n

v V e
∞

± ± ϕ

=−∞

ϕ = ∑ , (17) 

де 

 , 1( ) ( , ) ,       1,3,5
2

j in
n n j jV v v e d j

π
− − − − ϕ

−π

ρ = Φ ≡ ρ ϕ ϕ =
π ∫[ ] , 

 3, 3, 3,
3( ) ( ),       ( )n n n nV V V v− − − −

− ρ = ρ ρ = Φ [ ] . 

Для визначення коефіцієнтів , ( )j
nV − ρ , 0, 1, 2, 3,n = ± ± ± … , у розвиненні 

(17) перейдемо в системі (13) до циліндричної системи координат та засто-
суємо скінченне перетворення Фур’є. Тоді, враховуючи формулу [2] 

 ( )

2 2
0

1 ( ) ( )
2 cos ( )

ik
k k

k

e J t J t dt
∞∞

ϕ−ψ
∗

=−∞∗ ∗

= ρ ρ
ρ − ρρ ϕ − ψ + ρ

∑ ∫ , 

подання (16) та теорему про згортку, після нескладних перетворень отри-
маємо систему інтегральних рівнянь 

 , , 3 3         [ ] ,  , 0 ,  0, 1, 2,n n n n n n nW W U G a n= = < ρ < = ± ±B U G …[ ] , (18) 

 1, 2,,n nU U=U { } , 

 1, 3, 3,
1, ,( ) ( ),       ( ) 0.5 ( ) ( 1) ( ) ,      2,3k

n n k n n nU V U V V k− − −
−ρ = ρ ρ = ρ + − ρ =%%( ) , 

 3, 1 1 3, 3, 1 1 3,( ) ( ) ,      ( ) ( )n n n n
n n n nV V V V− − − + − − − − + −

ρ − ρ −ρ = ρ ∂ ρ ρ ρ = ρ ∂ ρ ρ%% [ ] [ ] , 

 23 23 23q q q± + −= ±% , 

 121 23
, 1,2 , 1,2 1, 1,

41 43

,     ,     ,ij i j ij i j n n n
q qb b G G
q q

+
− ∗

= =
 = = = = 
 

B B G
%

{ } { } { } , 

 0
1, 24 3 1, 3, 3 3

23

10.5 ( ) ( ),   ,   inn n
n n n n nG c q e P f G b c b

g

− ψ+ − −
−

= ρ − Θ ρ + ρ = ρ = , 

 0
2, 44 3 0 3 2,( ) ( ) 2 ( )in

n n n n n nG q e P f− ψ+ −= Θ ρ − Θ ρ + δ δ + ρω + ρ , 
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, , 0
1 0

( ) ( ) ( )m z
j n j m n n

m

g A e J J d
∞

−ξ τ

=

 
ρ = τρ τρ τ 

 
∑ ∫

(
, 
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 ,1 , 1 ,1 , 1 0 0,( ) ( ),     n y n n x n n n n ni c c c±
− −ω = ϕ δ + δ − ϕ δ − δ = ± δ . 

Для оператора ,n nW  існує обернений [9–12], який є ізоморфізмом у 

просторі 3( )′ℑ R  і допускає подання 

 1 2 2 1
, 02 ( )n n n

n nW f f∗ − − − +
ρ ∗ ρ= − π ρ ∂ ℑ ρ ∂ ℑ ρ ρ[ ] [ ][ ] . (19) 

Враховуючи співвідношення 

 , 2 2

2 (2 1)(2 ) !!
,        

(2 1)!!

n
n n

n n n
n n

W
na

∗ ρ +ρ = =
+π − ρ

[ ]
æ

æ , 

отримаємо  

 , 1 2 3 02 2

2 1( ) 0.5 (2 )n
j n j n n j n nU b c b

a

∗ + ∗ ρ = ρ + δ δ + ρω − π  − ρ
æ  

 0
, 2 1 3 , ,( ) ( ) ( )in

n n j n j n n n j nW b s e P W f− ψ∗ ∗ + − ∗ − Θ ρ − Θ ρ + ρ  
[ ] , (20) 

 0
2

, , 0
1 0

( ) ( ) ( )m z
j n j m n n

m

f A e J J d
∞

−ξ τ∗

=

 
ρ = τρ τρ τ 

 
∑ ∫

(
, 

 , 1 2, 2 4, 1 1 24 2 44,        j m j m j m j j jA b A b A s b q b q∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + = + . 

Якщо форма включення є симетричною відносно площини 0z = , то 

( ) 0n
+Θ ρ = , 0 0( , ) 2 ( , ) 2 ( , )x y x y x y+ +ϑ = ϑ = ϑ . У цьому випадку маємо 

 , 1 2 3 0 , ,2 2

2 1( ) 0.5 (2 ) ( )n
j n j n n j n n n n j nU b c b W

a

∗ + ∗ ∗ ρ = ρ + δ δ + ρω + η ρ π  − ρ
[ ]æ , 

 03
3, , 1 ,0 0 3 ,2 2

2
( ) ,     ( ) ( ) ( )

n
inn n

n j n j n j n

cb
U s e P f

a

−
− ψρ

ρ = η ρ = δ ϑ ρ + ρ
π − ρ

æ
. 

Враховуючи, що 3,
2, 3,( ) ( ) ( )n n nU U V −ρ + ρ = ρ% , 3,

2, 3,( ) ( ) ( )n n nU U V −
−ρ − ρ = ρ% , 

запишемо 

 3,
21 32 2

2 1( ) ( 0.5 )n
n n n nV b c b c

a

− ∗ + −ρ = ρ + +π − ρ
% æ  

 22 3 0 , ,(2 ) ( )n n n n j nb W∗ ∗+ δ δ + ρω + η ρ


[ ] , 

 3,
21 32 2

2 1( ) ( 0.5 )n
n n n nV b c b c

a

− ∗ + −
−

ρ = ρ − +π − ρ
% æ  

 22 3 0 , ,(2 ) ( )n n n n j nb W∗ ∗+ δ δ + ρω + η ρ


[ ] , 

де nc
±  – сталі, які визначимо з умов 

 3, 1

0

( ) 0
a

n
nV d− +ρ ρ ρ =∫ % . (21) 

Таким чином, з урахуванням співвідношень  
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 1, 3,
1, 1, 2, 3,( ) ,        ( )n n n n n n nV U V W U U− −

+ρ = ρ = +[ ] , 

 3,
1, 2, 3,( )n n n n nV W U U−

−ρ = − −[ ] , 

 1 1
1,

0

( ) ( )n n
n nW f r f r dr

ρ
− − +

+ ρ = ρ ∫[ ] , 

 1 1
1,W ( ) ( )

a
n n

n n f r f r dr− − +
−

ρ

ρ = ρ ∫[ ]  (22) 

та формули (17) отримаємо  

 43
1 2,0 0,0 12 2 41 41
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Поступальні та кругові переміщення визначимо з умов (6): 
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. (25) 

У випадку, коли зосереджену силу прикладено вздовж осі Oz , маємо 

0 0ρ = , а , 0j nf∗ ≠  тільки при 0n = , кути повороту включення yϕ , xϕ  при 

цьому також дорівнюють нулеві. Отже, подання (23) набуде вигляду 
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У випадку монетоподібного включення товщини h  отримаємо 
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а у випадку включення у вигляді еліпсоїда обертання навколо осі Oz  з 
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4. Числові результати і їхній аналіз. Із використанням отриманого 
розв’язку досліджено залежність поведінки стрибка нормальних напружень 
і значення поступального переміщення включення від розташування зосе-
реджених сил і пружних властивостей матеріалів півпросторів. Позначимо 

через z
+δ  переміщення включення під дією зосередженої сили 3(0,0, )P+ =P  

при 0 0z > , через z
−δ  – переміщення під дією зосередженої сили − =P  

3(0, 0, )P= −  при 0 0z < , через zδ  – поступальне переміщення включення за 

наявності двох зосереджених сил 3(0,0, )P± = ±P  відповідно в точках 

0 0(0,0, )M z± ± . У табл. 1 і табл. 2 наведено значення коефіцієнтів ijc  уза-

гальненого закону Гука та їхніх відношень ij ij ijc c+ −ζ = /  для деяких комбі-

націй трансверсально-ізотропних матеріалів [1]. Зокрема, для кераміки 
А (ВаТіО3) – матеріал m1; магнію (Mg) – матеріал m2; β -кварцу – матеріал 
m3; кадмію (Сd) – матеріал m4.  
 Таблиця 1. Значення коефіцієнтів ijc . 

1110ijc ⋅ , H/м2 

Матеріал 11c  12c  13c  33c  44c  55c  66c  

m1 1.66 0.766 0.710 1.62 0.429 0.429 0.447 

m2 0.595 0.256 0.214 0.6174 0.1647 0.1647 0.1696 

m3 1.166 0.167 0.328 1.104 0.3606 0.3606 0.4995 

m4 1.08 0.389 0.375 0.46 0.156 0.156 0.310 
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 Таблиця 2. Значення відношення коефіцієнтів /ij ij ijc c+ −ζ = . 

/ij ij ijc c+ −ζ =  
Комбінації 
матеріалів 11 11/c c+ −  12 12/c c+ −  13 13/c c+ −  33 33/c c+ −  44 44/c c+ −  66 66/c c+ −  

m1 – m4 2.889 2.992 3.317 1.771 2.604 2.635 

m1 – m3 1.05 2.439 1.497 2.638 1.072 0.705 

m2 – m4 0.551 0.658 0.570 1.219 1.055 0.547 

У табл. 3 наведено відносні значення поступального переміщення тон-
кого включення при різних варіантах завантаження для деяких комбінацій 
трансверсально-ізотропних матеріалів. 

 Таблиця 3. Значення поступального переміщення zδ  включення. 

 
Комбінації 
матеріалів 

3/zа P+δ  3/zа P−δ  3/zа Pδ  

m1 – m4 0.739 –0.166 0.572 

m1 – m3 0.5962 –0.329 0.266 

m2 – m4 0.271 –0.2014 0.0704 

Наведені в табл. 3 значення показують, що за наявності однієї зосеред-
женої сили переміщення включення відбувається в напрямку дії сили. 
Якщо зосереджені сили прикладено до обох півпросторів, то при 33 1ζ <  
переміщення здійснюються в бік верхнього півпростору, а у випадку, коли 

33 1ζ > , – у бік нижнього півпростору. 
На рис. 1, рис. 2 наведено графіки залежності відносних стрибків нор-

мальних напружень 1 3( )/z v P−σ = ρ
)

 від дії зосереджених сил і пружних 

властивостей матеріалів півпросторів, якщо радіус кругового включення 
1а = . Суцільна крива відповідає силі, що розташована у верхньому півпро-

сторі, пунктирна – силі, яка прикладена у нижньому півпросторі, точкова – 
силі, що прикладена до двох півпросторів одночасно. 

  

 m1 – m3 m2 – m4 

 Рис. 1 Рис. 2 

Результати обчислень показують, що стрибки нормальних напружень 
на включенні приймають більші значення для простору, складеного із мате-
ріалів m1 – m3, для якого показник 33 2.638ζ =  є значно більшим від від-

повідного показника 33 1.219ζ =  для простору m2 – m4. Слід також відмі-
тити, що стрибки нормальних напружень в обох випадках є більшими 
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(штрихована лінія), якщо зосереджена сила прикладена до «м’якшого» ма-
теріалу в напрямку осі Oz . Наявність двох симетрично розташованих сил 
приводить до деякого зменшення вказаної різниці (точкова лінія). 

Висновки. Отримано розподіл напружень і переміщень в околі між-
фазного кругового абсолютно жорсткого включення, що перебуває в умовах 
гладкого контакту в кусково-однорідному трансверсально-ізотропному про-
сторі, у в довільній точці якого прикладена одна або дві зосереджені сили. 
Досліджено вплив напрямку дії сил, а також співвідношень між пружними 
сталими на поля напружень і деформацій в околі включення. 
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INFLUENCE OF CONCENTRATED FORCES ON THE INTERFACIAL 
INCLUSION UNDER THE CONDITIONS OF SMOOTH CONTACT IN AN 
INHOMOGENEOUS TRANSVERSELY ISOTROPIC SPACE  
 
The influence of concentrated forces on a circular inclusion which is under conditions 
of smooth contact on the interface of two different transversely isotropic half-spaces is 
investigated. The problem is reduced to the Riemann boundary value problem with 
respect to part of variables in the space of generalized functions. The solution is 
constructed in an explicit form, which made it possible to obtain the dependence of 
translational and circumferential displacements of the inclusion and jumps of stresses 
and displacements on the inclusion on the concentrated forces and the relations between 
the elastic constants of half-spaces. The effect of the presence of concentrated forces 
either only in one or in both half-spaces on translational displacements and jumps of 
normal stresses for various combinations of materials of half-spaces and the shape of 
the inclusion is studied. 

Key words: fundamental solutions, inhomogeneous transversely isotropic space, circular 
inclusion, generalized functions. 
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