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ДВОМА БІОРТОГОНАЛЬНИМИ СИСТЕМАМИ ФУНКЦІЙ 
 

Побудовано систему розв’язків для коефіцієнтів розвинення за системою 
тригонометричних функцій розв’язку рівняння Гельмгольца у циліндричній 
системі координат у вигляді однорідних поліномів за двома біортогональ-
ними системами функцій. Доведено деякі властивості біортогональних сис-
тем функцій. 
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Вступ. Гармонічні рівняння і рівняння Гельмгольца належать до рів-

нянь гіперболічного типу і описують важливі фізичні процеси гідродинамі-
ки, електростатики, магнітостатики, теплопровідності, теорії пружності. 
Зокрема, гармонічні рівняння описують стаціонарні процеси, а рівняння 
Гельмгольца – стаціонарні та динамічні процеси.  

Розв’язки широкого класу задач для рівняння Гельмгольца будуються 
методами Фур’є, інтегральних перетворень і теорії потенціалів [3, 7]. У ро-
ботах [8, 10] досліджено властивості систем однорідних поліномів, які 
зображуються контурними інтегралами вигляду 
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де ( )γ ξ  – регулярна у нескінченно віддаленій точці функція; Γ  – замкне-

ний контур, що охоплює хоча б одну особливу точку функції ( )γ ξ ; ξ  – ком-

плексна змінна; x , y  – дійсні або комплексні змінні. Для поліномів ( , )nP x y  

побудовано систему асоційованих функцій, біортогональних до них на замк-
нених кривих комплексної площини, та встановлено умови, за яких аналі-
тичні функції можна розкласти в ряди за цими системами.  

Метод побудови розв’язків звичайних диференціальних рівнянь та 
рівнянь із частинними похідними у вигляді контурних інтегралів 
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викладено в роботах [1, 6, 14]. При цьому для функцій F  і γ  одержано 
відповідно функціональне та звичайне диференціальне рівняння. 

У роботі [11] методом контурних інтегралів побудовано систему роз-
в’язків бігармонічного рівняння та рівняння Гельмгольца у декартових 
координатах у вигляді однорідних поліномів за двома біортогональними 
системами функцій. Функції однієї з цих систем задаються у вигляді лі-
нійних комбінацій добутків степеневих та тригонометричних функцій, а 
іншої – у вигляді поліномів за від’ємними степенями змінної. Досліджено 
властивості біортогональних систем функцій та встановлено достатні умови 
розвинення функцій у ряди за цими системами. Розв’язки рівняння Гельм-
гольца у площині, півплощині та смузі одержано у вигляді рядів за систе-
мами однорідних поліномів. 

У цій статті побудовано систему розв’язків для коефіцієнтів розвинен-
ня за тригонометричною системою функцій розв’язку рівняння Гельмгольца 
у циліндричній системі координат у вигляді однорідних поліномів за двома 
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біортогональними системами функцій, що узагальнює відповідні результати 
з [13], отримані для нульового та першого коефіцієнтів розвинення за три-
гонометричною системою функцій розв’язку рівняння Гельмгольца у ци-
ліндричній системі координат. Крім того, доведено деякі властивості систе-
ми біортогональних функцій. 

1. Біортогональні системи розв’язків рівняння Гельмгольца в цилін-
дричній системі координат. Розглянемо диференціальне рівняння Гельм-
гольца у циліндричній системі координат 
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, (1) 

де z ∈ R , 0r > , [0,2 ]ϕ ∈ π , constχ = . Розв’язки цього рівняння будемо 
шукати у вигляді ряду за тригонометричною системою функцій 
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Підставивши цей ряд в (1), отримаємо рівняння для знаходження функцій 

( , )U U z rν ν= : 
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Заміною x z= χ , rρ = χ  зведемо це рівняння до вигляду  
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Розв’язки рівняння (3) будемо шукати у вигляді рядів за однорідними 
поліномами, зображеними в інтегральній формі: 
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де Γ  – замкнена крива, що охоплює хоча б одну особливу точку функції 

kγ . Підставляючи інтегральне зображення (4) у рівняння (3), отримаємо 

таке функціональне рівняння: 
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Інтегруючи частинами та згруповуючи відповідні доданки, знаходимо 
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 Звідси отримаємо звичайні диференціальні рівняння для визначення 
невідомих функцій ( )jγ ξ : 
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або 

 2 21 ( ) 3 ( ) 1 ( ) 0n n n
′′ ′+ ξ γ ξ + ξγ ξ + − ν γ ξ =( ) ( ) , 
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 2, 3,k n n= + + … . (6) 

Розв’язками рівнянь (5) є функції 
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а рекурентного рівняння (6) – функції 
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де 1,2,m = … . 

Підставляючи розв’язки 2 ( )n m+γ ξ  у співвідношення (4), знаходимо 
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 – символ Кронекера. Відомо [5, с. 81–82], що 
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Тому згідно з (7) матимемо 
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Тут x[ ]  – ціла частина x . 

Введемо систему 0( )n nb zµ ∞
={ }  функцій комплексної змінної z : 
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де 0,1,2,n = … . Зі співвідношень (9) отримаємо вирази для функцій ( )nb zµ  

окремо для парних і непарних значень індексів n : 
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 Тоді розв’язки ( , )nu xν ρ , визначені співвідношенням (8), для різних зна-
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Зауважимо, що з формул (12) та (13) при 0µ =  отримаємо систему 
розв’язків для нульового та першого коефіцієнтів розвинення за тригоно-
метричною системою функцій розв’язку рівняння Гельмгольца у цилінд-
ричній системі координат відповідно [13]. 

2. Властивості систем функцій ( )nb zµ . Сформулюємо та доведемо деякі 

властивості систем функцій ( )nb zµ , що узагальнюють функції ( )nb z  з [12]. 

Твердження 1. Функції ( )nb zµ  – цілі. 

Д о в е д е н н я.  На підставі ознаки Даламбера ряд у співвідно-
шенні (9) збігається рівномірно на будь-якому компакті комплексної площи-
ни і тому визначає цілу функцію.   

Твердження 2. Для функцій 2 ( )nb zµ , 2 1( )nb zµ
+  справджуються співвідно-

шення  
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де ( )J zλ  – функція Бесселя 1-го роду порядку λ  [2, с. 12]. 

Д о в е д е н н я.  Використовуючи зображення [2, с. 12] функцій 
Бесселя: 
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і співвідношення (10), (11), отримуємо формули (14), (15).  

Твердження 3. Для функцій ( )nb zµ  виконуються оцінки 
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Д о в е д е н н я.  Зі співвідношення (10) на підставі відомої оцінки 
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Аналогічно отримуємо 

 2 1
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З отриманих нерівностей випливає оцінка (16).  

Твердження 4. Для похідних від функцій 2 ( )nb zµ , 2 1( )nb zµ
+  справджу-

ються формули 
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Д о в е д е н н я.  Ці формули безпосередньо випливають зі співвід-
ношень (10), (11).  

Твердження 5. Функції 2 ( )nb zµ , 2 1( )nb zµ
+  задовольняють диференціальні 

рівняння 
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твердження 5.   
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При цьому ряди в (17) збігаються рівномірно в області z R≤ , .R < ∞  

Д о в е д е н н я.  Підставимо у праву частину першого зі співвід-

ношень (17) вираз (10) для 2 ( )nb zµ  і змінимо порядок підсумовування: 
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звідки випливає перше зі співвідношень (17). 
Подібною підстановкою покажемо правильність другого розвинення: 
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звідки отримуємо потрібне співвідношення.  
Аналогічно отримуємо решту розвинень із (17). 
Покажемо рівномірну збіжність ряду, наприклад, в останньому співвід-

ношенні (17). На підставі оцінки (16) маємо 
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 Висновки. У роботі методом контурних інтегралів одержано систему 
розв’язків для коефіцієнтів розвинення розв’язку рівняння Гельмгольца у 
циліндричній системі координат за тригонометричною системою функцій у 
вигляді однорідних поліномів за двома біортогональними системами функ-
цій. За цими результатами можна отримати розв’язки для часткових ви-
падків нульової і першої гармонік, що мають самостійний прикладний ха-
рактер. Запропонований метод не є звичним методом відокремлення змін-
них, адже одна із систем функцій є системою однорідних поліномів за дво-
ма змінними. Крім того, доведено деякі властивості біортогональних систем 
функцій, через які виражаються розв’язки рівняння Гельмгольца у цилінд-
ричній системі координат. 

Продовжуючи дослідження, важливо побудувати функції, асоційовані з 

системою функцій ( )nb zµ{ }  [8], що біортогональні до них на замкнених кри-

вих комплексної площини, та встановити умови, за яких аналітичні функції 
можна розвинути в ряди за цими системами. Це дозволить розв’язувати 
крайові задачі для рівняння Гельмгольца у циліндричній системі координат.  
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CONSTRUCTION OF THE SOLUTIONS OF THE HELMHOLTZ EQUATION 
IN CYLINDRICAL SYSTEM OF COORDINATES IN THE FORM OF HOMOGENEOUS 
POLYNOMIALS BY TWO BIORTHOGONAL SYSTEMS OF FUNCTIONS 
 
The system of solutions for coefficients of expansion in trigonometric system of 
functions for the solution of the Helmholtz equation in the cylindrical system of 
coordinate in the form of homogeneous polynomials by two biorthogonal systems of 
functions are constructed. Some properties of the biorthogonal systems of functions are 
proved. 

Key words: Helmholtz equation, homogeneous polynomials, biorthogonal systems of 
functions, contour integrals. 
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