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ПЕРВИННІ ТА ВІДГАЛУЖЕНІ РОЗВ’ЯЗКИ У ЗАДАЧІ ПРО 
АПРОКСИМАЦІЮ ФІНІТНОЇ ФУНКЦІЇ МОДУЛЕМ ПОДВІЙНОГО 
ДИСКРЕТНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ ФУР’Є 
 

Досліджується проблема неєдиності розв’язків одного класу нелінійних ін-
тегральних рівнянь типу Гаммерштейна, що виникають у задачах апрок-
симації фінітної функції від двох змінних модулем подвійного дискретного 
перетворення Фур’є. Встановлено існування і властивості дійсних (первин-
них) розв’язків чотирьох типів. Проведено числове дослідження галуження 
первинних розв’язків другого типу та визначено ефективність дійсних і 
відгалужених комплексних розв’язків. 

Ключові слова: апроксимація фінітної функції, нелінійні інтегральні рівняння 
типу Гаммерштейна, нелінійна двопараметрична спектральна задача, не-
єдиність і галуження розв’язків. 

 
Вступ. Середньоквадратична апроксимація фінітної невід’ємної функції 

від двох змінних модулем подвійного дискретного перетворення Фур’є, за-
лежного від фізичних параметрів, широко використовується при розв’язу-
ванні обернених задач радіофізики, акустики та ін. [9, 11–13, 20]. Подвійне 
дискретне перетворення Фур’є відіграє центральну роль в розробці ряду 
алгоритмів обробки сигналів [1, 5, 6, 8, 14]. Зокрема, зображення двовимір-
ної послідовності дискретним перетворенням Фур’є застосовують при дис-
кретній обробці двовимірних сигналів [1, 16–18] (фотографії, зображення 
тощо). Методи цифрової обробки широко застосовуються при керуванні 
процесами, автоматизації виявлення об’єктів, розпізнаванні образів і в бага-
тьох інших випадках. Цифрова передача зображень із космічних апаратів, 
цифрові канали передачі сигналів зображень вимагають забезпечення пере-
дачі все більших потоків інформації, що є предметом сучасних досліджень і 
розробок [[14, 17]. 
 У цій роботі досліджується варіаційна задача про середньоквадратичне 
наближення дійсної фінітної функції модулем подвійного дискретного пере-
творення Фур’є, залежного від двох дійсних фізичних параметрів. Суттє-
вою особливістю задачі нелінійної апроксимації є неєдиність і галуження 
розв’язків [2, 7, 11, 12]. З’ясовано існування і властивості дійсних розв’язків 
чотирьох типів, названих первинними. З ростом фізичних параметрів від 
дійсних розв’язків відгалужуються комплексні розв’язки, які є більш 
ефективними порівняно з дійсними. Для знаходження розв’язків чисельни-
ми методами задача зведена до знаходження розв’язків нелінійного дво-
вимірного інтегрального рівняння типу Гаммерштейна [9, 13, 19, 20]. Побу-
довано й обґрунтовано алгоритми для чисельного знаходження опти-
мальних розв’язків, наведено числові приклади. 

1. Формулювання задачі, основні рівняння та співвідношення. 
1.1. Середньоквадратична апроксимація фінітної функції від 

двох змінних. Не обмежуючи загальності, розглянемо частковий випадок 
подвійного дискретного ізометричного перетворення Фур’є1 [15] 
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як лінійний оператор, що діє з комплексного скінченновимірного простору 
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1 Вектор I  будемо називати вектором спектра або спектральним вектором. 
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2 2N M
IH ×= C , 1 1n M M= − ÷ , 2 2( ) ( )m M n M n= − ÷ , де 2 2 1N N= + , 2M =  

2 1M= + , у простір комплекснозначних неперервних функцій від двох 
дійсних змінних, визначених в області 

 1 2 1 1 2 2( , ) : ,s s s c s cΩ = ≤ π ≤ π{ }/ / , 

1c , 2c  – деякі дійсні числові параметри, що належать до області 

 1 2 1 2( , ) : 0 , 0c c c c a c b= < ≤ < ≤{ } . 

 Функція 1 2( , )f s s  є 12 cπ -періодичною за аргументом 1s  і 22 cπ -пері-

одичною за 2s . 
 У просторах, що розглядаються, введемо скалярні добутки й породжу-
вані ними норми: 
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ΩΩ Ω

= =∫∫( ) . (3) 

 Надалі поповнений простір неперервних функцій (2)
( )C Ω  з введеними у 

ньому скалярним добутком і нормою (3) позначатимемо через (2)
( )ΩC  і зазна-

чимо, що його поповнення співпадає з гільбертовим простором 2 ( )L Ω  [15]. 
 Безпосередньою перевіркою переконуємось, що справджується рівність 
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1 2 1 2
,

( , ) nm
n m

A f s s ds ds I
Ω

= = =∑∫∫I I , (4) 

звідки випливає, що A  – ізометричний оператор. 
 Використовуючи введені скалярні добутки (2), (3), на підставі співвід-

ношення ( , ) ( , )A f A f∗=I I  знаходимо необхідний надалі спряжений оператор 
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c c
A f f s s i c ns c ms ds ds∗

Ω

= − +
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 1 1n M M= − ÷ , 2 2( ) ( )m M n M n= − ÷ . (5) 

 Нехай задано фінітну функцію 
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де 1 2( , )F s s  – дійсна невід’ємна у замкненій обмеженій області G  функція. 
 Розглянемо задачу про найкраще середньоквадратичне наближення 

функції 1 2( , )F s s%  в області Ω  модулем подвійного дискретного перетворення 

Фур’є (1) за рахунок вибору коефіцієнтів вектора I . Сформулюємо її як 
задачу мінімізації функціонала  
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у просторі 2 2N M
IH ×= C . Враховуючи рівності (4), (6), функціонал ( )Fσ I  за-

пишемо в спрощеному вигляді: 
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I I I . (8) 

 З використанням необхідної умови мінімуму функціонала одержуємо 
нелінійну систему рівнянь відносно компонент вектора I  у просторі IH , 
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яку запишемо у векторній і розгорнутій формах, відповідно: 

 exp ( arg )A F i A∗=I I( ) . (9) 

де оператор A∗  є спряженим до оператора A . 
 Розгорнута форма системи рівнянь (9) має вигляд 
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 1 1n M M= − ÷ , 2 2( ) ( )m M n M n= − ÷ . (10) 

Система рівнянь (10) описує стаціонарні точки функціонала ( )Fσ I . 

 Подіявши на обидві сторони рівняння (10) оператором A , одержуємо 
еквівалентне до (10) нелінійне інтегральне рівняння типу Гаммерштейна 
відносно функції f : 
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де 
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 У випадку, коли 2 ( ) constM n = , то 1,N N=  2 22 1N M= + , а ядро (12) 
набуває вигляду  
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 Ядра (12), (13) у рівнянні (11) є дійсними й виродженими. 
 Між розв’язками рівнянь (9) і (11) існує взаємно однозначна відповід-
ність [9]: якщо ∗I  – розв’язок рівняння (9), то f A∗ ∗= I  – розв’язок (11) і, 

навпаки, якщо f∗  – розв’язок рівняння (11), то  

 exp ( arg( )A F i f∗
∗ ∗= ( )I   (14) 

є розв’язком рівняння (9). 
 З огляду на еквівалентність рівнянь (9) і (11), будемо досліджувати 
простіше рівняння (11). Рівняння (9) є складнішим у тому сенсі, що воно 
містить у правій частині оператор A  в показнику експоненти. 
 Комплексний простір ( )GC  будемо розглядати як пряму суму [15] двох 
дійсних просторів неперервних в області G  функцій ( ) ( ) ( )G C G C G= ⊕C , 
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елементи якого подаються у вигляді ( , ) ( )f u v G= ∈� C , де Re ( )u f C G= ∈ , 

Im ( )v f C G= ∈ . Введемо норми в цих просторах: 

 ( ) max ( )C G Q G
u u Q

∈
= ,  

 ( ) max ( )C G Q G
v v Q

∈
= ,  

 ( ) ( ) ( )max ,G C G C Gf u v= { }C . 

Рівняння (11) в декомлексифікованому просторі ( )GC  зводиться до 
еквівалентної йому системи нелінійних рівнянь: 

 1 2 2
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( ) ( , ) , , ( )

( ) ( )G

u Q
u Q B u v K Q Q F Q dQ

u Q v Q

′′ ′ ′= ≡
′ ′+

∫∫ c( ) , 
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v Q B u v K Q Q F Q dQ

u Q v Q

′′ ′ ′= ≡
′ ′+

∫∫ c( ) . (15) 

Для спрощення викладок розглянемо рівняння (9), (11) для часткового 
випадку, коли у формулі (1) 2 ( ) constM n = , тобто 1 12 1N M= + , 2 22 1N M= + , 

а 1 2(2 1) (2 1)N M M= + × + .  

 1.2. Існування та властивості дійсних (первинних) розв’язків. 
Легко переконатися, що одним із розв’язків рівняння (11) у класі дійсних 
функцій є інтеграл 

 0 ( , ) ( ) , ,
G

f Q F Q K Q Q dQ′ ′ ′= ∫∫c c( ) ,  (16) 

який надалі будемо називати первинним розв’язком першого типу. 
 Розглянемо оператор 

 , , ( )
G

Tf K Q Q f Q dQ′ ′ ′≡ ∫∫ c( )  

і відповідну йому квадратичну форму  

 ( , ) , , ( ) ( )
GG

Tf f K Q Q f Q dQ f Q dQ′ ′ ′= ∫∫ ∫∫ c( ) . 

Оскільки 
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( , ) ( ) exp ( ( , )) 0
4 S G

c c
Tf f f Q i P Q dQ dx dy= >

π ∫∫ ∫∫ c , 

то з цієї нерівності випливає, що ядро , ,K Q Q′ c( )  є додатним [3]. Отже, 

оператор T  також є додатним на конусі K  невід’ємних функцій простору 
( )C G  [4]. Згідно з цим оператор T  залишає інваріантним конус K , тобто 

T ⊂K K , а розв’язок 0 ( , )f Q c  невід’ємний. 

 Розглянемо частковий випадок, коли область G  має дві осі симетрії. 
Безпосередньою перевіркою переконуємось, що, крім первинного розв’язку 
першого типу, існують два первинні розв’язки другого типу 

 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , ) , , , ,
G

f s s F t t K s s t t t dt dtt= ∫∫c c (0)
1 1-( )sgn( ) , (17) 

 (0)
2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2( , , ) ( , ) , , , ,

G

f s s F t t K s s t t t dt dtt= ∫∫c c 2 -( )sgn( ) , (18) 

причому ,t t G∈(0) (0)
1 2 . 
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 Суттєвою відмінністю розв’язків 1 1 2( , , )f s s c , 2 1 2( , , )f s s c  від розв’язку 

0 ( , )f Q c  є наявність відповідних множин нульових значень у цих розв’язках 

в області їх визначення. Зокрема, якщо область G  має дві осі симетрії, то 
ці множини є прямими лініями. Це породжує особливість в одержаних 
нижче лінійних однорідних інтегральних рівняннях на знаходження ліній 
галуження. 
 Поряд з розв’язками першого і другого типу існує ще розв’язок  

 3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , ) ( , , , , ) ( ) ( )
G

f s s F t t K s s t t dt dtt t= ∫∫c c 1 2sgn sgn , (19) 

який назвемо первинним розв’язком третього типу. 
 Застосовуючи правило Лопіталя, нескладно показати, що розв’язок 

1 1 2( , , )f s s c  у точках 2(0, , )s c  і розв’язок 2 1 2( , , )f s s c  у точках 1( , 0, )s c  (при 
фіксованих інших відповідних параметрах) мають нулі першого порядку. 
Первинний розв’язок третього типу 3 1 2( , , )f s s c  у точці (0, 0, )c  має нуль 
другого порядку.  
 2. Чисельно-аналітичне дослідження галуження первинного розв’яз-
ку другого типу.  
 2.1. Рівняння на множину точок можливого галуження. Для зна-
ходження ліній галуження і комплексних розв’язків системи рівнянь (15), 
що відгалужуються від дійсного розв’язку 1 1 2( , , )f s s c , розглянемо задачу 

про знаходження такої множини значень параметрів (0) (0) (0)
1 2,c c=c ( )  і всіх 

відмінних від 1 1 2( , , )f s s c  розв’язків системи (15), які при (0) 0− →c c  задо-
вольняють умови 

 
1 2 1 2

(0)
1 2 1 1 2 1 2

( , ) ( , )
max ( , , ) , , 0,     max ( , , ) 0

s s G s s G
u s s f s s v s s

∈ ∈
− → →c c c( ) . (20) 

Ці умови означають, що необхідно знайти такі малі за модулем непе-
рервні на G  розв’язки системи (15) 

 (0)
1 2 1 2 1 2 1 1 2( , , , ) ( , , ) , ,w s s c c u s s f s s= −c c( ) , 

 1 2 1 2( , , ) ( , , )s s v s sω =c c , (21) 

які рівномірно збігаються на G  до нуля при (0)→c c . При цьому необхідно 
враховувати також напрямок прямування вектора c  до вектора 

(0) (0) (0)
1 2,c c=c ( ) . Покладемо 

 (0) (0)
1 1 2 2,         c c c c= + µ = + ν , (22) 

а шукані розв’язки, враховуючи наявність множини нульових значень у 

первинному розв’язку (0)
1 1 2, ,f s s c( ) , знаходимо у вигляді 

 (0) (0)
1 2 1 1 2 1 2 1 1 2( , , ) , , , ( , , , )u s s f s s c c s x s s= + µ νc ( ) , 

 1 2 1 1 2( , , ) ( , , , )v s s s y s s= µ νc . (23) 

 З рівностей (23) і умови (20) випливає, що2 

 
1 11 1 2 1 2 1 1 20 0( ) ( , ) 0,         ( , ) ( , ) 0s sw s s x s s s s s y s s= == = ω = = . (24) 

 Після підстановки (23) у систему рівнянь (15) підінтегральні функції 

1Φ , 2Φ  набувають вигляду 

                                           
2 Тут і надалі для скорочення запису у функціях 1 2( , , , )x s s µ ν , 1 2( , , , )y s s µ ν  опущено 

їх залежність від параметра µ  при збереженні тих самих позначень. 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , ( , ), ( , )s s s s c c f s s c c w s s s s′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′Φ + µ + ν + ω =l l l l( )[ ]  

 ( ) ( )
1 2( ) , , ,F Q K Q Q c c′ ′= + µ + ν ×l l( )  

 
( ) ( )

1 1 2 1

2 2 2
( ) ( ) 1 1

1 1 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )
1 1 2 1 1 2

, , ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )
, , 1

, , , ,

f Q c c s x Q

s x Q s x Q y Q
f Q c c

f Q c c f Q c c

′ ′ ′+
×

′ ′ ′ ′ ′+′ + +
′ ′

l l

l l
l l l l

( )

( )
( )

( ) ( )

, (25) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , ( , , , ) ( , ), ( , )s s s s c c f s s c c w s s s s′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′Φ + µ + ν + ω =l l l l[ ]  

 ( ) ( )
1 2, , ,F Q K Q Q c c′ ′= + µ + ν ×l l( ) ( )  

 1

2 2 2
( ) ( ) 1 1

1 1 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )
1 1 2 1 1 2

( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )
, , 1

, , , ,

s x Q

s x Q s x Q y Q
f Q c c

f Q c c f Q c c

′ ′
×

′ ′ ′ ′ ′+′ + +
′ ′

l l
l l l l

( )
( )

( ) ( )

. (26) 

 Достатньою умовою для розвинення функцій 1Φ , 2Φ  у рiвномiрно збіж-

ні на G  степеневі ряди за ( )x Q , ( )y Q , µ , ν  є виконання нерівності [9, 13] 

 
( )

2 2 2
1 1

( ) ( ) 2 ( ) ( )
1 2 1 1 2 1 1 2

2 ( ) ( ) ( )
max 1
, , , , ,

s x Q s x Q y Q

s s G f Q c c f Q c c

+
+ = δ <

∈ l l l l

( )
( ) ( )

. (27) 

Оскільки при 1 0s =  величина 1 1 1 2( , , ) const 0s f s s = ≠c/ , то на підставі умови 

(27) існують такі сумiснi радіуси збіжності xρ , yρ , µρ , νρ , що при ( )C Gx ≤  

x≤ ρ , ( ) yC Gy ≤ ρ  i νν ≤ ρ , µµ ≤ ρ  розвинення функцій 1Φ , 2Φ  у ряди в 

околі точок ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 1 2, , , , , 0,0c c f Q c cl l l l( ( ) )  записуються так: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 1 1 2, , , , ( , , ) ( ), ( )Q Q c c f Q c c w Q Q′ ′ ′ ′Φ + µ + ν + ω =l l l l[ ]  

 
0

, , ( ) ( )m n p q
mnpq

m n p q

A Q Q x Q y Q
∞

+ + + ≥

′ ′ ′= µ ν∑ cl( ) , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 1 1 2, , , , ( , , ) ( ), ( )Q Q c c f Q c c w Q Q′ ′ ′ ′Φ + µ + ν + ω =l l l l[ ]  

 
0

, , ( ) ( )m n p q
mnpq

m n p q

B Q Q x Q y Q
∞

+ + + ≥

′ ′ ′= µ ν∑ cl( ) . (28) 

 Підставимо вирази (28) в систему (15). Припускаючи, що функція 

1 2( , )F t t  має в області G  лише одну нульову лінію при 1 0t = , аналогічно, 
як у [2], одержуємо систему нелінійних інтегральних рівнянь типу Ляпу-
нова – Шмідта: 

 (0) (0)
10 01( ) , ,w Q a Q a Q= µ + ν +c c( ) ( )  

 (0)

2

, , ( ) ( )p q m n
mnpq

m n p q G

A Q Q w Q Q dQ
+ + + ≥

′ ′ ′ ′+ µ ν ω∑ ∫∫ c( ) , (29) 

 (0)
(0)

1

( )
( ) ( ) , ,

,G

Q
Q F Q K Q Q dQ

f Q

′ω′ ′ ′ω − =
′∫∫ c
c

% ( )
( )

 

 (0)

2

, , ( ) ( )p q m n
mnpq

m n p q G

B Q Q w Q Q dQ
+ + + ≥

′ ′ ′ ′= µ ν ω∑ ∫∫ c( ) , (30) 

де  
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 1 2 1 2 1( , ) ( , )sgn ( )F t t F t t t=% , 

 (0) (0)
10 0010, , ,

G

a Q A Q Q dQ′ ′= ∫∫c c( ) ( ) , 

 (0) (0)
01 0001, , ,

G

a Q A Q Q dQ′ ′= ∫∫c c( ) ( ) . 

 На підставі нелінійного рівняння (30), згідно з [2, 13], одержуємо ліній-

не однорідне інтегральне рівняння на множини значень параметрів (0) =c  
(0) (0)
1 2, cc c= ∈( ) Λ  можливого галуження розв’язків системи рівнянь (15): 

 1 2 1 2( , ) ( , )s s T c cϕ = ϕ ≡  

 1 2 1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 1 2

( , )sgn ( )
( , , , , , ) ( , )

( , , , )
G

F t t t
K s s t t c c t t dt dt

f t t c c
≡ ϕ∫∫ , (31) 

де 

 

1 2
1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2
1 2

1 1 2 2

sin ( ) sin ( )
2 2

( , , , , , )
sin ( ) sin ( )

2 2

c c
N s t N s t

K s s t t c c
c c

s t s t

   − −   
   = ⋅

   − −   
   

. 

Зауважимо, що рівняння (31) є нелінійною двопараметричною спект-
ральною задачею [10, 13] 

 1 2 1 2( , ) ( , ) 0M c c I T c c≡ − =x xA ( )  (32) 

на знаходження множини значень параметрів (0) (0) (0)
1 2, cc c= ∈c ( ) Λ , при 

яких можливе відгалуження від дійсного розв’язку 1 1 2 1 2( , , , )f t t c c  комплекс-
них розв’язків. Задача полягає у тому, щоб знайти власні значення і відпо-

відні їм власні вектори (0)x E∈  ( (0) 0x ≠ ) такі, що (0) (0) (0)
1 2, 0c c x =A( ) . 

 Зауважимо, що застосування аналітичної теорії галуження [2] до сис-
теми рівнянь (15) дозволяє, зокрема, знаходити відгалужені розв’язки у 
першому наближенні, що дає можливість визначити їх якісні властивості й 
використовувати їх при чисельному знаходженні розв’язків. Суттєву роль 
при цьому відіграє рівняння (31), яке дає можливість визначити власні зна-
чення і власні функції, які використовуються при побудові відгалужених 
розв’язків.  

2.2. Власні функції рівняння (31) у перших точках галуження. 
Покладемо, що параметри 1c , 2c  належать до області  

 1 2 1 1 2 2( , ) : 0 , 0c cc c c a c a= ∈ < ≤ < ≤{ }Λ Λ . (33) 

 Легко переконатись, що однією із власних функцій рівняння (31) при 
будь-яких значеннях параметрів 1 2( , ) cc c ∈ Λ  є функція (17), яка набуває 
вигляду 

 
1 1

1 2
1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 12

1 1

( , , , ) ( , , , ) ( , ) sgn ( )
4

c c
s s c c f s s c c F t t t

− −

ϕ = ≡ ×
π ∫ ∫  

 

1 2
1 1 1 2 2 2

1 2
1 2

1 1 2 2

sin ( ) sin ( )
2 2

sin ( ) sin ( )
2 2

c c
N s t N s t

dt dt
c c

s t s t

   − −   
   × ⋅

   − −   
   

. (34) 

Для знаходження власних функцій рівняння (31), відмінних від (34), 
виконаємо наступні перетворення. Спочатку виконаємо в (31) заміну 

1 2 1 2 1 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , , , )t t t t f t t c cχ = ϕ / . Тоді 1 2 1 2 1 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , , , )t t t t f t t c cϕ = χ , і на під-
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ставі (31) з урахуванням (34) одержуємо рівняння відносно функції 1 2( , )t tχ : 

 
1 1

1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1

( , ) sgn ( ) , , , , , ( , )F t t t K s s t t c c s s dt dt
− −

χ =∫ ∫ ( )  

 
1 1

1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1

( , )sgn ( ) , , , , , ( , )F t t t K s s t t c c t t dt dt
− −

= χ∫ ∫ ( ) . (35) 

Якщо 1 2( , )t tχ  є розв’язком цього рівняння, отримуємо тотожність 

 

1 2
1 1 1 1 1 2 2 2

1 2 1
1 21 1

1 1 2 2

sin ( ) sin ( )
2 2

( , ) sgn ( )
sin ( ) sin ( )

2 2

c c
N s t N s t

F t t t
c c

s t s t− −

   − −   
   ⋅ ×

   − −   
   

∫ ∫  

 [ ]1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) 0s s t t dt dt× χ − χ ≡ . (36) 

Проінтегрувавши (36) за змінними 1s , 2s , одержуємо рівність 

 

1 2
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2

1 2 1
1 21 1 1 1

1 1 2 2

sin ( ) sin ( )
2 2

( , )sgn ( )
sin ( ) sin ( )

2 2

c c
N s t N s t

F t t t
c c

s t s t− − − −

   − −   
   ⋅ ×

   − −   
   

∫ ∫ ∫ ∫  

 [ ]1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) 0s s t t dt dt ds ds× χ − χ = . (37) 

Зазначимо, що (37) є необхідною, а тотожність (36) – достатньою умовами 
для того, щоб функція  

 1 2 1 2 1 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , , , )t t t t f t t c cϕ = χ  (38) 

була власною функцією рівняння (31). 
 Покажемо, що у випадку парної за обома аргументами функції 1 2( , )F t t  

рівняння (31) має спектральні лінії, що належать до області cΛ , яким (крім 
власної функції (34)) відповідає власна функція  

 1 1
2 1 2 1 1 2 1 2( , ) tg ( , , , )

2
c s

s s f s s c c ϕ = ⋅ 
 

, (39) 

тобто 1 1
1 2( , ) tg

2
c s

s s  χ =  
 

. Підставляючи цей вираз у рівність (37), одержуємо 

 

1 1 1 1
1 1 1 1

1 2
1 1 1 11 1 1 1

sin cos
2 2

( , )
cos cos

2 2

Nc s Nc t

F t t
Nc s c t

− − − −

      
    ×
      
   

∫ ∫ ∫ ∫  

 

1
1 1 1

1 2 1 2 1
1

1 1

sin ( )
2

sgn ( )
sin ( )

2

c
N s t

t dt dt ds ds
c

s t

 − 
 × −

 − 
 

 

 

1 1 1 1
1 1 1 1

1 2
1 1 1 11 1 1 1

cos sin
2 2

( , )
cos cos

2 2

c s c t
N N

F t t
c s c t

− − − −

      
   − ×

      
   

∫ ∫ ∫ ∫  

 

1
1 1 1

1 2 1 2 1
1

1 1

sin ( )
2

sgn ( ) 0
sin ( )

2

c
N s t

t dt dt ds ds
c

s t

 − 
 × =

 − 
 

. 



40 

Оскільки 1 1sin /2Nc s( )  і 1 1cos /2Nc s( )  – непарна й парна функції, відпо-
відно, то для перетворення останнього виразу у тотожність необхідно, щоб 
при 2 1s ≤  для параметрів 1c , 2c  справджувалась така рівність:  

 

1 1 2
1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 2 1
1 1 21 1 1

2 2

sin sin ( )
2 2

sgn ( ) ( , ) 0
cos sin ( )

2 2

Nc t c
N s t

t F t t dt ds dt
c t c

s t− − −

   −   
    =
   −   
   

∫ ∫ ∫ . (40) 

 Розглянемо рівність (40). Легко переконатись, що функція  

 

2
1 2 2 2

0,2 1 2 1 2 2
21

2 2

sin ( )
2

( , ) ( , )
sin ( )

2

c
N s t

f t s F t t dt
c

s t−

 − 
 =

 − 
 

∫  (41) 

є парною за обома аргументами. Отже, як рівняння на знаходження мно-
жини власних значень 1 2( , )c c , що не співпадає зі всією областю cΛ , буде-

мо розглядати рівність (40), яка повинна справджуватись при 2 1s ≤ . 

 Таким чином, для знаходження множини власних значень (0) (0)
1 2,c c ∈( )  

c∈ Λ , що відповідають власним функціям вигляду (39), рівняння (31) роз-
глядаємо як рівняння, задане функцією 

 

1 1
1 1 1

1 2 1 1 2
1 11 1 1

sin
2

( , ) sgn ( ) ( , )
cos

2

Nc t

c c t F t t
Nc t

− − −

  
 Φ ≡ ×
  
 

∫ ∫ ∫  

 

2
2 2 2

2 2 1
2

2 2

sin ( )
2

0
sin ( )

2

c
N s t

dt ds dt
c

s t

 − 
 × =

 − 
 

, (42) 

на знаходження неявно заданих функцій 2 2 1( )c c c=  або 1 1 2( )c c c=  (спект-
ральних ліній), точки яких є двократними власними значеннями рівняння 
(31), яким відповідають власні функції (34), (39). У першому випадку маємо 
таку задачі Коші [9, 10, 13]: 

 (0) (0)2 1 1 1 1
2 1 2

1 2 1 1 2

( , )
,        

( , )

dc c c c
c c c

dc c c c

∂Φ ∂
= − =

∂Φ ∂
( )

/
/

. (43) 

 Для знаходження початкових умов розв’язуємо допоміжну нелінійну 
однопараметричну задачу на промені 2 1( ) cc c= β ∈ Λ , тобто знаходимо коре-
ні рівняння  

 

1 1
1 1 1

1 2 1 1 2
1 11 1 1

sin
2

( , ) sgn ( ) ( , )
cos

2

Nc t

c c t F t t
Nc t

− − −

  
 Φ ≡ ×
  
 

∫ ∫ ∫%  

 

1
2 2 2

1 2 2
1

2 2

sin ( )
2

0
sin ( )

2

c
N s t

dt dt ds
c

s t

β − 
 × =

β − 
 

, (44) 

використовуючи відомі чисельні методи.  
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 Розв’язки задачі Коші (43) для функції 1 2 1 2( , ) sin ( ) cos /2F t t t t = π π 
 

, 

які належать до області cΛ , наведено на рис. 1 у вигляді прямих ліній. 

 

Рис. 1 

 Отже, власне значення (1) (1) (1) (1)
1 2 1 1, ,c c c c= β( ) ( )  є двократним, йому відпо-

відають дві власні функції (34), (39). Це означає, що маємо двовимірний ви-
падок галуження розв’язків системи нелінійних рівнянь (21). Застосовуючи 
методи теорії галуження, аналогічно, як у випадку апроксимації фінітної 
функції неперервним перетворенням Фур’є [11, 12], знаходимо, що в точці 

(1) (1) (1)
1 1 1,c c= βc ( ) від первинного розв’язку (1)

1 1,f Q c( )  відгалужуються два 
комплексно-спряжені розв’язки системи (15), які у першому наближенні 
мають вигляд 

 (1) (1) (1)
1,2 1 2 1 1 1 1 2 1 1( , , , ) , , ,f s s c c f s s c cβ = β +( )  

 (0) (0) (1) (1) (1) 2
1 2 1 1 020 1 2 1 1 1, , , , , ,a s s c c s s c c h+ β + α β µ ±( ) ( )[ ]  

 
(1) (1)

1/2 3/22 1 2 1 1
1(1) (1)

2 1 2 1 1

, , ,

, , ,

s s c c
i h O

s s c c

ϕ β
± µ + µ

ϕ β

( )
( )

( )
, (45) 

де (0) (0) (1) (1) (1) 2
1 2 1 1 020 1 2 1 1 1, , , , , ,a s s c c s s c c hβ + α β( ) ( )[ ]  – функції, що описують допов-

нення до дійсної частини відгалуженого розв’язку, які зберігають той самий 

тип парності за аргументами 1s , 2s , що і функція (1) (1)
1 1 2 1 1, , ,f s s c cβ( ) . Уявна 

частина відгалужених розв’язків, згідно з (39), є непарною функцією за ар-
гументом 1s  і парною за аргументом 2s .  

2.3. Чисельне знаходження первинних і відгалужених розв’язків.  
2.3.1. Для знаходження розв’язків системи рівнянь (21) застосуємо іте-

раційний процес  

 1 1 ar 2 2

( )
( ) ( , ) ( ) ( , , )

( ) ( )

n
n n n

n n

u Q
u Q B u v F Q K Q Q dQ

u Q v Q
+

Ω

′
′ ′ ′= ≡

′ ′+
∫∫ c , 

 1 2 ar 2 2

( )
( ) ( , ) ( ) ( , , )

( ) ( )

n
n n n

n n

v Q
v Q B u v F Q K Q Q dQ

u Q v Q
+

Ω

′
′ ′ ′= ≡

′ ′+
∫∫ c , 

 0,1, 2,n = … , (46) 

в основу якого покладено метод послідовних наближень [9, 20]. Позначимо 
через n{ }I  послідовність векторів спектра, яку отримуємо за формулою 

(14), підставляючи у цю формулу функцію arg ( ) arctg ( ) ( )n n nf Q v Q u Q= ( )/ , 

отриману на основі послідовних наближень (46).  
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Для послідовності n{ }I  справджується 

 Теорема 1 [9]. Послідовність n{ }I , яка генерується ітераційним про-

цесом (46), є релаксаційною для функціонала ( )Fσ I , а значення яких він 

набуває на n{ }I , утворюють збіжну числову послідовність ( )F nσ{ }I . 

 При проведенні ітераційного процесу (46) у випадку парної за обома 
аргументами фінітної функції 1 2( , )F s s  і симетричної області G  доцільно 

використати властивість інваріантності інтегральних операторів 1( , )B u v , 

2 ( , )B u v  в системі (15) залежно від типу парності функцій 1 2( , )u s s , 1 2( , )v s s . 
Функції u , v , які мають певний тип парності за відповідними аргумента-
ми, належать до відповідних інваріантних множин ijU , kV l  простору ( )GC , 

де індекси i , j , k , l  набувають значення 0 або 1. Зокрема, якщо 1 2( , )u s s ∈  

01U∈ , тоді 1 2 1 2( , ) ( , )u s s u s s− = , а 1 2 1 2( , ) ( , )u s s u s s− = − . Безпосередньою пе-

ревіркою переконуємося, що виконуються такі включення: 

 1 2,       ij k ij ij k kB U V U B U V V⊂ ⊂∪ ∪( ) ( )l l l , 

 ij k ij kU V U V⊂∪ ∪( )B l l . 

 Із цих співвідношень випливає можливість існування нерухомих точок 
оператора 1 2,B B= { }B , що належать до відповідної інваріантної множини, 
тобто розв’язків системи (15) і відповідно – рівняння (11). Наведені власти-
вості відгалужених розв’язків у першому наближенні та властивості інва-
ріантності інтегральних операторів використовуємо, зокрема, при виборі 
початкового наближення, залежно від якого ітераційний процес буде збіга-
тися до розв’язку відповідного типу. 

 

Рис. 2 

 2.3.2. Розглянемо числові приклади розв’язування задач апроксимації 

фінітної функції 1
1 2 2( , ) cos sin ( )

2
s

F s s s
π = π 

 
 (рис 2), яка є парною функці-

єю за обома аргументами, при 1 2(2 1) (2 1) 11 11N M M= + × + = × .  

 На рис. 3 подано значення функціонала Fσ , яких він набуває на різних 

типах розв’язків, залежно від зміни параметрів 1 2( , )c c=c  на промені 

2 10.8c c= . Крива 1 відповідає первинному розв’язку 0 1 2( , )f s s , крива 2 – 
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розв’язку з властивістю 1 2 1 2arg ( , ) arg ( , )f s s f s s− = − , крива 3 – розв’язку з 

властивістю 1 2 1 2arg ( , ) arg ( , )f s s f s s− = − , крива 4 – розв’язку з властивіс-

тю: 1 2 1 2arg ( , ) arg ( , )f s s f s s− = − , 1 2 1 2arg ( , ) arg ( , )f s s f s s− = − . 

 

Рис. 3. Значення функціонала ( )Fσ I  на розв’язках різних типів. 

 На рисунку бачимо, що найменшого значення функціонал набуває на 
розв’язку з непарною за аргументом 2s  фазовою характеристикою, цей 
розв’язок є найбільш ефективним. Вертикальними лініями на цьому ри-

сунку показано значення параметра ( )
1
ic , 1,2,3i = , при яких відбувається 

розгалуження розв’язків. Ці точки відповідають точкам перетину променя 

2 10.8c c=  зі спектральними лініями, наведеними на рис. 1. 

 На рис. 4 при 1 1.6c = , 2 1.2c =  наведено амплітуду (рис. 4а) і фазову 
характеристику (рис. 4б) апроксимуючої функції, що відповідає першому 
первинному розв’язку другого типу. Фазова характеристика arg f  є непар-

ною функцією за аргументом 2s .  

  

 а) б) 
Рис. 4. Перший первинний розв’язок другого типу: а) – амплітуда апроксиму-

ючої функції; б) – її фазова характеристика.  

 На рис. 5 при тих самих значеннях параметрів 1 1.6c = , 2 1.2c =  наве-
дено амплітудну характеристику другого первинного розв’язку другого 
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типу. Бачимо, що розв’язок 2 1 2( , , )f s s c  має множину нульових значень за 

аргументом при 2 0s =  в області його визначення. З огляду на цю власти-
вість в результаті апроксимації одержано амплітуду апроксимуючої функ-
ції у вигляді чотирьох пелюсток.  

 

Рис. 5. Амплітуда другого первинного розв’язку другого типу. 

 На рис. 6 наведено результат апроксимації функції 1 2( , )F s s =  

1
2cos sin ( )

2
s

s
π = π 

 
 з властивістю 1 2 1 2arg ( , ) arg ( , )f s s f s s− = − . На рис. 7 

наведено амплітудний спектр, що відповідає цьому розв’язку. Бачимо, що 
амплітудний спектр є несиметричним відносно площини Oyz , хоча амплі-
туда апроксимуючої функції, яка створюється цим спектром, є симетрич-
ною відносно Oyz . 

  

 а) б) 

Рис. 6. а) – амплітуда апроксимуючої фінітної функції; 
б) – непарна фазова характеристика. 
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 Рис. 7. Амплітудний спектр. Рис. 8 

 Для порівняння амплітуд апроксимуючих функцій, що відповідають 
різним типам розв’язків рівняння (11), на рис. 8 наведено відповідні їм 
криві в перерізі 1 0s ≡ . Крива 1 відповідає заданій фінітній функції, 2 – 
розв’язку, що відгалузився, 3 – первинному розв’язку. Очевидно, що 
відгалужений розв’язок краще наближає задану фінітну функцію. 
 Висновки. Наявність неєдиності розв’язків у задачах апроксимації 
дійсних фінітних функцій модулем дискретного подвійного перетворенням 
Фур’є дає можливість вибрати найбільш ефективний розв’язок, який має 
простішу фізичну реалізацію. Із аналізу числових результатів випливає, що 
первинні розв’язки другого типу та відгалужені від них розв’язки є 
ефективними для апроксимації таких фінітних функцій, які в області їх 
визначення на деяких прямих мають множини нульових значень.  
 Наведені у цій роботі результати досліджень можна застосовувати до 
задач синтезу плоских антенних решіток [9]. 
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PRIMARY AND BRANCHED SOLUTIONS IN THE PROBLEM OF APPROXIMATION OF THE FINITE 
FUNCTION BY MODULUS OF DOUBLE DISCRETE FOURIER TRANSFORM 
 
The problem of nonuniqueness of solutions of one class of non-linear integral equations 
of the Hammerstein type, arising in problems of approximation of a finite function of 
two variables by the modulus of a double discrete Fourier transform, is investigated. 
The existence and properties of real (primary) solutions of four types are established. A 
numerical study of the branching of the primary solutions of the second type is carried 
out and the efficiency of real and branched complex solutions is determined. 

Keywords: approximation of a finite function, nonlinear integral equations of Ham-
merstein type, nonlinear two-parameter spectral problem, nonuniqueness and bran-
ching of solutions. 
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