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ПЕРІОДИЧНА КОНТАКТНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПРУЖНОЇ ОСНОВИ  
З ДВОМА КОЕФІЦІЄНТАМИ ПОСТЕЛІ 
 

Досліджується періодична контактна задача для пружної основи з двома 
коефіцієнтами постелі. Задачу зведено до розв’язування інтегрального рів-
няння Фредгольма першого роду, для якого знайдено аналітичний розв’язок у 
випадку дії періодичної системи штампів параболічної форми. Проведено 
числовий аналіз результатів. 
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ний тиск, зміщення штампа, вплив мікровиступів. 

 
Вступ. Проблема взаємовпливу мікровиступів, величина фактичної та 

номінальної областей контакту під час фрикційної взаємодії шорстких по-
верхонь є головною при розрахунках надійності роботи фрикційних вузлів 
машин і механізмів. Контактна задача про взаємодію системи періодичних 
штампів із пружною основою, яка описується математичною моделлю з 
двома коефіцієнтами постелі [1], дала змогу отримати інженерні формули 
для різних форм штампів – виступів. 

1. Постановка задачі. Спочатку розглянемо допоміжну задачу про дію 
зосередженої сили P  на пружну основу з двома коефіцієнтами постелі 
(див. рис. 1, рис. 2). Як відомо [1, 7], рівняння рівноваги пружного шару з 
двома коефіцієнтами постелі має вигляд: 
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одиниця ширини пружного шару, 0E , 0ν  – модуль Юнга та коефіцієнт Пу-

ассона матеріалу шару [1]. На підставі розв’язку (2) переміщення поверхні 
шару ( )V x  при 0y =  для довільного навантаження ( )q ξ , де ξ  – відстань 
від початку координат, визначаємо за формулою: 
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З розв’язку (3) випливає, що (0) 0xyσ ≠  поза областю прикладеного 

навантаження, ,x a b∉ [ ] . Це пов’язано з тим, що рівняння рівноваги пруж-
ної основи виконуються в інтегральній формі [3]. 

Далі розглянемо задачу про дію на пружну основу періодичної (з пері-
одом l ) системи зосереджених сил P  (рис. 3).  

 

Рис. 3 
За алгоритмом, запропонованим у працях [2, 4, 6, 11] до розв’язку пері-

одичних задач, у тому числі для тріщин і включень, враховуючи періодич-
ність, виконаємо підсумовування для переміщення поверхні шару  

 2( )
4

x n x xPdV x e e e
t

−α − −α − −α −= + + + + +α 
… …l l l  

 2x x x x ne e e e dt−α −α + −α + −α + + + + + + + =


… …l l l  

 ( )
4 41 1

x
xP e e Pe dt x dt

t te e

−α−α
α

−α −α
 = + = α α − −

K
l

ll l , (4) 

Якщо 0x > , тоді маємо 

 x xe e−α −α= , 

 ( ) ,       x x nx x x ne e e e e e e−α + −α +−α + −α −α −α −α= = =l ll l l( ) , 

 ( ) ( ),        x x nx x n x n xe e e e e e e e−α − −α −−α − −α α −α − −α α= = = =l ll l l l( ) , 

і відповідно  

 2( ) x nx e e e eα −α −α −α = + + + + +  
K … …l l l

l ( ) ( )  

 21x ne e e e−α −α −α −α + + + + + +
 

… …l l l( ) ( ) . 
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Для 0x <  маємо аналогічно:  
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Остаточно отримуємо 
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Нескладно зрозуміти, що з формули (4) випливає, що 
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→∞
=K ll

. 

Це означає, що розв’язок задачі про дію на пружну основу періодичної 
системи зосереджених сил збігається із розв’язком (2) задачі для однієї 
зосередженої сили.  

На рис. 3 показано прогини в точках: (0)
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ll . Штриховій кривій відповідає прогин поверхні шару 

під дією однієї зосередженої сили, суцільній кривій – прогин поверхні шару 
під дією системи періодичних зосереджених сил з періодом l .  

За аналогією з формулою (3), для невідомого контактного тиску ( )p x  

та області контактного тиску ,a a−[ ]  маємо прогин поверхні пружного шару: 
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Інтегральне рівняння для визначення контактного тиску у випадку пе-
ріодичної системи зосереджених сил виглядає так (прирівнюємо прогини в 
області контакту) [6]: 
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де δ  – зміщення штампа як жорсткого тіла, ( )f x  – форма штампа. 

2. Періодична контактна задача для параболічної форми штампів. 
Нехай у пружний шар втискується жорсткий штамп параболічної форми 
профілю основи з областю контакту a x a− ≤ ≤  (рис. 4): 
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Інтегральне рівняння Фредгольма першого роду для визначення кон-
тактного тиску запишемо так: 
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Розіб’ємо інтеграл у рівнянні (5) на два: 
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Контактний тиск будемо шукати у вигляді 
2
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ми A  і B . Підставивши цей вираз у (5′), після обчислення інтегралів отри-
маємо 
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Прирівнявши вирази у лівій і правій частинах співвідношення (6) при 
0x , 2x  і ch xα , отримаємо три рівняння для визначення δ , A  і B : 
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Тоді для контактного тиску отримуємо таку формулу: 
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Зв’язок між силою P  та шириною області контакту x a≤  знаходимо 
з умови рівноваги 
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Підставивши у (8) формулу (7) для контактного тиску, отримаємо 
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3. Числові розрахунки. Числовий аналіз проведено для таких безроз-

мірних величин: xx
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вибрали такі значення параметрів задачі: 0.3ν = , 0.6Н = . 
На рис. 5 наведено розподіли контактних тисків ( )p x  для одного штам-

па параболічної форми при контактній взаємодії з пружною основою з дво-
ма коефіцієнтами постелі та для періодичної системи штампів параболічної 
форми для такої самої пружної основи при фіксованій півширині області 
контакту 0.1a = , а на рис. 6 – відповідні розподіли осадки δ  при 0.5a = . 
Крива 1 відповідає дії одного штампа, криві 2, 3, 4 – дії періодичної систе-
ми штампів для пружної основи з двома коефіцієнтами постелі для значень 
періодів 1.4, 1.2, 1.1=l . 

  

 Рис. 5 Рис. 6 
На рис. 7 наведено залежності прикладеної до штампа сили P  від 

півширини області контакту a  для контактної взаємодії штампа з пружною 
основою з двома коефіцієнтами постелі, для періодичної контактної задачі 
для пружної основи з двома коефіцієнтами постелі та взаємодії штампа з 
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пружним півпростором. Тут крива 1 відповідає штампу параболічної форми 
для основи, що є пружним півпростором, крива 2 – штампу тієї ж форми 
для пружної основи з двома коефіцієнтами постелі, а криві 3, 4, 5 – періо-
дичній системі параболічних штампів в контактній задачі для пружної ос-
нови з двома коефіцієнтами постелі при значеннях періодів 1.4, 1.2, 1.1=l , 
відповідно. 

  

 Рис. 7 Рис. 8 
На рис. 8 наведено графіки залежності прогину ( )V x  поверхні пружно-

го шару при контактній взаємодії параболічного штампа з пружною осно-
вою з двома коефіцієнтами постелі та періодичної системи параболічних 
штампів для пружної основи з двома коефіцієнтами постелі при фіксованій 
півширині області контакту 0.1a = . Тут криві 1, 2, 3 відповідають періодич-
ній системі параболічних штампів для пружної основи з двома коефіцієнта-
ми постелі при значеннях періодів 1.2, 1.4, 1.6=l , крива 4 відповідає одно-
му штампу параболічної форми для пружної основи з двома коефіцієнтами 
постелі [7]. 

Висновки. Врахування шорсткості (мікроструктури) контактуючих 
поверхонь було і залишається важливим завданням при визначенні кон-
тактної жорсткості, фактичної і номінальної областей контакту тіл, взаємо-
дії мікровиступів тощо. Ці проблеми, як правило, вирішують шляхом роз-
в’язування контактних задач із періодичною структурою поверхонь. Біль-
шість таких досліджень проведено для пружної півплощини (плоска зада-
ча) або півпростору [5, 8, 10]. Але застосування цих моделей веде до знач-
них математичних труднощів при отриманні аналітичних розв’язків. У 
статті побудовано ядро інтегрального рівняння для періодичної задачі про 
взаємодію системи параболічних штампів із пружною основою. Особливості 
ядра інтегрального рівняння Фредгольма першого роду, отриманого в робо-
ті, відображають специфіку пружної основи з двома коефіцієнтами постелі 
і дають змогу отримати аналітичний розв’язок для штампів довільної фор-
ми. Виконано числовий аналіз результатів за параметрами задачі та прове-
дено їх верифікацію через порівняння з відповідними результатами, отри-
маними для пружної півплощини [3, 7, 9, 11].  
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PERIODIC CONTACT PROBLEM FOR AN ELASTIC FOUNDATION 
WITH TWO BEDDING COEFFICIENTS 
 
Periodic contact problem for an elastic foundation with two bedding coefficients is 
investigated. The problem is reduced to solving the Fredholm integral equation of the 
first kind, for which an analytical solution is obtained in the case of action of the 
periodic system of the punches of parabolic shapes. Numerical analysis of the results is 
performed. 

Key words: contact problems, Fredholm integral equation, contact pressure, punch 
displacement, effect of microprotrusions. 
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