
ISSN 0130–9420. Мат. методи та фіз.-мех. поля. 2021. – 64, № 3. – С. 41-54. 41 

УДК 536.12: 620.198 
 
В. А. Шевчук* 
 
МЕТОДОЛОГІЯ ДОСЛІДЖЕННЯ ТЕРМОНАПРУЖЕНОГО СТАНУ ТІЛ  
ІЗ ТОНКИМИ БАГАТОШАРОВИМИ ПОКРИТТЯМИ 
 

Представлено методологію ефективного розрахунку та дослідження термо-
напруженого стану тіл із тонкими багатошаровими покриттями, яка 
ґрунтується на моделюванні таких покрить оболонками з відповідними 
геометричними, теплофізичними та термомеханічними властивостями по-
криття. При такому підході вплив покрить на термопружний стан усієї 
системи тіло – покриття описується спеціальними узагальненими гранич-
ними умовами. Ефективність підходу показано на тестових задачах. Наведе-
но приклади розв’язаних нових некласичних лінійних і нелінійних крайових 
задач термопружності для тіл із багатошаровими тонкими покриттями 
при тепловому навантаженні. 
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шарові покриття, керамічні покриття, узагальнені граничні умови, проме-
нево-конвективний теплообмін.. 

 
Вступ. Для захисту елементів конструкцій від агресивного впливу се-

редовища (такого як корозійний, абразивний, тепловий, механічний та ін.) 
використовують спеціальні покриття. Такі покриття можуть мати неодно-
рідні властивості (що зумовлено умовами їх виготовлення або функціо-
нальними вимогами) – зокрема, багатошарові покриття.  

Визначення термомеханічного стану тіл із нанесеними покриттями 
пов’язано з формулюванням і розв’язуванням відповідних задач для неод-
норідних тіл. Точні розв’язки таких задач є громіздкими та неефективними 
для практичних цілей і звичайно використовуються як еталонні при роз-
робці наближених методів. Тому важливо створювати наближені підходи, 
достатньо точні для практичних потреб. 

Суттєве спрощення розв’язування задач про визначення теплового по-
ля і напруженого стану конструкцій з тонкими покриттями досягається, 
якщо врахувати їхню специфічну особливість – малість товщини по-
криття порівняно з товщиною підкладки – і моделювати захисні покрит-
тя тонкостінними оболонками з відповідними геометричними і механічними 
властивостями покриття. Такий підхід дає змогу зводити розв’язування 
крайової задачі математичної фізики для неоднорідного тіла до відповідної 
задачі для однорідного тіла, але з узагальненою границею, уздовж якої 
параметри вже однорідного тіла повинні задовольняти деякі ускладнені 
граничні умови, які відображають вплив тонких покрить на термомеханічні 
процеси в тілі. 

Ці узагальнені граничні умови (УГУ) на термомеханічні параметри 
дозволяють (на основі рівнянь дифузійного типу і рівнянь рівноваги) фор-
мулювати і розв’язувати некласичні крайові задачі термопружності для 
визначення термомеханічного стану тіл із тонкими покриттями в умовах 
нестаціонарних теплових і механічних навантажень. Вони можуть викорис-
товуватися як для аналітичного розв’язування, так і для числового.  

На відміну від класичних, ці граничні умови, додатково до значень па-
раметрів, їхніх нормальних похідних і стрибків цих величин при переході 
через покриття, можуть містити похідні за часом вздовж покриття, і тому 
дають змогу враховувати дивергенцію теплових потоків уздовж покриття у 
співвідношеннях балансового типу.  

Для виведення УГУ можна застосувати різні методи та підходи:  
 i) операторний метод, який дозволяє не приймати жодних попередніх 
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гіпотез щодо поперечного розподілу шуканих функцій у покритті [6, 
7, 12, 13, 16–23, 31, 44, 45, 51, 56, 62, 63, 69]; 

ii) підхід, у якому використовуються апріорні припущення про попереч-
ний розподіл шуканих функцій у покритті, який звичайно прийма-
ється постійним [1, 4, 46] або лінійним [8, 10, 14];  

iii) дискретний підхід, заснований на відповідних різницевих апрокси-
маціях похідних по нормалі шуканих функцій у покритті [24, 54, 70]; 

iv) асимптотичний підхід, що базується на методі малого параметра [11, 
47, 57, 59]. 
Зрозуміло, що кожний з цих підходів має свої переваги та недоліки. 

Зокрема, традиційний операторний метод доцільно застосовувати для плос-
ких або дуже тонких неплоских покрить, оскільки його точність обмежу-
ється точністю використовуваних рівнянь теплопровідності [27, 63]. 

У цій роботі для виведення УГУ променево-конвективного теплообміну 
тіл із середовищем через тонкі неплоскі покриття представлено підхід, 
який ґрунтується на використанні точного рівняння теплопровідності в по-
критті, розвиненні функції температури вздовж товщини покриття у сте-
пеневий ряд і застосуванні методу матриць переносу. Для побудови УГУ 
механічного спряження з урахуванням теплових деформацій використано 
рівняння теорії термопружності тонких оболонок для випадку багатошаро-
вих покрить. Подано формули відновлення для розподілу температури та 
напружень за товщиною покриття. Наведено огляд застосування підходу до 
розв’язання нових некласичних задач теплопровідності та термопружності 
для тіл із багатошаровими покриттями. 

1. Визначення теплового стану в тілах із тонкими багатошаровими 
покриттями. Досліджуваним об’єктом є тіло з багатошаровим покриттям 

товщини 
1

n

i
i=

δ = δ∑ , шари якого виготовлені з різних ізотропних матеріалів. 

Таке n -шарове покриття розглядаємо як тонку оболонку, віднесену до три-
ортогональної змішаної системи координат 1 2( , , )α α γ , які є, відповідно, ліні-
ями головних кривин поверхні поділу тіло – покриття і нормаллю до неї 
(рис. 1).  

 
 Рис. 1 

У випадку дуже тонких неплоских і плоских покрить загальне рівнян-
ня тривимірної теорії теплопровідності може бути записано у наближеному 
вигляді [20, 56] 
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Тут it  – температура i -го шару покриття; τ  – час; 1 2( )/2i i ik k k= + ; 1iA , 

2iA  – коефіцієнти першої квадратичної форми поверхні поділу i -го та 
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( 1i − )-го шарів ( 2, ,i n= … ) та поверхні поділу тіло – покриття ( 1i = ); 1ik , 

2ik  – головні кривини координатних ліній, ia  – коефіцієнти температуро-

провідності i -го шару. 
На основі використання наближеного рівняння теплопровідності (1) за 

допомогою операторного методу [18, 20, 56] отримано наближені УГУ для 
одношарового [6, 12, 13, 19, 21–23, 45] і багатошарового [7, 16, 31, 44, 51, 62] 
покрить із точністю до доданків, які включають лише лінійні члени за тов-
щиною покриття.  

У випадку неплоских покрить довільної товщини, коли наближене 
рівняння теплопровідності (1) є недостатньо точним, необхідно користува-
тись точним рівнянням теплопровідності для i -го шару [27, 36] 

 2 2 1

1 2 1 1 1 1 1

1 ( )1
1 ( )

i i i i

i i i i i

A k t
A A A k

−

−

+ γ − γ ∂ ∂   + ∂α + γ − γ ∂α 
 

 1 1 1

2 2 2 1 2

1 ( )
1 ( )

i i i i

i i i

A k t
A k

−

−

+ γ − γ ∂ ∂  + + ∂α + γ − γ ∂α 
 

 1 1 2 11 ( ) 1 ( ) i
i i i i

t
k k− −

∂ ∂+ + γ − γ + γ − γ = ∂γ ∂γ 
( )( )  

 1 1 2 11 ( ) 1 ( )i i i i i

i

k k t
a

− −+ γ − γ + γ − γ ∂
=
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де 0 0γ =  при 1i =  та 
1

1
1

i

i j
j

−

−
=

γ = δ∑  при 2, ,i n= … . 

З іншого боку, для вирішення проблеми побудови УГУ для багатоша-
рового покриття виникає необхідність подання граничних значень темпера-
тури та її похідної на межі покриття – зовнішнє середовище через відпо-
відні граничні значення температури та її похідної на межі поділу тіло –
 покриття. Ефективним інструментом побудови таких співвідношень є 
метод матриць переносу (метод трансляційних матриць, transfer matrix 
method), який використовується у випадках, коли загальна система може 
бути розбита на послідовність підсистем, які взаємодіють тільки з сусідніми 
підсистемами. Зокрема, цей метод застосовується в теорії пружності [3, 48, 
52, 72], термопружності [49, 71] та теплопровідності [15, 55, 58] шаруватих 
структур.  

Згідно із підходом за методом матриць переносу за допомогою викорис-
тання розвинення температури у степеневий ряд у кожному окремому шарі 
покриття, задовольнивши рівняння теплопровідності, умови теплового спря-
ження на поверхнях поділу сусідніх шарів і граничну умову променево-
конвективного теплообміну на зовнішній поверхні покриття, отримаємо [36] 
на поверхні поділу основа – покриття співвідношення, яке пов’язує гранич-
ні значення температури tI  та її похідної /t∂ ∂γI  у тілі зі значенням тем-

ператури tII  в середовищі і яке трактуємо як узагальнену граничну умову 
для визначення температури в тілі, яка враховує вплив багатошарового 
покриття на перебіг теплоперенесення в тілі. Одержаний вираз слугує за-
гальним вихідним співвідношенням для виведення розрахункових варіантів 
УГУ з різною точністю. Для тонких покрить цю точну умову променево-кон-
вективного теплообміну підкладки із середовищем можна спростити, роз-
кладаючи в ряд за степенями малих товщин шарів iδ  відповідні доданки та 
нехтуючи членами вищого порядку малості. Таким чином можемо отримати 
розрахункові варіанти УГУ з різною точністю [36]. Зокрема, використову-
ється такий варіант:  
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 ∂ ∂ ∂ ∂   ∆ = +    ∂α ∂α ∂α ∂α    
. Тут середні кривини 

і коефіцієнти першої квадратичної форми поверхонь поділу шарів набли-
жено прийнято рівними відповідним величинам поверхні поділу тіло – по-

криття ( ik k∗= , 1 1iA A= , 2 2iA A= , 1, ,i n= … ); 
1
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Λ = λ δ∑ , 
1
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λ∑ , K k∗= δ  – зведені теплопровідність, теплоємність, термічний 

опір і кривина всього покриття; iλ , iω  – коефіцієнти теплопровідності та 

теплоємність i -го шару; µ  – коефіцієнт теплообміну між поверхнею по-

криття і навколишнім середовищем; 0σ  – стала Стефана – Больцмана; ε  – 

ступінь чорноти поверхні покриття; 4
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!(4 ) !
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j j
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1
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i

i

n

i
i

t t d

−

γ

= γ

 
= α α γ γ δ  

∑ ∫%  – усереднене значення початкової 

температури за товщиною багатошарового покриття; 0it  – початковий роз-

поділ температури в i -му шарі; nγ = δ . 

Індексами i , I  та II  позначено величини, що відносяться до i -го 
шару покриття, тіла та середовища відповідно. 

Виведено формули відновлення для розподілу температури за товщи-
ною покриття через граничні значення температури та її похідної у тілі. 
Зокрема, при обмеженні лінійними членами у розкладі за товщинами шарів 
покриття вони мають найпростіший вигляд [36, 63, 64]: 

 1
1 2 0

1 0

1( , , , ) i
i

i i

t
t t

H
−

γ =
− γ =

γ − γ ∂ α α γ τ = + λ + λ ∂γ 
I

I I , 
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де 
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1 0
H
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Отже, визначення теплового стану в тілах із багатошаровими покрит-
тями реалізується у два етапи: 

1) розв’язування некласичної крайової задачі теплопровідності в тілі з 
УГУ;  

2) знаходження температурного поля в покритті за формулами віднов-
лення. 

2. Визначення термонапруженого стану в тілах з тонкими багато-
шаровими покриттями. УГУ механічного спряження тіла із середовищем 
через тонке покриття для випадків ізотропного та трансверсально-ізотроп-
ного покрить з урахуванням температурних деформацій виведено з вико-
ристанням теорії термопружності тонких оболонок [5, 9, 20, 56].  
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Для ізотропного покриття сукупність рівнянь механічної рівноваги обо-
лонки покриття, геометричних співвідношень між деформаціями і перемі-
щеннями, конститутивних співвідношень, умов ідеального механічного кон-
такту між тілом і покриттям, умови на межі покриття – середовище замі-
нено УГУ механічного спряження з урахуванням температурних деформа-
цій у покритті [33, 63]: 

 33
3 2
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A

∂σ
σ − + =
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які пов’язують компоненти тензора напружень pqσI  і компоненти вектора 

переміщень uI , vI , wI  точок тіла на поверхні контакту з покриттям із за-

даним поверхневим навантаженням pqσII  на межі покриття – середовище. 

Тут  

 ,        1,2,3m m m= − =L F KΠ , 

mF  – певні диференціальні оператори, K  – жорсткісна матриця пружних 

констант у співвідношеннях зв’язку зусиль і моментів з компонентами де-
формації базисної поверхні оболонки, Π  – матриця диференціальних опе-
раторів [63] у геометричних співвідношеннях між компонентами деформації 
та переміщеннями цієї поверхні; jC , jD  – певні величини, що ви-

значаються властивостями покриття [32]; 
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Для часткового випадку напружено-деформованого стану, при якому 
відсутні згиннi деформації і кручення поверхні поділу тіло – покриття, 
можна отримати спрощений варіант УГУ, у якому наявні лише компоненти 
тензора напружень [33, 63]: 
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де m m σ= −p F KΠ , 1, 2,3m = , σΠ  – матриця пружних сталих тіла; βI  – 

КЛТР тіла; jG l  – коефіцієнти жорсткості покриття.  

Для анізотропних покрить при виведенні УГУ механічного спряження 
тіла з середовищем через тонке покриття використано гіпотезу Кірхгофа –
Лява. Однак через відмінність між модулями Юнґа трансверсально-ізо-

тропного покриття беремо до уваги поперечну деформацію 3
iε  кожного 

шару оболонки як додатковий ступінь свободи [5]. Порівняно з випадком 
ізотропного покриття, додатково враховуються нормальне поперечне зу-
силля 3N  і моменти першого порядку напружень поперечного зсуву 3jM , 

що виникають у покритті. Остаточно, УГУ в цьому випадку мають вигляд 
[67, 68]: 
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3 33 3 13 23 31 V ,
2 12 td d fδ δ= − σ − σ σ +II II II( ) [ ] , (8) 

де mL , md , 1, 2,3m = , – певні оператори і величини;  mtf  – величини, які 

залежать від властивостей покриття і враховують температурну дефор-
мацію.  

Аналогічно отримано УГУ у випадку відсутності згинних деформацій і 
кручення поверхні поділу тiло – покриття [67, 68]. 

Після визначення напружено-деформованого стану тіла на основі рів-
нянь тривимірної теорії термопружності з використанням одного з варіантів 
УГУ можна знайти напружений стан у покритті за допомогою формул від-
новлення через граничні значення компонентів тензора напружень і векто-
ра переміщень (у випадку відсутності згинних деформацій і кручення по-
верхні поділу тіло – покриття – тільки напружень) [33, 63]. 

Зокрема, для випадку ізотропного багатошарового покриття напружен-
ня визначаються за формулами  
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де компоненти деформації відлікової поверхні поділу тіло – покриття по-
в’язані з переміщеннями цієї поверхні співвідношеннями 

 1 2 12 1 2 12, , , , , , , ,      0u v w= ε ε ε = γ =I I I
� �Π[ ] [ ]æ æ æ . (12) 

Таким чином, визначення термонапруженого стану системи тіло – по-
криття складається з двох етапів: 



47 

1°) розв’язування некласичної крайової задачі термопружності для 
тіла з використанням УГУ; 

2°) знаходження температурних напружень у покритті за формулами 
відновлення.  

3. Верифікація підходу. Запропонований підхід, який ґрунтується на 
застосуванні УГУ, був верифікований порівнянням наближених і точних 
розв’язків деяких тестових задач, включно з задачами теплопровідності 
для пластини [62] і циліндра [64] з тришаровим покриттям, задачі Ляме 
навантаження суцільного циліндра з n -шаровим кусково-однорідним [32] і 
кусково-неоднорідним [40] покриттями, статичну задачу термопружності 
суцільного циліндра з n -шаровим покриттям [33]. 

На прикладі тестової задачі про конвективний нагрів циліндра з одно-
шаровим покриттям [36] проаналізовано випадки, коли в розрахункових 
варіантах УГУ слід враховувати додаткові члени вищого порядку. 

4. Застосування підходу. На основі розвинутої методології розв’язу-
вання задач термопружності тіл із тонкими покриттями, що ґрунтується на 
моделюванні впливу таких покрить УГУ, сформульовано відповідні некла-
сичні лінійні та нелінійні крайові задачі та одержано розв’язки низки нових 
задач термопружності для тіл із багатошаровими тонкими покриттями при 
тепловому навантаженні.  

Зокрема, отримано аналітичні розв’язки нестаціонарних задач тепло-
провідності та відповідних задач термопружності для півпростору з багато-
шаровим покриттям для випадків: 

• сталого початкового розподілу температури [25, 28]; 

• неоднорідної початкової умови за сталої температури зовнішнього 
середовища [41]; 

• експоненціального початкового розподілу температури [41]; 

• циклічного нагріву з кусково-однорідною зміною температури зовніш-
нього середовища з однорідною початковою умовою [37, 43]. 
Для пластини з двостороннім багатошаровим покриттям за умов неста-

ціонарного конвективного нагріву при довільних температурах зовнішніх 
середовищ із застосуванням УГУ, методу інтегрального перетворення Лап-
ласа та інтегральних співвідношень Дюгамеля отримано аналітичний роз-
в’язок нестаціонарної задачі теплопровідності [34] і термопружності [35]. 
Записано вирази розв’язків задачі для випадків лінійної, експоненціальної, 
логарифмічної та періодичної функцій температур зовнішніх середовищ. 
Детально розглянуто задачу термопружності про симетричний нагрів плас-
тини з ідентичними тришаровими покриттями для випадку експоненці-
ального закону зміни температури зовнішнього середовища. 

У праці [26] на основі аналітичного розв’язку статичної задачі пруж-
ності для циліндра з тонким багатошаровим покриттям, отриманого із за-
стосуванням УГУ, проаналізовано вплив геометричних і фізико-механічних 
характеристик покриття і підкладки, а також умов закріплення торців ци-
ліндра на залишковий напружений стан системи тіло – багатошарове по-
криття. Встановлено умови, за яких можуть виникати небезпечні радіальні, 
колові та осьові напруження. 

За допомогою інтегрального перетворення Лапласа побудовано аналі-
тичний розв’язок задачі теплопровідності для циліндра з багатошаровим 
покриттям за конвективного теплообміну із зовнішнім середовищем [30]. 
Записано розрахункові формули для визначення температури в підкладці 
та в довільному шарі покриття. Знайдено асимптотики розв’язку для вели-
ких і малих значень часу. 

Для розв’язування задачі термопружності для суцільного циліндра ра-
діуса R  з ізотропним n -шаровим покриттям застосовано УГУ термомеха-
нічного спряження підкладки з середовищем через тонке покриття [29]: 
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де EI , νI  – модуль Юнґа та коефіцієнт Пуассона тіла, а коефіцієнти 
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Із використанням цієї умови отримано аналітичний розв’язок задачі 
термопружності для циліндра з багатошаровим покриттям. Досліджено 
вплив геометричних і термомеханічних характеристик покриття, умов за-
кріплення торців циліндричної підкладки та умов теплообміну із зовнішнім 
середовищем на термопружний стан системи тіло – багатошарове покриття 
за конвективного нагрівання. Для випадку покрить малої жорсткості одер-
жано наближені формули, які є зручними для якісного оцінювання уста-
лених напружень у системі. 

На основі проведених досліджень термомеханічних процесів у тілах із 
тонкими шаруватими покриттями встановлено, що визначальними парамет-
рами впливу на розподіл температури та напружень у тілі є ефективні теп-
лофізичні характеристики покриття – зведені термоопір і теплоємність, а 
також інтенсивність тепловіддачі з поверхні покриття, швидкість зміни 
температури зовнішнього середовища, а у випадку термоциклічного на-
вантаження – зміни тривалості циклу та моментів перемикання періодів у 
межах одного циклу. Виявлено, що знак усталених напружень у шарах 
покриття при тепловому навантаженні визначається різницею коефіцієнтів 
лінійного температурного розширення підкладки та шарів, а їхні абсолютні 
значення для покрить малої жорсткості істотно перевищують відповідні 
напруження у підкладці. 

Нелінійну нестаціонарну задачу теплопровідності та відповідну задачу 
термопружності для півпростору з тонким багатошаровим покриттям за 
променево-конвективного теплообміну розглянуто в працях [39, 42]. На 
основі методу квазілінеаризації [2, 50] з використанням інтегрального пере-
творення Лапласа побудовано ітераційну схему розв’язання поставленої не-
лінійної задачі теплопровідності з аналітичним визначенням розв’язку ліне-
аризованої задачі для кожної ітерації. На прикладі задачі про радіаційне 
випромінення півпростору в середовище нульової температури за відсут-
ності покриття у [38] проведено порівняльний аналіз результатів розрахун-
ків нестаціонарного температурного поля у півпросторі з використанням 
методів Пікара, зведення вихідної задачі до нелінійного інтегрального рів-
няння типу Вольтерра, послідовних наближень і квазілінеаризації. На під-
ставі проведеного аналізу ефективності застосування цих підходів щодо 
розв’язування такого класу задач показано кращу збіжність підходу на 
основі методу квазілінеаризації. 

Для системи півпростір – двошарове зносостійке покриття досліджено 
вплив параметрів променево-конвективного теплообміну на нестаціонарне 
температурне поле [42] і зумовлений ним термонапружений стан [39]. Вияв-
лено область зміни коефіцієнта теплообміну, в якій вплив променевої скла-
дової на термонапружений стан системи є неістотним. 

У працях [66–68] розвинуто ефективний напіваналітичний підхід для 
дослідження процесу накопичення пошкоджень у крихких покриттях під 
впливом теплових навантажень. Підхід ґрунтується на загальній обчислю-
вальній схемі для визначення параметрів процесу накопичення пошкоджу-
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ваності, що включає аналітичний розв’язок відповідної проміжної крайової 
задачі термопружності. Для тонких багатошарових покрить спрощення в 
аналізі досягнуто застосуванням математичної моделі з УГУ термомеханіч-
ного спряження підкладки із середовищем через покриття. Підхід апробо-
вано на прикладі нагрівання керамічного покриття на підкладці з титаново-
го сплаву. 

Розглянуто задачу термопружності для суцільного циліндра радіуса R  
і керамічним n -шаровим покриттям за рівномірного нагріву. Торці цилінд-
ра зафіксовано в осьовому напрямку, і всі напруження на межі покриття –
 середовище відсутні. Оскільки керамічні покриття виявляють суттєву 
трансверсальну анізотропію, то використано варіант УГУ для трансвер-
сально-ізотропних покрить, який у цьому випадку осьової симетрії задачі 
з урахуванням температурної залежності КЛТР має такий вигляд при 
r R=  [67]: 

 33 33 31 11 32 22 3 3(1 ) ( )t tp p p p t f+ σ + σ + σ + Φ =I I I
I , (14) 

де коефіцієнти 3 jp , 1,2,3,j t= , визначаються через геометричні та меха-

нічні параметри шарів покриття і тіла, а 
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t

t

t t dt′ ′Φ = β∫I I  – теплова де-

формація підкладки ( 0t  – початкова температура). 

Отриманий аналітичний розв’язок проміжної граничної задачі термо-
пружності для циліндра з УГУ (14) використано в ітераційній процедурі 
загальної обчислювальної схеми визначення параметрів еволюції пошкод-
жень при тепловому навантаженні. Проведене числове дослідження [67] 
дало змогу виявити специфічні особливості процесу еволюції пошкоджень, 
які визначаються неоднорідністю властивостей шаруватого тонкого по-
криття.  

У праці [65] розглянуто нестаціонарну задачу термопружності для пів-
простору з багатошаровим покриттям, що містить під покриттям тріщину, 
перпендикулярну до поверхні поділу. Розв’язок задачі отримано на основі 
принципу суперпозиції і незв’язаної термопружності. На основі нестаціо-
нарних розподілів температури [25] і відповідних теплових напружень [28] 
для системи без тріщини, отриманих у замкнутій аналітичній формі за до-
помогою моделі теплообміну півпростору з навколишнім середовищем через 
покриття з УГУ (4), сформульовано задачу з тріщиною як збурену змішану 
крайову задачу, в якій навантаження на поверхню тріщини є рівним за 
величиною і протилежним за знаком термічним напруженням, які було 
отримано для задачі без тріщини, і зведено до сингулярного інтегрального 
рівняння, яке розв’язано чисельно. 

Розроблений підхід був верифікований у [65] шляхом розв’язування 
декількох тестових задач, для яких було досягнуто добре узгодження з 
відомими розв’язками задач: про охолодження півпростору з тріщиною без 
покриття [61], з одношаровим покриттям [60], із двошаровим покриттям 
[53].  

На основі проведених числових розрахунків для випадку тріщини під 
покриттям у підкладці з нержавіючої сталі 316L з двошаровим зносостій-
ким покриттям WC-Co / Cr-Ni  i під час процесу конвективного охолод-
ження оцінено вплив різних геометричних і термомеханічних параметрів 
системи на термонапруження і коефіцієнти інтенсивності термічних на-
пружень [65]. 

Заключні зауваження. Узагальнені граничні умови використовуються 
для розвитку методології розв’язування задач термопружності для тіл із 
тонкими покриттями.  

Ця методологія має такі переваги:  
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• дає змогу суттєво спростити обчислення і зменшити затрати обчис-
лювального часу; 

• уможливлює отримання відносно простих аналітичних розв’язків 
практично важливих задач, які надають апріорну оцінку термонапруженого 
стану без громіздких обчислень;  

• підвищує ефективність визначення термомеханічних полів зі змен-
шенням товщини покриття порівняно з прямими методами, застосування 
яких у цьому випадку є ускладненим.  

Прикладна цінність отриманих наукових результатів визначається 
можливістю використання розробленої методології дослідження задач тер-
мопружності тіл із покриттями для виявлення якісних і кількісних особли-
востей впливу їхніх геометричних, фізико-механічних та теплофізичних 
характеристик на міцність і деформативність елементів конструкцій із ба-
гатошаровими покриттями. Отримані наближені розв’язки можуть бути за-
стосовані при тестуванні результатів розрахунків, одержаних за допомогою 
інших методів. 
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THE METHODOLOGY OF INVESTIGATION OF THERMAL STRESSED STATE OF BODIES  
WITH THIN MULTILAYER COATINGS  
 
The methodology of effective calculation and investigation of thermal stressed state of 
bodies with thin multilayer coatings is presented, which is based on modeling of such 
coatings by shells with corresponding geometrical, thermophysical and thermomecha-
nical properties of the coating. In this approach, the effect of coatings on the thermo-
elastic state of the entire body – coating system is described by special generalized boun-
dary conditions. The efficiency of the approach is shown by test problems. Examples of 
solved new nonclassical linear and nonlinear boundary problems of thermoelasticity for 
bodies with multilayer thin coatings under heat loading are provided. 

Key words: heat conduction, thermal elasticity, thin coatings, multilayer coatings, cera-
mic coatings, generalized boundary conditions, radiation-convection heat ex-
change. 

 
Ін-т прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів 07.09.21 


