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ВЗАЄМОДІЯ ТРІЩИНИ І ВКЛЮЧЕННЯ В ЦИЛІНДРИЧНОМУ ТІЛІ  
ПРИ КОЛИВАННЯХ ПОЗДОВЖНЬОГО ЗСУВУ  
 

Розв’язано задачу про визначення напруженого стану в нескінченно довгому 
циліндрі довільного поперечного перерізу при коливаннях поздовжнього зсуву 
та взаємодії наскрізних дефектів (тріщина і тонке жорстке включення). 
Застосовано метод, який дозволяє задовольнити умови на поверхнях дефек-
тів та крайові умови гармонічного за часом навантаження. Отримано на-
ближені формули для розрахунку коефіцієнтів інтенсивності напружень, за 
допомогою яких досліджено вплив геометричних параметрів перерізу цилін-
дра на значення резонансних частот. 

Ключові слова: нескінченно довгий циліндр, тріщина, включення, гармонічні 
коливання, коефіцієнти інтенсивності напружень, резонансні ефекти. 

 
Вступ. На сьогоднішній день проблема визначення динамічного напру-

женого стану і дослідження резонансних явищ в обмежених тілах з дефек-
тами у вигляді тріщин і тонких включень не є цілком вирішеною. Застосу-
вання прямих числових методів (зокрема, методів скінченних різниць і 
скінченних елементів) [23–26, 28, 29] потребує дискретизації рівнянь руху в 
усій області. Окрім того, наявність сингулярностей напружень в околах де-
фектів вимагає відповідного згущення сітки дискретизації або використання 
сингулярних елементів [25, 26, 29]. Згущення сітки дискретизації є принци-
повим чинником для забезпечення точності розрахунків при взаємному 
зближенні дефектів або близькості їх до межі тіла. Тому такі числові роз-
рахунки здійснювали, зокрема, у наведених працях для кругових і прямо-
кутних тіл із поодинокими дефектами, віддаленими від межі тіла щонай-
менше на відстань порядку довжини дефекту.  

В останні роки для розв’язання динамічних задач теорії пружності для 
тіл з дефектами дедалі ширше використовують методи граничних інте-
гральних рівнянь (ГІР) та граничних елементів [12, 19, 27]. Застосування 
цих методів у різних модифікаціях для розв’язання конкретних задач ви-
світлено, зокрема, у статтях [2, 8, 13–18, 22]. Спільним для всіх модифіка-
цій методу ГІР є те, що для скінченних областей з дефектами вихідні кра-
йові задачі зводяться до систем інтегральних рівнянь одночасно і на по-
верхнях дефектів, і на межі тіла. Це значно ускладнює застосування мето-
ду для обмежених областей із системами декількох дефектів. 

У працях [4–6, 20, 21] розв’язано задачі про визначення динамічного 
напруженого стану циліндричних тіл, які містять системи наскрізних 
тріщин або тонких жорстких включень. Для цього розвинуто метод, який 
дає змогу послідовно задовольняти умови на поверхнях дефектів і на межі 
тіла. Тут цей метод застосовано до роз-
в’язання задачі про дослідження напру-
женого стану нескінченно довгого цилін-
дра і резонансних явищ при наявності 
дефектів двох типів: тріщини і тонкого 
жорсткого включення. 

1. Постановка задачі. Розглянемо 
пружний циліндр із паралельними до осі 
Oz  твірними (рис. 1) та перерізом пло-
щиною xOy , обмеженим замкненою 

гладкою кривою. У полярній системі ко-
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Рис. 1 
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ординат Or , центр якої розміщений у початку декартової системи коор-

динат xOy , обмежувальний контур поперечного перерізу визначається рів-

нянням 0 ( )r r   , 0 2    . Циліндр містить два поздовжні наскрізні де-

фекти: тріщину та тонке жорстке включення у вигляді пластини малої 
товщини h . У перерізі площиною xOy  дефектам відповідають відрізки 

довжини 2 ia , 1,2i  , які не перетинаються і не виходять за межі перерізу. 

У циліндрі відбуваються коливання поздовжнього зсуву внаслідок дії 
на бічну поверхню самозрівноваженого гармонічного навантаження 

( ) i tP e  . За таких умов відмінною від нуля є тільки z -компонента вектора 

переміщень, яка задовольняє рівняння Гельмгольца 

 2
2 0w w  æ , (1) 

де 
2 2

2 2 2
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r rr r
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
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1  – модуль зсуву та густина матеріалу циліндра. Множник i te  , що ви-

значає залежність від часу, в рівнянні (1) і надалі опускаємо, розглядаючи 
тільки амплітудні значення. 
 Навантаження на поверхні тіла описується умовою 

 0( ( ), ) ( ), 0 2z r GP         n , (2) 

де n  – вектор нормалі до межі тіла. 

Для формулювання крайових умов на дефектах із центрами ( , )i i iO c d  

використаємо системи координат i i ix O y , 1,2i   (рис. 1). Зв’язок між ло-

кальними системи координат і глобальною декартовою і полярною система-
ми координат задається відповідно співвідношеннями: 
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Тут i  – кут між осями i iO x  та Ox , 1,2i  . 

Позначимо через ( ) ( , )i
i iw x y  компоненту вектора переміщення ( , )w r   

у локальній декартовій системі координат i i ix O y . На поверхні тріщини за-

даємо умову відсутності силового навантаження: 

 
1

(1)
1

1 1 1
1

( ,0)
( , 0) 0,       y z

w x
x G x a

y


   


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та розривності переміщення: 

 (1) (1)
1 1 1 1 1 1 1 1( , 0) ( , 0) ( ),     ,     ( ) 0w x w x x x a a         , (6) 

де 1( )x  – його стрибок.  

З огляду на малу товщину h  включення, крайові умови сформулюємо 
на його серединній площині. Приймаємо, що між циліндром і включенням 
виконуються умови повного зчеплення: 
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 (2)
2 2 2( , 0) ,       w x d x a   , (7) 

а дотичні напруження 
2y z  мають на поверхні включення стрибок 2 2( )x : 

 
2

(2) (2)
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            
. (8) 

Тут d  – амплітуда поздовжніх коливань включення, яка визначається 
з рівняння руху включення як жорсткого тіла. При гармонічних коливаннях 
це рівняння має вигляд 
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де 0  – густина матеріалу включення. 

Напружений стан циліндра з дефектами визначаємо шляхом розв’я-
зання диференціального рівняння (1) із крайовими умовами (2), (5)–(9).  

2. Побудова розв’язку задачі. Побудуємо спочатку за зразком [4–6, 20, 

21] у локальних системах координат i i ix O y  розривні розв’язки рівняння 

Гельмгольца (1) зі стрибками переміщень (6) на поверхні тріщини та стриб-
ками дотичних напружень (8) на поверхні включення [9]: 

 
1

1

1 1 1 1 1 2 1 1 1 1
1

( , ) ( ) ( , )

a

a

w x y r x y d
y



     
  , 

 
2

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1( , ) ( ) ( , )

a

a

w x y r x y d
G



      , (10) 

де  

 (1) 2 2
2 0 2( , ) ( ) ,       1,2

4j j j j j j
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(1)
0H  – функція Ганкеля. 

Напруження, що відповідають розривному переміщенню для тріщини, 
визначимо за формулою 
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Подамо переміщення у циліндрі в системі координат Or  у вигляді  

    1 2
0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )w r w r w r w r       , (12) 

де (1)
0 ( , )w r  , (2)

0 ( , )w r   – розривні переміщення (10) після переходу до по-

лярних координат за формулами (4), а 0 ( , )w r   – невідомий розв’язок рів-

няння Гельмгольца (1) такий, що для подання (12) повинна виконуватись 
крайова умова (2) на поверхні циліндра. Цю невідому функцію шукаємо у 
вигляді лінійної комбінації часткових розв’язків рівняння (1): 

 0 0
1

( , ) ( , )
N

k k
k

w r r A g r


   , (13) 

де  

 2 1 1 2 2 2( , ) ( ) cos ( 1) ,     ( , ) ( ) sinm m m mg r J r m g r J r m       æ æ , 
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mJ  – функції Бесселя першого роду m -го порядку. Функції ( , )kg r   є лі-

нійно незалежними і утворюють повну замкнену систему функцій в області 
перерізу [3]. 

Для виконання крайових умов (5), (7) на поверхнях дефектів перемі-

щення (12) запишемо у локальних системах координат i i ix O y : 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ),       1,2i i i i

i i i i i i i iw x y w x y w x y w x y i    . (14) 

Тут ( )
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i iw x y , ( )
2 ( , )i

i iw x y  – розривні переміщення (10) після переходу до 

координат i i ix O y , 1,2i  , а  
0 ( , )i

i iw x y  аналогічно отримано з (13): 
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k
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де ( ) ( , )i
k i ig x y  – функція ( , )kg r   у системі координат i i ix O y , 1,2i  . 

Крайові умови (5), (7) після підстановки виразів (14), (15) набудуть 
вигляду 
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0 2( ,0)w x  визначаються з (11) та (15). 

Задовольняючи умови (16), отримаємо систему інтегро-диференціаль-
ного та інтегрального рівнянь, які після виділення сингулярних складових у 
ядрах і позначень  
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запишемо у вигляді 
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де сталу 0d  визначаємо з рівняння руху (9), записаного у вигляді 
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Ядра рівнянь (17) мають таку асимптотику: 
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функції (1) ( , )F   , (2) ( , )F    нескінченно диференційовні при 1   , 1  .  
Введемо нові невідомі функції: 
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При цьому з огляду на лінійність рівнянь система (17) перетвориться у 
сукупність систем, які відрізняються лише правими частинами: 
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Рівняння (19) необхідно доповнити рівностями 
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

      , (20) 

які випливають з умови (6) змикання тріщини 1 1( ) 0a   , а також рів-

ностями 
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отриманими з (18). 
Для побудови наближених розв’язків рівнянь (19) невідомі функції та 

їхні похідні подамо у вигляді 
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(1) (2)
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1 1
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   
     

   
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де функції ( ) ( )i
k   задовольняють умову Гельдера на відрізку 1,1[ ]  і 

апроксимуються інтерполяційними многочленами 
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T
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
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 . (21) 

де 
(2 1)

cos
2m
m
n

 
  , 0,1, ,m n  , – корені многочлена Чебишова 1-го 

роду ( )nT  . Тоді для функції (1) ( )k   отримаємо наближення з кореневим 
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замиканням на кінцях тріщини [9]: 
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Застосуємо тепер метод механічних квадратур [1], вибираючи за точки 

колокації корені многочлена 1 ( )nU    Чебишова 2-го роду, cosj

j

n


  , 

1, , 1j n  , та 
(2 1)

cos
2d

d

n

 
  , 1, ,d n  . При цьому для інтегралів 

Коші використовуємо відому квадратурну формулу [1], для інтегралів з 
регулярними ядрами – формули Ґаусса – Чебишова, а інтеграли з 
логарифмічною особливістю обчислюємо із застосуванням методики [9].  

Тоді з (19) і (20) одержимо системи лінійних алгебраїчних рівнянь від-

носно значень функцій ( ) ( )i
k  , 1,2i  , у вузлах інтерполяції: 
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 (2) ( ),       1,2, ,k dg d n     . (22) 

Розв’язавши систему (22), отримаємо наближення кожної функції 
( ) ( )i
k   інтерполяційним многочленом (21). 

Невідомі коефіцієнти kA  у рівності (13) для 0 ( , )w r   визначаємо з 

умови (2) на межі циліндра. Для цього подамо напруження у вигляді 

 0 0 0( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )z xz x yz yr r с r с             n ,  (23) 

де cos ( , )xc x n , cos ( , )yc y n  – напрямні косинуси вектора нормалі n . 

З формул (8), (10) після переходу до полярних координат визначаємо 
граничні значення напружень і підставляємо у (23). Тоді на межі циліндра 
виконується рівність 
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а ( , )iE   , ( )kB   визначено в [6]. 

Інтеграли у (24) обчислюємо, як і в [6, 20], за квадратурною формулою 
Ґаусса – Чебишова [1] і квадратурною формулою [7]. 

Для визначення коефіцієнтів kA  застосуємо метод колокації, беручи за 

вузли 2 /N    , 1, ,N   [6, 20, 21]. У результаті отримаємо систему 

 (2)

1 1 1

( , )
N n n

k m km m
k m

A a D G Z
  


  


     



 

 (1)
1

1

( , ) ( ) ( )
n

m km m k
m

a G B P



       


    . (25) 

Величинами, які характеризують поширення тріщини і руйнування 
матеріалу в околі включення [11], є коефіцієнти інтенсивності напружень 
(КІН), які в розглядуваному випадку визначаються за формулами [6] 

 2 ,       ( 1),       1,2j j j j jK G a k k j       . 

Безрозмірні значення цих коефіцієнтів виражаємо за формулами (21) 
через розв’язки систем (22) і (25). 

3. Приклади числових досліджень. Розглянуто циліндр еліптичного 

поперечного перерізу з великою піввіссю 0r  та ексцентриситетом 0.5  . 

До поверхні циліндра прикладено навантаження ( ) sin 2P    . 

Досліджено вплив взаємного розміщення дефектів і їхніх розмірів на 
напружений стан у циліндрі та резонансні явища при зміні кута 2  між 
дефектами (рис. 2а) і при збільшенні відносних довжин дефектів, що 
розташовані на одній прямій без дотикання одне до одного та не виходять 
за межі перерізу (рис. 2б). 

   

 а) б) 
Рис. 2 

При збільшенні кута 2  між дефектами віддалені кінці дефектів на-

ближаються до межі. Залежності КІН k , k  від безрозмірного хвильо-

вого числа 0 2 0 2 0( )r c r  æ æ /  наведено на рис. 3 для тріщини і на рис. 4 – 

для включення. Обчислення виконано для кутів 10 , 45 ,90      і фіксова-

них відносних довжин 0 0.3i ia r  / . При цьому зменшується частота до-

сягнення першого резонансу. До досягнення резонансу для тріщини зна-
чення КІН для віддаленого кінця зменшуються, а для включення збільшу-
ються. Для зближених кінців при збільшенні кута значення КІН збільшу-
ються як у випадку тріщини, так і у випадку включення. 
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 а) б) 

Рис. 3 

   

 а) б) 

Рис. 4 

На рис. 5 (для тріщини) і рис. 6 (для включення) наведено результати 
числового дослідження впливу на значення КІН взаємної близькості де-

фектів і їхнього наближення до межі (рис. 2б) при 0 0.25, 0.35, 0.45i ia r  / . 

При такій зміні відносних довжин дефекти зближались на величину 
0.46, 0.26, 0.06  . Виявлено, що при збільшенні розмірів дефектів для на-

ближених до границі кінців зростає частота першого резонансу. До досяг-
нення резонансу при збільшенні довжин на кінцях дефектів, що близькі до 
межі, для тріщини значення КІН зростають, для включення – спадають. На 
кінцях дефекту, що зближаються, в обох випадках спостерігається 
спадання значень КІН. 

   

 а) б) 

Рис. 5 
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 а) б) 

Рис. 6 

Висновки. Запропоновано новий числово-аналітичний метод визначен-
ня напруженого стану поблизу тонких дефектів у циліндричних тілах до-
вільного перерізу, що знаходяться в умовах гармонічних коливань по-
здовжнього зсуву. Перевагою цього методу є можливість послідовно задо-
вольнити крайові умови на дефектах та на межі тіла. Завдяки цьому вда-
ється отримувати стабільні числові результати при наближенні дефектів 
одне до одного та до межі тіла. Встановлено, що близькість кінців дефектів 
між собою і наближення їх до межі тіла істотно впливає на значення КІН у 
їхньому околі. Відносні розміри дефектів і кут між їхніми середніми лініями 
можуть істотно впливати на значення частоти резонансу.  
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THE INTERACTION BETWEEN A CRACK AND AN INCLUSION IN A CYLINDRICAL BODY  
UNDER THE LONGITUDINAL SHEAR OSCILLATIONS 
 
A problem on the determination of the stress state in an infinitely long cylinder of 
arbitrary cross-section under the longitudinal shear oscillations is solved with account 
for the interaction between the through defects (i.e., a crack and a thin rigid inclusion). 
The employed method allows for the satisfaction of the conditions on the surfaces of 
defects along with satisfying the conditions of time-harmonic loading on the surface of 
the cylinder. Approximate formulas are obtained for calculating stress intensity factors. 
These formulas are used to analyze the influence of geometric parameters of the cross-
sectional geometry of the cylinder on the resonance frequencies. 

Key words: infinitely long cylinder, crack, inclusion, harmonic oscillations, stress 
intensity factors, resonance effect. 
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