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ВИЗНАЧЕННЯ ДВОВИМІРНИХ НАПРУЖЕНЬ БІЛЯ ЖОРСТКИХ 
ВКЛЮЧЕНЬ В АНІЗОТРОПНОМУ СЕРЕДОВИЩІ НА 
ОСНОВІ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ШЕРМАНА ТА РОЗВ’ЯЗКІВ ҐРІНА 
 

Побудовано регуляризовані інтегральні рівняння типу Шермана для плоскої 
анізотропної задачі теорії пружності при заданих на межах отворів перемі-
щеннях. Інтегральне зображення загального розв’язку записано через комп-
лексні потенціали Лехницького з використанням теореми Коші, а для пів-
площини і смуги – з додатковим застосуванням розв’язків Ґріна. Встанов-
лено властивості побудованого розв’язку. На основі підходу Шермана додано 
регуляризувальні складові, які дозволяють знаходити однозначний розв’язок 
числовими методами. З використанням розробленого підходу визначено 
пружні напруження у смузі за розтягу через жорсткі накладки. Виконано 
дослідження напружень біля циліндричних жорстких включень для ізотроп-
них матеріалів і масиву порід із алевроліту. Досліджено також взаємовплив 
включень на розподіл напружень. 

Ключові слова: анізотропна смуга, включення, напружений стан, розв’язки Ґріна, 
метод інтегральних рівнянь. 

 
Вступ. Метод граничних інтегральних рівнянь (МГІР) широко викорис-

товується для дослідження напружено-деформованого стану (НДС) ізотроп-
них і анізотропних багатозв’язних пластин. У літературі найбільш детально 
вивчено першу основну задачу, коли на межах отворів задано зусилля [13–
15]. Задачі визначення НДС анізотропних пластинок із заданими на межах 
отворів переміщеннями (зокрема, з жорсткими включеннями) вивчено мен-
шою мірою. У праці [2] для розв’язування таких задач застосовано метод 
рядів у поєднанні з методом конформних відображень. Реалізація цього 
підходу істотно ускладнюється для областей складної форми, коли у відоб-
ражувальній функції утримують велику кількість членів ряду. Метод Лех-
ницького, в тому числі у поєднанні з методом інтегральних рівнянь, вико-
ристовували в роботах [3, 7, 9, 10]. 

При безпосередньому застосуванні зображення Соміліано для задач 
пружності із заданими на межах отворів переміщеннями отримують інтег-
ральні рівняння з логарифмічною особливістю у ядрах [13]. Числове розв’я-
зування таких рівнянь може призвести до значних похибок при розгляді 
областей складних форм, коли необхідно вводити велику кількість вузлових 
точок. У працях [4, 12] побудовано сингулярні інтегральні рівняння на ос-
нові потенціалів Лехницького та теореми Коші, які є особливо ефективними 
при розгляді задач з жорсткими включеннями. При розв’язуванні склад-
ніших задач у рівняння входять сингулярні інтеграли, що ускладнює реа-
лізацію підходу. 

При дослідженні напружень для другої основної плоскої задачі теорії 
пружності широко використовують простіші інтегральні рівняння типу 
Шермана [8]. У цій статті побудовано такі рівняння для анізотропного сере-
довища. Проведено регуляризацію отриманих рівнянь шляхом введення 
додаткових складових, аналогічно, як це реалізовано у праці [8]. Розглянуто 
крайові задачі для півплощини і смуги з включеннями на основі розв’язку 
Ґріна. Розв’язування виконано чисельно методом механічних квадратур. 

Гірські масиви часто мають анізотропні механічні характеристики. До-
слідження напружень у таких масивах проведено тільки в окремих роботах 
[7, 15]. У цій роботі виконано дослідження напружень біля жорстко під-
кріплених циліндричних порожнин і їхніх систем з ізотропними і трансвер-
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сально-ізотропними механічними характеристиками. 
1. Постановка задачі. Розглянемо нескінченне анізотропне пружне се-

редовище, яке займає область D  з отворами, обмеженими контурами jL , 

1, ,j J= … . Приймемо, що отвори займають області jD , та позначимо через 

jC  їх центри ваги. Приймемо також, що на межах отворів задано перемі-

щення ( , )D Du v , середовище навантажене зосередженими силами та рів-

номірно навантажене на нескінченності. Будемо вважати відомими ( , )j jX Y  і 

jM  – головний вектор і головний момент відносно точок jC  усіх сил, при-

кладених до граничних контурів jL , 1, ,j J= … . 

Розв’язок задачі теорії пружності виразимо через потенціали Лехниць-
кого 1( )zΦ , 2( )zΨ , де m mz x s y= + . Тут ms , 1, 2m = , – корені з додатною 

уявною частиною характеристичного рівняння [3] 

 4 3 2
11 16 12 66 26 222 (2 ) 2 0s s s sα − α + α + α − α + α = , 

де коефіцієнти ijα , , 1,2,6i j = , є пружними сталими матеріалу у випадку 

плоского напруженого стану. При розгляді плоского деформованого стану ці 
коефіцієнти визначаються через пружні сталі за наведеними в [3] співвід-
ношеннями. 

Для визначення потенціалів необхідно задовольнити умови на межах 
отворів [3, 11] 

 1 1 1 2 2 22Re ( ) ( )L L Dp z z p z z U′ ′Φ + Ψ =[ ] , 

 1 1 1 2 2 22Re ( ) ( )L L Dq z z q z z V′ ′Φ + Ψ =[ ] , (1) 
де 

 i
i

dz
z

ds
′ = , D

D

du
U

ds
= , D

D

dv
V

ds
= ,  

 2
11 16 12i i ip s s= α − α + α , 22

12 26i i
i

q s
s

α
= α − α + , 1,2i = . 

Тут і далі дугова координата s  зростає при русі вздовж межі в на-
прямку, за якого область D  залишається зліва та інтегрування буде прово-
дитись у цьому ж напрямку. 

При відомих переміщеннях на межах отворів для ізотропних матеріа-
лів ефективними виявились інтегральні рівняння типу Шермана [8]. Побу-
дуємо такі рівняння для анізотропних пластинок. Для цього введемо в роз-
гляд обмежені пластинки, які займають області jD , 1, ,j J= … . Приймемо, 

що на їхніх межах jL  задано переміщення ( , )Du x y , ( , )Dv x y , ( , ) jx y L∈ . 

Переміщення, які виникають при цьому в областях jD , позначимо через 

( , )u v− − , а відповідний їм вектор напружень на граничному контурі – через 

( , )X Y− − .  

На контурах jL  вектор переміщень є неперервним, а вектори 

напружень мають стрибки DP X X−= − , DQ Y Y−= − . 
Розглянемо внутрішню або зовнішню область відносно довільного замк-

неного контуру Γ . Позначимо граничні значення векторів переміщень і на-
пружень на контурі Γ  для цієї області через ( , )u v  і ,X YΓ Γ( ) . 

Тоді на контурі Γ  справджуються співвідношення [12]  

 1 1 1 2 2 2
1 2

1 1 2 2

( ) ,     ( )
v s u p X q Y v s u p X q Y

z z
z z

Γ Γ Γ Γ
′ ′ ′ ′− + + + − + + +

Φ = Ψ =′ ′∆ ∆
, 
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де /u du ds′ = , /v dv ds′ = , 

 1 11 1 2 1 1 1 2 2 11 2 1 2 1 2 2( )( )( ),      ( )( )( )s s s s s s s s s s s s∆ = α − − − ∆ = α − − − . 

Звідси випливає, що на контурах jL , 1, ,j J= … , потенціали Лехницького 

мають стрибок  

 1 1 2 2

1 1 2 2

,         
p P q Q p P q Q

z z
+ − + −+ +

Φ − Φ = Ψ − Ψ =′ ′∆ ∆
, 

де граничні значення потенціалів на контурі в області D  відмічено знаком 
«+», а в області jD  – знаком «–», відповідно, P , Q  – невідомі функції. 

Тоді на основі теореми Коші, аналогічно, як у праці [12], для потен-
ціалів Лехницького отримаємо інтегральні зображення типу Шермана у 
вигляді  

 1 1 1( ) ( ) ( )L Dz z zΦ = Φ + Φ , 

 2 2 2( ) ( ) ( )L Dz z zΨ = Ψ + Ψ , (2) 
де  

 1 3 1 4 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )L
L

z z T P s z T Q s dsΦ = Φ + Φ∫ [ ] , 

 2 3 2 4 2( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )L
L

z z T P s z T Q s dsΨ = Ψ + Ψ∫ [ ] , 

2 2( ) ( )ds d d= ξ + η , T  – точка, за якою проводиться інтегрування, 

( , )T Lξ η ∈ , 1 JL L L= + +… , 

 1 2 1,2 1,2
1 1 2 2

            ( , ) , ( , ) , 3, 4,k k
k k

A B
z T z T k t s

z t z t
Φ = − Ψ = − = = ξ + η

− −
, 

 1 1 2 2
3 4 3 4

1 1 2 2
,     ,     ,     

2 2 2 2
ip iq ip iq

A A B B= − = − = − = −
π∆ π∆ π∆ π∆

. (3) 

Потенціали DΦ , DΨ  – розв’язок задачі теорії пружності для суцільної 
площини, навантаженої прикладеними зосередженими силами та зусилля-
ми на нескінченності. 

2. Властивості розв’язку (2). 
І. Знайдемо головний вектор сил, прикладених до контуру jL , які 

відповідають потенціалам (2). Для цього проведемо замкнений контур Γ  в 
області D  навколо меж jL , 1, ,j J= … . Вектор напружень на цьому контурі 

визначається за формулами [3] 

 [ ]1 1 2 22Re ( ) ( )L LY z z z zΓ
′ ′= − Φ + Ψ , 

 [ ]1 1 1 2 2 22Re ( ) ( ) ,       ( , )L LX s z z s z z x yΓ
′ ′= Φ + Ψ ∈ Γ . (4) 

Головний вектор сил ( , )x yP P , який відповідає вектору напружень 

( , )X YΓ Γ , визначається за формулами  

 1 1 1 2 2 22Re ( ) ( )x L LP s z z ds s z z dsΓ Γ
Γ Γ

 ′ ′= Φ + Ψ 
 

∫ ∫ , 

 1 1 2 22Re ( ) ( )y L LP z z ds z z dsΓ Γ
Γ Γ

 ′ ′= − Φ + Ψ 
 
∫ ∫ . 

На основі теореми про лишки маємо  
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 3 1 4 1 1 1
1

1

j j

L
L L

z ds P z ds Q z ds ds p P q Q dsΓ Γ Γ
Γ Γ Γ

 ′ ′ ′Φ = Φ + Φ = − +  ∆ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ( ) , 

 1 2 3 2 2 2 2 2
2

1

j j

L
L L

z ds P z ds Q z ds ds p P q Q dsΓ Γ Γ
Γ Γ Γ

 ′ ′ ′Ψ = Ψ + Ψ = − +  ∆ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ( ) . 

Звідси знаходимо  

 11 21 10 20( ) ,       ( )x yP s P s Q ds P s P s Q ds
Γ Γ

= − + = +∫ ∫ , 

де  

 1 1 2 2 1 1 2 2
1 2

1 2 1 2
2Re ,      2Re ,    0,1

k k k k

k k

p s p s q s q s
s s k   = + = + =   ∆ ∆ ∆ ∆   

. 

На основі [11, 12] маємо 10 21 0s s= = , 11 1s = , 20 1s = − . Тоді 

 ,       x yP P ds P Q ds
Γ Γ

= − = −∫ ∫ . 

Спрямовуючи контур Γ  до контуру jL , встановлюємо умови  

 ,      ,     1, ,

j j

j j
L L

X P ds Y Q ds j J= = =∫ ∫ … . (5) 

Аналогічно можна довести, що головний момент відносно точки 

,C C
j j jC x y( )  (центр ваги області jD ) визначається як 

 ,      1, ,

j

C C
j j j

L

M y y P x x Q ds j J = − − − = 
 ∫ …( ) ( ) . (6) 

Таким чином, невідомі функції P , Q  повинні задовольняти умови (5), (6). 
ІІ. Знайдемо інтеграли від похідних від переміщень на вказаному кон-

турі Γ , які відповідають потенціалам (2). З використанням формули (1) 
маємо 

 1 1 1 2 2 22Re ( ) ( )u ds p z z ds p z z dsΓ Γ
Γ Γ Γ

 ′ ′ ′= Φ + Ψ 
 

∫ ∫ ∫ , 

 1 1 1 2 2 22Re ( ) ( )v ds q z z ds q z z dsΓ Γ
Γ Γ Γ

 ′ ′ ′= Φ + Ψ 
 

∫ ∫ ∫ . (7) 

Звідси при 1, ,j J= …  знаходимо  

 20 11

j jL L

u u ds r P r Q ds′= = − +∫ ∫[ ] ( ) , 

 11 02

j jL L

v v ds r P r Q ds′= = − +∫ ∫[ ] ( ) , 

де 

 
2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2

20 11 02
1 2 1 2 1 2

2Re ,   2Re ,   2Re
p p p q p q q q

r r r     = + = + = +     ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆     
. 

На основі [11, 12] маємо 

 20 11 02 0r r r= = = . 

Звідси випливають умови, які задовольняються тотожно 

 0,    0,   1, ,

j jL L

u ds v ds j J′ ′= = =∫ ∫ … . (8) 
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3. Інтегральні рівняння для знаходження функцій P , Q  отримуємо з 
умови, що вектор переміщень на межах отворів дорівнює заданому [11]. 
Припускаємо при цьому, що межа кожного з отворів може повертатись як 
жорстка. Підставляючи потенціали (2) у співвідношення (1) і враховуючи 
формули Сохоцького – Племеля, отримуємо систему рівнянь 

 1 1 1 2 2 2 12Re ( ) ( )L L j
dy

p z z p z z H f
ds

′ ′Φ + Ψ + = − ω%%[ ] , 

 1 1 1 2 2 2 22Re ( ) ( ) ,    ( , )L L j
dxq z z q z z H g x y L
ds

′ ′Φ + Ψ + = + ω ∈%%[ ] , (9) 

де LΦ% , LΨ%  – потенціали (2), у яких інтеграли розглядаються у сенсі голов-
ного значення за Коші, 

 1 20 11 2 11 21/2,      /2H Pr Qr H Pr Qr= + = +( ) ( ) , 

 1 1 1 2 2 2( , ) 2Re ( ) ( )D D Df U x y p z z p z z′ ′= − Φ + Ψ[ ] , 

 1 1 1 2 2 2( , ) 2Re ( ) ( )D D Dg V x y q z z q z z′ ′= − Φ + Ψ[ ] . 
У системі рівнянь (9) до заданих на контурах переміщень додано пово-

рот меж кожного з отворів як жорсткого цілого на невідомий кут jω , який 

далі будемо визначати з умови, що є відомим момент, прикладений до межі. 
На основі [12] маємо 1 2 0H H= = . 
Підставляючи потенціали (2) в умови (9), отримаємо рівняння 

 1 2( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )L L

L

U Z T P T U Z T Q T ds g Z+ =∫ [ ] , 

 1 2( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )L L

L

V Z T P T V Z T Q T ds f Z+ =∫ [ ] , 

 ,       1, ,

j

C C
j j j

L

y y P x x Q ds M j J − − − = = 
 ∫ …( ) ( ) , (10) 

де ( , )L
jU Z T , ( , )L

jV Z T  – похідні від переміщень у точці ( , )Z x y L∈ , які ви-

значаються за формулами (1) через комплексні потенціали 1( , )j z TΦ , 

2( , )j z TΨ , 1, ,j J= … , ( , )T Lξ η ∈ . 

На основі наведених вище властивостей вибраного загального розв’язку 
інтегральні рівняння мають власні розв’язки і, крім цього, повинні викону-
ватись умови (5), (6). Для розв’язування такого типу рівнянь використаємо 
використаємо підхід Шермана [8]. Для цього до загального розв’язку (2) (до 
потенціалів LΦ  і LΨ ) справа додамо  

 1 1 1 2 1
1

( ) ( , ) ( , )
J

j j j j
j

z P z C Q z C∆ ∆
∆

=

Φ = Φ + Φ∑ [ ] , 

 2 1 2 2 2
1

( ) ( , ) ( , )
J

j j j j
j

z P z C Q z C∆ ∆
∆

=

Ψ = Ψ + Ψ∑[ ] , (11) 

де jP∆ , jQ∆  – невідомі сталі величини, а функції kΦ , kΨ , 1,2k = , визна-

чаються за формулами (3), у яких 

 1 2
1 2 1 2

1 1 2 2
,    ,    ,    

2 2 2 2
is isi iA A B B= − = = − = −
π∆ π∆ π∆ π∆

. 

Функції kΦ , kΨ , 1,2k = , є дислокаційними розв’язками [12], тобто 
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такими, які при повному обході навколо точок jC  визначають переміщення, 

які мають стрибок. Тоді у правих частинах рівнянь (10) необхідно замінити 
( )f Z , ( )g Z  відповідно на ( ) ( )f Z f Z∆+ , ( ) ( )g Z g Z∆+ , де 

 1 2 1 2
1 1

( ) ( ) ,    ( ) ( )
J J

j j j j j j j j
j j

f P V Z Q V Z g P U Z Q U Z∆ ∆ ∆ ∆
∆ ∆

= =

= + = +∑ ∑[ ] [ ] , 

( )L
kjU Z , ( )L

kjV Z  – похідні від переміщень у точці ( , )Z x y L∈ , які визнача-

ються за формулами (1) через відповідні комплексні потенціали 1( , )k jz CΦ , 

2( , )k jz CΨ , 1,2k = . 

Сталі jP∆ , jQ∆  пов’яжемо із функціями P , Q : 

 ,       

j j

j j j j
L L

P P ds X Q Q ds Y∆ ∆= − = −∫ ∫ . (12) 

Можна перевірити, що, якщо знайти розв’язок змінених таким чином 
інтегральних рівнянь (10), то, замість встановлених вище тотожностей, на 
кожному з контурів jL  отримаємо рівняння 

 0,       0,       1, ,j jP Q j J∆ ∆= = = … , 

тобто будуть задовольнятись умови (5). 
Розв’язування інтегральних рівнянь (10) проведено на основі квадра-

турних формул для регулярних і сингулярних інтегралів на замкнених кон-
турах, наведених у [5, 11]. 

Побудований вище розв’язок можна узагальнити і на випадок областей 
складніших форм за допомогою розв’язків Ґріна. Зокрема, запишемо інтег-
ральні рівняння для півплощини 0y <  з отворами на основі розв’язку Ґрі-
на. Такі рівняння отримуємо, якщо у співвідношеннях (2) і (11) покласти [4] 

 1 1 1
1 1 1 1 1 2

( ) k kk
k

A A Bz
z t z t z t

 Φ = − + α + β − − − 
, 

 2 2 2
2 2 2 1 2 2

( ) k kk
k

B A Bz
z t z t z t

 Ψ = − + α + β − − − 
, 1, , 4k = … , 

де 

 1 2 1 1
1 2

1 1
,     

s s s s− −
α = α =

δ δ
, 

 2 2 1 2
1 2 1 2 1

1 1
,     ,     

s s s s
s s

− −
β = β = δ = −

δ δ
. 

Крім цього, приймаємо, що потенціали DΦ , DΨ  є розв’язком задачі 
теорії пружності для суцільної півплощини з вільною від навантаження 
межею за дії прикладених до тіла зусиль. 

При використанні розв’язків Гріна умови на горизонтальній межі вико-
нуються автоматично. 

Функції 3,4Φ , 3,4Ψ  для смуги наведено в [6]. 

4. Результати обчислень.  
4.1. Розтяг смуги з включенням. Розглянемо бор-епоксидну [6] смугу 

0H y− < <  з круговим центральним включенням радіуса R . Приймаємо, 
що смуга розтягується зусиллями p , її межі вільні від навантажень. Роз-
в’язок подамо у вигляді суми двох складових. Перша складова – це на-
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пруження у суцільній смузі 0
x pσ = , 0 0yσ = , 0 0xyτ = . Переміщення в цій 

смузі будуть  

 0 0 0
0 0,       x xy yu x y v y= ε + γ = ε , 

де 

 0 0 0 0
11 12 16x x y xya a aε = σ + σ + τ , 

 0 0 0 0
21 22 26y x y xya a aε = σ + σ + τ , 

 0 0 0 0
61 62 66xy x y xya a aγ = σ + σ + τ . 

Друга складова – коригувальний розв’язок, визначення якого зводить-
ся до розгляду крайової задачі (1), у якій 

 0 0 0,      D x xy D y
dy dydxU V

ds ds ds
 = − ε + γ = − ε 
 

, 

та приймається, що включення не навантажене. 
На рис. 1 наведено результати обчислень відносних нормальних напру-

жень /n pσ = σ . Суцільним лініям відповідає випадок, коли жорсткість ма-

теріалу є максимальною у вертикальному напрямку, а штриховим – у го-
ризонтальному. Криві обчислено для значень відношення діаметра вклю-
чення до ширини смуги 2 / 0, 0.5, 0.8R H = . Тут і далі кутовій координаті 

90θ = − ° відповідає найвища точка на колі, і ця координата зростає при 
русі за годинниковою стрілкою.  

 

Рис. 1. Розтяг бор-епоксидної смуги з круговим включенням. 

На рис. 1 бачимо, що найбільші напруження біля включення виникають 
при малих розмірах включення. При збільшенні розмірів включення нор-
мальні напруження зменшуються. За максимальної жорсткості матеріалу у 
вертикальному напрямку напруження є значно більшими за величиною, 
ніж у випадку, коли у цьому напрямку жорсткість мінімальна.  

Виконано розрахунки для ізотропного матеріалу з коефіцієнтом Пуас-
сона 0.3ν =  і малому радіусі включення (при / 0.01R H = ). Обчислені відне-
сені до p  максимальні нормальні і кільцеві напруження при виборі 80-ти 
вузлових точок становлять 1.477 і 0.6299. Ці значення добре узгоджуються 
із отриманими на основі аналітичного розв’язку [3] даними 1.4778 і 0.6333. 

4.2. Розтяг смуги силами, прикладеними до включень. Розглянуто 
бор-епоксидну смугу з двома круговими включеннями радіуса 0.25R H=  з 

центрами в точках ( , 0.5 )mH H± − . До центрів включень прикладено зосе-

реджені сили ( ,0)P− , ( ,0)P . Відносні нормальні напруження /n PHσ = σ  на 

межі правого включення, обчислені при значеннях 0.5, 1, 100m = , наведено 
на рис. 2. Суцільні криві відповідають випадку, коли жорсткість є макси-
мальною у вертикальному напрямку, а штриховими – у горизонтальному. 
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Рис. 2. Відносні нормальні напруження на межі правого 
включення при розтягу силами P . 

При малих відстанях між включеннями, 1m < , найбільші напруження 
на їхніх межах виникають в областях, ближчих до центра смуги, при цьому 
у віддалених точках напруження практично відсутні. При зростанні відста-
ні між включеннями максимальні напруження на межі зменшуються. Най-
менші напруження виникають при великих відстанях між включеннями, 
причому ці напруження є меншими, ніж усереднені по товщині смуги. 

На рис. 3 наведено нормальні відносні напруження x PHσ /  у верти-

кальному перерізі між включеннями для значень 0.5, 1, 2m = . 

 

Рис. 3. Напруження між включеннями. 

При відстанях між включеннями, більшими ніж дві товщини (при 
1m ≥ ), напруження в області між включеннями є приблизно сталими і 

дорівнюють напруженням у суцільній смузі у випадку, коли максимальною 
є жорсткість у вертикальному напрямку, та при відстанях між включен-
нями, більшими ніж чотири товщини (при 2m ≥ ), за максимальної жорст-
кості у поздовжньому напрямку. При менших відстанях, 1m < , напружен-
ня істотно відмінні від усереднених по товщині смуги.  

4.3. Гравітаційні напруження в однорідному тілі подамо у вигляді 
(вісь Oy  напрямлена у вертикальному напрямку) [1]: 

 0 0 0 0,      ,      0y y y xyyσ = γ σ = λσ τ = , (14) 

де γ  – питома вага тіла. 

 Коефіцієнт бокового тиску λ  визначають експериментально [1]. Часто 
використовують гіпотезу Динника, згідно з якою в однорідному масиві ви-
никають тільки вертикальні переміщення, і для ізотропного матеріалу за 
плоскої деформації маємо (1 )λ = ν − ν/ . 

Переміщення для ортотропного матеріалу будуть 

 2 2
11 22 11,      2u a yx v a y a x= λγ = γ − λγ( )/ . 
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Напруження у масиві з включеннями подамо у вигляді суми гравіта-
ційних напружень (14) і коригувального розв’язку. Коригувальний розв’я-
зок виразимо через потенціали Лехницького 1( )zΦ , 2( )zΨ , які визначаються 
із крайових умов (1), коли  
 ( )11 22 11,     D DU a y x xy V a yy a xx′ ′ ′ ′= − λγ + = − γ + λγ , 

де /x dx ds′ = , /y dy ds′ = . 

Розглянемо півплощину 0y < , яка перебуває під дією власної ваги і в 
якій виникає плоский деформований стан. Приймаємо, що включення має 
кругову форму радіуса R , центр розміщений в точці (0, )H− , матеріал 
ізотропний з коефіцієнтом Пуассона 0.3ν = . Також приймаємо, що питома 
вага включення і основного матеріалу є однаковими. На рис. 4 наведено 
обчислені відносні нормальні напруження /n Hσ γ  (суцільні криві) і кільцеві 

напруження / Hθσ γ  (штрихові криві) на межі включення для значень відно-

шення радіуса включення до глибини / 0.1, 0.25, 0.5, 0.75R H = .  

 

Рис. 4. Напруження біля включення в ізотропному матеріалі 
від дії власної ваги. 

На рис. 4 бачимо, що найбільші стискувальні напруження виникають 
біля нижньої частини включення. Ці напруження зростають при збільшенні 
розмірів включення. Кільцеві напруження за величиною є значно меншими 
ніж нормальні. 

Розглянуто транспортний матеріал алевроліт [1]. Розраховані відносні 
нормальні напруження на межі включення наведено на рис. 5 .Тут суціль-
ним кривим відповідає випадок, коли питома вага основного матеріалу і 
включення є однаковими; штриховим кривим – питома вага матеріалу 
включення є вдвічі меншою; штрихпунктирним кривим – вдвічі більшою. 

 

Рис. 5. Відносні нормальні напруження на межі алевроліту 
з включенням. 

Бачимо, що максимальні нормальні напруження зростають за величи-
ною при збільшенні ваги підсилювального включення. 
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Висновки. Запропоновано підхід до дослідження двовимірних напру-
жень в анізотропних матеріалах з жорсткими включеннями, який базується 
на методі граничних інтегральних рівнянь. Рівняння записано на основі по-
тенціалів Лехницького і теореми Коші. Проведено регуляризацію записаних 
рівнянь методом Шермана. Узагальнено інтегральні рівняння для півплощи-
ни і смуги на основі використання розв’язків Ґріна, за яких умови на пря-
молінійних межах виконуються тотожно. З використанням розробленого 
підходу досліджено напруження у смузі при її розтягу на нескінченності та 
зосередженими силами, які прикладені до включень. Проведено аналіз на-
пружень на межах включень та біля них. Зокрема, встановлено, що напру-
ження на межах включень є меншими, ніж усереднені по ширині смуг. При 
розтягу на нескінченності напруження концентруються в областях, що роз-
міщені в напрямку, протилежному до напрямку дії сил. Найменші за вели-
чиною напруження біля включень виникають при великих відстанях між 
включеннями. 

Визначено пружні напруження біля порожнин у масивах гірських по-
рід, підкріплених жорсткими матеріалами. Досліджено напруження біля 
порожнин, що мають перерізи кругової форми, для ізотропних матеріалів і 
масиву порід із алевроліту з урахуванням власної ваги. Розглянуто різні 
питомі ваги включення. 
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DETERMINATION OF TWO-DIMENSIONAL STRESSES NEAR THE RIGID 
INCLUSIONS IN ANISOTROPIC MEDIUM ON THE BASIS OF THE SHERMAN INTEGRAL 
EQUATIONS AND GREEN’S SOLUTIONS 
 
Regularized Sherman-type integral equations for the plane anisotropic problem of 
elasticity theory with given displacements at the boundaries of holes are constructed. 
The integral representation of the general solution is written via the Lekhnitskii 
complex potentials using the Cauchy theorem and for the half-plane and the band with 
additional application of Green’s solutions. The properties of the constructed solution 
are established. Based on Sherman’s approach, regularizing components are added, 
which allow us to find an unambiguous solution by numerical methods. Using the 
developed approach, the elastic stresses in the band under tension through rigid pads 
are determined. Stress studies near cylindrical rigid inclusions for isotropic materials 
and siltstone rocks are performed. The interaction of inclusions on stress distribution is 
also studied. 

Key words: anisotropic strip, inclusions, stress state, Green’s solutions, method of 
integral equations. 
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