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І. Д. Пукальський* 
 
ЗАДАЧА КОШІ ДЛЯ НЕРІВНОМІРНО ПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ 
ЗІ СТЕПЕНЕВИМИ ОСОБЛИВОСТЯМИ 
 

Досліджується задача Коші для нерівномірно 2b
→

-параболічних рівнянь із 
виродженнями. Коефіцієнти параболічних рівнянь можуть мати степеневі 
особливості довільного порядку за будь-якими змінними на деякій множині 
точок. За допомогою апріорних оцінок і теорем Арцела і Рісса встановлено 
існування та інтегральне зображення єдиного розв’язку поставленої задачі 
Коші. Знайдено оцінки розв’язку задачі Коші та його похідних у гельдерових 
просторах зі степеневою вагою. Порядок степеневої ваги визначається через 

величини порядків степеневих особливостей і вироджень коефіцієнтів 2b
→

-па-
раболічних рівнянь. 

Ключові слова: задача Коші, степеневі особливості, інтерполяційні нерівності, 
гельдерові простори, апріорні оцінки. 

 
Вступ. Важливим питанням у теорії рівнянь із частинними похідними є 

встановлення умов коректності поставлених задач. Особливу увагу в остан-
ні десятиліття приділяють задачам для рівнянь із виродженнями. Рівняння-
ми з виродженнями за просторовими змінними описуються різноманітні 
технологічні процеси. Зокрема, рівняннями із сингулярним оператором 
Бесселя у тілах із симетрією моделюються дифузійні процеси, радіальні 
коливання, тепло-масообмін при вирощуванні монокристалів [7] тощо. 

У монографії [8] у нормованих просторах Діні досліджено параболічні 
системи з оператором Бесселя, які вироджуються на межі області та 
близькі за внутрішніми властивостями до рівномірно параболічних систем. 
Для цих систем вивчено задачу Коші, загальну B -параболічну крайову 
задачу в компактній області, задачу з ваговими крайовими умовами у пів-
просторі. Праця [9] в основному присвячена дослідженню задачі Коші та 
крайових задач для рівнянь і систем рівнянь параболічного типу, коефіці-
єнти яких мають степеневі особливості певного порядку. 

Вивченню властивостей фундаментального розв’язку і встановленню 
коректної розв’язності задачі Коші для параболічних рівнянь із вироджен-
нями за окремими змінними присвячено праці [2, 4, 5]. 

У роботах [3, 10, 12, 13] досліджено задачі в обмежених циліндричних 
областях з нелокальними та інтегральними умовами за часовою змінною 
для параболічних рівнянь зі степеневими особливостями довільного поряд-
ку в коефіцієнтах рівняння і крайової умови за будь-якими змінними на 
деякій множині точок. Класичним розв’язкам крайових задач з імпульсною 
дією для параболічних рівнянь другого порядку, коефіцієнти яких мають 
степеневі особливості, присвячено праці [6, 11]. 

У цій статті розглянемо задачу Коші для 2b
→

-параболічного рівняння зі 
степеневими особливостями довільного порядку в коефіцієнтах за будь-
якими змінними на деякій множині точок. З використанням апріорних оці-
нок і теореми Арцела доведено існування єдиного розв’язку сформульова-
ної задачі та встановлено оцінки його похідних у гельдерових просторах зі 
степеневою вагою. 

1. Постановка задачі і основний результат. Нехай Ω  – деяка обме-
жена область, dim 1nΩ ≤ − , 0t , T  – фіксовані додатні числа, 00 t T< < , 

0( , ) | [ ),0 ( , ) |, , nD t x t x t x t tT x= ∈ ∈ Ω = ∈∪{ } { }R , ,[ )0 nTΠ = × R . 
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В області Π  розглянемо задачу Коші знаходження функції ( , )u t x , яка 
при ( , ) \t x D∈ Π  задовольняє рівняння 

 
| | 2 | | 2

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )k k
t k x k x

k b k b

Lu t x A t x B t x u t x f t x
= <

 
≡ ∂ − ∂ − ∂ = 

 
∑ ∑ , (1) 

де 

 1 2

1 2 1 2,         n

n

kk kk
x nx x x k k k k∂ = ∂ ∂ ∂ = + + +… … , 

i початкову умову за змінною t : 

 (0, ) ( ),       \nu x x x= ϕ ∈ ΩR . (2) 

Степеневі особливості коефіцієнтів диференціального виразу L  у точці 

( , ) \P t x D∈ Π  характеризують функції (1)
1 ,is tβ( )  і (2)

2 ,is xβ( ) : 

 

(2)

0 0(1) (2)
1 2

0

1 ( ) ( ) 1, ,
1 1, 1

, , , ,   
, (, ,) 1

i

i i

t t t t x xs t s x
t t x

β− − ≤ ρ ρ ≤β β =


− > ρ >

=  
 

( ) ( )  

де ( ) inf
z

x x z
∈Ω

ρ = − , (1) (2),i iβ β ∈ R , 1, ,i n∈ …{ } , ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, , , n

ν ν ν νβ = β β β…( ) , 

1,2ν ∈ { } , (1) (2),β = β β( ) . 

Введемо позначення: l , (1)q , (2)q , (1)γ , (2)γ , (1)
0µ , (2)

0µ , (1)

ikµ , (2)

ikµ  – не-

від’ємні дійсні числа, 1, ,i n∈ …{ } ; l[ ]  – ціла частина числа l , = −{ }l l l[ ] ; 

( , )P t x , (1) (1)
1 ,P t x( ) , (2) (2)

2 ,P t x( ) , (1) (2),rH t x( )  – довільні точки з Π , r ∈ 

1,2, ,n∈ …{ } , (1) (1) (1)
1 , , nx x x= …( ) , (2) (1) (1) (2) (1) (1)

1 1 1, , , , , ,r r r nx x x x x x− += … …( ) ; Q  – 

довільна замкнена підобласть Π . Покладемо ( ) ( ) ( ) ( )

1

,
n

i i
i

k kν ν ν ν

=

γ − β = γ − β∑( ) ( ) , 

( ) ( )

1

,
i

n

k i k
i

k kν ν

=

µ = µ∑( ) , 1,2ν ∈ { } . 

Означимо простори, в яких вивчається задача (1), (2). 

( ; ; ; )C qγ β Πl  – множина функцій ( , )u t x Q∈ , які мають неперервні 

частинні похідні в області \Q D  вигляду j k
t xu∂ ∂ , 2bj k+ ≤ l[ ] , для яких є 

скінченною норма 

 2
2

; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ;bj k
bj k

u q u q u q+
+ ≤

γ β Π = γ β Π + γ β Π∑l l
l[ ]

, 

де  

 0 0; ; ; 0; sup ( ) ;
P Q

u u P u
∈

γ β Π = ≡ Π , 

 (1) (2) (1)
1 2 12; ; ; ; sup , , 2 ,bj k

P Q
u q s q t s q x s bj k t+

∈

γ β Π = + γ ×
( ) ( ) (( ) )  

 (2) (1) (2)
2 1 2

1

2 , ( ) , ,
n

j k
t x i i i i

i

s bj k x u P s k t s k x
=

× + γ ∂ ∂ − β − β ∏(( ) ) ( ) ( ) , 

 
1

(1) (1) (2) (1) (1)
1 2 1

( , )2 1

; ; ; ; sup , , ,
r

n

P H Qbj k r

u q s q t s q x s t
⊂+ = =

 γ β Π = γ × 
∑ ∑ %( ) ( ) ( )l

l
l

[ ]

[ ]  
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 (2) (1) (1) (2)
2 1 2

1

, , ,
n

i i i i
i

s x s k t s k x
=

× γ − β − β ×∏% %( ) ( ) ( )l[ ]  

 (1) (1) (1) (2) (2)
1 2, ,r rs t s x× γ − β γ − β ×%{ } { }( ( ) ) ( ( ) )l l  

 (1) (2)
1( ) ( )j k j k

r r t x t x rx x u P u H
− × − ∂ ∂ − ∂ ∂ + 

{ }l
 

 
2

(1) (2) (2)
1 2

( , )2 1

sup , ,
r

n

P H Qbj k r

s q t s q x
⊂+ = =

+ 


×∑ ∑ %( ) ( )
l[ ]

 

 (1) (2) (2) (1) (2) (2)
1 2 1 2

1

, , , ,
n

i i i i
i

s t s x s k t s k x
=

γ γ − β − β× ×∏% %( ) ( ) ( ) ( )l l  

 2(1) (2)
2( ) ( )b j k j k

t x t x rt t u P u H
− × − ∂ ∂ − ∂ ∂ 



{ }l

, 

 (1) (2)
1 1 1( , ) min ( , ), ( , )s q t s q t s q t=% { } , 

 (1) (2)
2 2 2( , ) min ( , ), ( , )s q x s q x s q x=% { } . 

Дослідження задачі (1), (2) будемо проводити за таких умов.  
1°) для коефіцієнтів рівняння (1): 

 (1) (2)
1 2

1

( , ) , , ( ; ; 0; )
n

k i i i i
i

A t x s k t s k x Cα

=

β β ∈ γ β Π∏ ( ) ( ) , 

 (1) (2)
1 2

1

( , ) , , ( ; ;0; ),    1 2 1
i i

n

k i ik k
i

B t x s k t s k x C k bα

=

µ µ ∈ γ β Π ≤ ≤ −∏ ( ) ( ) , 

 (1) (2)
0 1 0 2 0 0( , ) , , ( ; ;0; ),     ( , )B t x s t s x C B t x Kαµ µ ∈ γ β Π ≤ < ∞( ) ( ) , 

і виконується умова рівномірної параболічності [15, с. 9] для рівняння 

 (1) (2)
1 2

2 1

( , ) , , ( , ) ( , )
n

k
t k i i i i x

k b i

A t x s k t s k x u t x f t x
= =

 ∂ − β β ∂ =  ∑ ∏ ( ) ( ) . (3) 

2°) ( , ) ( ; ;2 ; )f t x C bα∈ γ β Π , 2( ) ; ; 0;b nx C +αϕ ∈ γ β%%( )R , (2)0,β = β% ( ) , (2)0,γ = γ% ( ) , 
( ) ( ) ( )

( ) 0max max ,max ,
22

ii ik
i

i i

k

bb k

ν ν ν
ν ν

µ − β µ γ = β − 

( )
, 1,2ν ∈ { } . 

Справджується така  
Теорема 1. Нехай для задачі (1), (2) виконуються умови 1°, 2°. Тоді 

існує єдиний розв’язок задачі (1), (2) із простору 2 ( ; ; 0; )bC +α γ β Π  і вико-
нується нерівність 

 2 2
; ; ; 0; ; ; ;0; ; ; ;2 ;n

b b
u C f b+α α+α

 γ β Π ≤ ϕ γ β + γ β Π 
 

%% R . (4) 

Якщо, крім того, ( ; ; 0; )f Cα∈ γ β Π , то єдиний розв’язок задачі (1), (2) в 

області Π  визначається інтегралами Стілтьєса з борелівською мірою: 

 
0

( , ) ( , ; , ) ( , ) ( , ; 0, ) ( )
n n

t

u t x Z t x d d f Z t x d= τ ξ τ ξ + ξ ϕ ξ∫ ∫ ∫
R R

. (5) 

Для д о в е д е н н я  теореми 1 встановимо спочатку розв’язність 
допоміжних задач Коші з гладкими коефіцієнтами. З множини одержаних 
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розв’язків виділимо збіжну підпослідовність, граничне значення якої буде 
розв’язком задачі (1), (2). 

2. Інтерполяційні нерівності та оцінка розв’язків допоміжних задач 

Коші. Нехай ( ) 1 1
1 1 2 2, | (1, ) , (1, )m t x s t m s x m− −Π = Π ∈ Π ≥ ≥∩ { } , 1 2( , )m m m= , 

1im > , 1, 2i ∈ { } , – послідовності областей, які при im → ∞  збігаються 

до Π . 
Розглянемо в області Π  задачу знаходження розв’язків рівняння 

 1
2 2 1

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )k k
m t k x k x m

k b k b

L u t x a t x b t x u t x
= ≤ −

 ≡ ∂ − ∂ − ∂ =  ∑ ∑  

 ( , )mf t x= , (6) 

які задовольняють при 0t = +  початкову умову  

 (0, ) ( )m mu x x= ϕ . (7) 

Тут коефіцієнти ka , kb  і функції mf , mϕ  в областях mΠ  співпадають 

з kA , kB  та f , ϕ  відповідно, а в областях \ mΠ Π  є неперервним продов-

женням коефіцієнтів kA , kB  і функцій f , ϕ  з областей mΠ  в області 

\ mΠ Π  зі збереженням гладкості та норми [14, с. 82]. 

Позначимо через ( ; ; ; )H qγ β Πl  сукупність функцій простору ( )C Πl  з 

нормою ; ; ; ;mu qγ β Π l , еквівалентною при фіксованих 1m , 2m  гельдеровій 

нормі, яка визначається так само, як і ; ; ; ;u qγ β Π l , тільки замість функцій 
(1)

1 ,s a t( ) , (2)
2 ,s a x( )  беремо відповідно (1)

1 ,d a t( ) , (2)
2 ,d a x( ) : 

 

(1)

(1)

(1) (1)
1 1(1)

1
(1) (1)

1 1

max , , 0,
,

min , , ,, 0

,a

a

s a t m a
d a t

s a t m a

−

−

≥
=

<





( ( ) )
( )

( ( ) )
 

 

(2)

(2)

(2) (2)
2 2(2)

2
(2) (2)

2 2

max , , 0
,

min , , , 0.

, ,a

a

s a x m a
d a x

s a x m a

−

−

≥
=

<





( ( ) )
( )

( ( ) )
 

Встановимо інтерполяційні нерівності для норми ; ; ; ;mu qγ β Π l . 

Лема. Нехай ( ; ;0; )mu H∈ γ β Πl . Тоді для (0,1)ε ∈%  існує така стала 

( )C ε% , що виконуються нерівності 

 
2 0

; ; ; 0; ; ; ;0; ( ) ;m m mbj k
u u C u−λ

+ ≤λγ β Π ≤ ε γ β Π + ε Π% %l
l , 

 λ < l . (8) 

Д о в е д е н н я .  Нехай ( , )P t x  – довільна фіксована точка в об-
ласті Π , 

 
2

(1) (1) (2)
1 2( , ) |  2 , 2 , ,

2

b
t d b t d b x

b
 εΠ = τ ξ − τ ≤ γ γ


( ) ( )  

 (1) (1) (2) (2)
1 2, , , 1,2, ,

2r r r rx d t d x r n
ε− ξ ≤ γ − β γ − β ∈ 


…{ }( ) ( ) . 

На гіперплощині t = τ  розглянемо точки (1)
1 ,P τ ξ( ) , (2)

2 ,P τ ξ( ) , 
(1) (1) (1)

1 , , nξ = ξ ξ…( ) , (2) (1) (1) (2) (1) (1)
1 1 1, , , , , ,r r r n− +ξ = ξ ξ ξ ξ ξ… …( ) , для яких (2) (1)

r rξ − ξ =  
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(1) (1) (2) (2)
1 2, ,r rd t d x= ε γ − β γ − β( ) ( ) . 

За теоремою про «середнє», існує точка (3)
3 ,P τ ξ( )  така, що при 

2 1bj k+ = −l[ ]  маємо 

 1 2( ) ( )j k j k
t x m t x mu P u P∂ ∂ − ∂ ∂ =  

 (1) (1) (2) (2)
1 2 3, , ( )

r

j k
r r t x md t d x u Pξ= ε γ − β γ − β ∂ ∂ ∂( ) ( ) . 

Оскільки ( ; ;0; )mu H∈ γ β Πl , точка P  довільна і 

 (1) (1) (2) (2) (3) (1) (1) (2) (2)
1 2 1 2, , 2 , ,r r r rd d d t d xγ − β τ γ − β ξ ≤ γ − β γ − β( ) ( ) ( ) ( ) , 

то 

 (1) (2) (3) (1) (1)
1 2 12 , 2 , ,rd bj k d bj k d+ γ τ + γ ξ γ − β τ ×(( ) ) (( ) ) ( )  

 (2) (2) (3) (1) (2) (3)
2 1 2

1

, , ,
n

r i i i i
i

d d k d k
=

× γ − β ξ − β τ − β ξ ×∏( ) ( ) ( )  

 
3 3 1

2( ) ; ; ; 0;j k
t x m mu P uξ −× ∂ ∂ ∂ ≤ γ β Π

ε l[ ] . (9) 

Нехай 2bj k+ = [ ]l , (1) (1) (1)
4 ,P τ ξ ∈ Π( ) , 

2
(1) (1) (2)

1 22 , 2 ,
2

b
d b t d b x

b
ετ − τ ≤ γ γ( ) ( ) . 

Враховуючи нерівність 

 4 3 1 3( ) ( ) ( ) ( )j k j k j k j k
t x m t x m t x m t x mu P u P u P u P∂ ∂ ≤ ∂ ∂ + ∂ ∂ − ∂ ∂ ×  

 (1) (1) (2) (2) (1) (3)
1 2, ,r r r rd t d x

−
× ε γ − β γ − β ξ − ξ +

{ }
{ } { }( ( ) ) ( ( ) )

l
l l  

 (1)
4 1 1( ) ( ) 2 ,

2
j k j k
t x m t x mu P u P d b t

b
  + ∂ ∂ − ∂ ∂ ε γ ×  

  
l  

 
2(2) (1)

2 2 ,
2

b
d b x

b
−  × γ τ − τ  

  

{ }ll /
, 

маємо 

 
1

; ; ; 0; ; ; ; 0; ; ; ;0;m m m
Cu u uα

−γ β Π ≤ ε γ β Π + γ β Π
εl l l[ ] [ ] . (10) 

Аналогічно встановлюємо нерівність  

 
1 2

; ; ; 0; ; ; ;0; ; ; ; 0;m m m
Cu u u− −γ β Π ≤ ε γ β Π + γ β Π
εl l l[ ] [ ] [ ] . (11) 

Враховуючи нерівності (10), (11), доведемо нерівність (8) для всіх 
2bj k+ < l[ ] . Доведення проведемо методом математичної індукції за l[ ] . 
Нехай при 1=l[ ]  нерівність (8) доведено. Вважаємо, що нерівність (8) є 

правильною для 1N= >l[ ] . Доведемо її для 1N= +l[ ] . Нехай 2bj k N+ = . 
Маємо 

 
1 1

; ; ; 0; ; ; ;0; ; ; ; 0;m m mN N N
Cu u u+ −γ β Π ≤ ε γ β Π + γ β Π ≤
ε

 

 1 1
1

; ; ; 0; ; ; ; 0;m mN N
Cu uα

+ +α
 ≤ ε ε γ β Π + γ β Π + ε 

 

 
1

; ; ; 0;m N
C u −+ γ β Π
ε

. 
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Згідно з припущенням, 

 2 21 0
; ; ; 0; ; ; ; 0; ( ) ;m m mN N

u u C u−γ β Π ≤ ε γ β Π + ε Π , 

тому  

 1
3 31 0

; ; ; 0; ; ; ;0; ( ) ;m m mN N
u u C u+α

+ +αγ β Π ≤ ε γ β Π + ε Π . (12) 

При N>l[ ]  маємо 

 
0

; ; ; 0; ; ; ;0; ( ) ;N
m m mN

u u C u−γ β Π ≤ ε γ β Π + ε Π% %l
l . (13) 

Враховуючи нерівності (11)–(13), одержуємо оцінку (8). Лему доведено.  

При виконанні умов 1°, 2° існує єдиний класичний розв’язок задачі 
Коші (6), (7) [15, с. 269] у просторі 2 ( ; ;0; )bH +α γ β Π . Встановимо оцінку норми 

2
; ; ; 0;m b

u +αγ β Π . 

Є правильною така  
Теорема 2. Якщо виконуються умови 1°, 2°, то для розв’язку задачі 

(6), (7) справджується оцінка 

 
2

; ; ; 0;m b
u +αγ β Π ≤  

 
02

; ; ; 2 ; ; ; ;0; ;n
m m mb

C f b uα +α
 ≤ γ β Π + ϕ γ β + Π 
 

%% R . (14) 

Д о в е д е н н я .  Використовуючи інтерполяційні оцінки (8), маємо 

 
2 2 0

; ; ; 0; 1 ; ; ;0; ( ) ;m m mb b
u u C uα

+α +αγ β Π ≤ + ε γ β Π + ε Π( ) . 

З означення півнорми випливає існування в Π  точок (1) (1)
1 ,P t x( ) , 

(2) (2)
2 ,P t x( ) , (1) (2),rH t x( ) , для яких виконується нерівність 

 1 22
1 ; ; ; 0;
2 m b

u E E+αγ β Π ≤ + , (15) 

де  

 (1) (1) (2)
1 1 2

2 2 1

2 , 2 ,
n

bj k b r

E s b t s b x
+ = =

= γ γ
×∑ ∑ %( ) ( )  

 (1) (1) (2) (1) (1) (1)
1 2 1

1

, , ,
n

i i i i r
i

s k t s k x s t
=

− β − β α γ − β× ×∏ %( ) ( ) ( ( ) )  

 (2) (2) (1) (2)
2 1, ( ) ( )j k j k

r r r t x m t x m rs x x x u P u H
−α × α γ − β − ∂ ∂ − ∂ ∂ 

%( ( ) ) , 

 (1) (2) (2)
2 1 2

2 2 1

(2 ) , (2 ) ,
n

bj k b r

E s b t s b x
+ = =

= + α γ + α γ ×∑ ∑ %( ) ( )  

 (1) (2) (2)
1 2

1

, ,
n

i i i i
i

s k t s k x
=

× − β − β ×∏ %( ) ( )  

 (1) (2) 2
2( ) ( )j k j kb

t x m t x m rt t u P u H
α− × − ⋅ ∂ ∂ − ∂ ∂ 

. 

Якщо (1) (2) 1 (1) (1) (2) (2)
1 2 1, ,

4r r r rx x n d t d x N−ε− ≥ γ − β γ − β ≡% %( ) ( ) , а ε  – довіль-

не дійсне число із (0,1) , то  
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 1 2
2 ; ; ;0;m b

E u−α≤ ε γ β Π . (16) 

Якщо 
2

(1) (2) (1) (2)
1 2 22 , 2 ,

2

b
t t d b t d b x N

b
ε− ≥ γ γ ≡% %( ) ( ) , то  

 2 2
2 ; ; ;0;m b

E u−α≤ ε γ β Π . (17) 

Застосовуючи інтерполяційні нерівності (8) до (16), (17), знаходимо 

 1 2 2 0
2 ; ; ;0; ( ) ;m mb

E E u C uα
+α+ ≤ ε γ β Π + ε Π . (18) 

Нехай (1) (2)
1r rx x N− ≤ , (1) (2)

2t t N− ≤ . Будемо вважати, що  

 (2) (2) (2) (2) (1) (2) (1)
2 2 2, min , , , ,d x d x d x d xγ = γ γ ≡ γ%( ) ( ( ) ( )) ( ) , 

 (1) (1) (1) (1) (2) (1) (1)
1 1 1, min , , , ,d t d t d t d tγ = γ γ ≡ γ%( ) ( ( ) ( )) ( )  

і (1) (1)
1 ,P t x ∈ Π( ) . Запишемо задачу (6), (7) у вигляді  

 1 1
2

( )( , ) ( ) ( , )k
m t k x m

k b

L u t x a P u t x
=

 ≡ ∂ − ∂ =  ∑  

 
2 1

( , ) ( , ) k
m k x m

k b

f t x b t x u
≤ −

= + ∂ +∑  

 1
2

( , ) ( ) ( , )k
k k x m m

k b

a t x a P u F t x
=

 + − ∂ =  ∑ , (19) 

 (0, ) ( )m mu x x= ϕ . (20) 

У задачі (19), (20) зробимо заміну ( , ) ( , )m mu t x v t y= , (1) (1)
1 ,i iy d t= β ×( )  

(2) (1)
2 ,i id x x× β( ) . Тоді ( , )mv t y  буде розв’язком задачі Коші 

 (1) (1) (2) (1)
2 1 1 2

2 1

( )( , ) ( ) , ,
n

k
m t k i i i i y

k b i

L v t y a P d k t d k x
= =

 ≡ ∂ − β β ∂ ×  ∑ ∏ ( ) ( )  

 ( , ) ( , )m mv t y F t Y× = , (21) 

 (0, ) ( )m mv y Y= ϕ , (22) 

де  

 1 (1) (1) 1 (2) (1) 1 (1) (1) 1 (2) (1)
1 1 2 1 1 1 2, , , , , , , ,n n nY d t d x y d t d x y− − − −= β β β β…( ( ) ( ) ( ) ( ) ) . 

Позначимо (1) (1) (1) (2) (1) (1)
1 2, ,i i i iy d t d x x= β β( ) ( ) , (1) (1) (1) (1)

1 1, ,P t x R t y≡( ) ( ) , 
1

(1) 2 (1) 12
1 1( , ) , (4 ) , 4 , 1, ,b b

i iK t y t t N y y N n i n−
δ = ∈ Π − ≤ δ − ≤ δ ∈ …{ }{ } .  

Виберемо функцію ( , )t yη , другі частинні похідні якої за змінною t  і 

частинні похідні порядку 2 1b +  за змінними y  є неперервними, а сама 

функція ( , )t yη  задовольняє умови 

 

1/2

3/4

1 (1) (1) 1 (2) (1)
1 2

1, ( , ) ,      0 ( , ) 1,

( , ) 0, ( , ) ,     

         2 , 2 ,

j k
t y

kj

t y K t y

t y t y K

C d bj k t d bj k x− −

∈ ≤ η ≤
η = ∈ ∂ ∂ η ≤
 ≤ + γ + γ (( ) ) (( ) ).

 

Тоді функція ( , ) ( , ) ( , )m mt y v t y t yω = η  буде розв’язком задачі Коші  
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 (1) (1) (2) (1)
2 1 1 2

2 1

( )( , ) ( ) , ,
n

m m t k i i i i
k b i

L t y a P d k t d k x
= =

ω = ω ∂ η + β β ×∑ ∏ ( ) ( )  

 
0

( , ; )p k p p
y m y m mk

p k

C v F t y v−
η

< ≤

 
× ∂ ∂ η + = Φ 

 
∑ , (23) 

 (0, ) (0, ) ( )m my y Yω = η ϕ . (24) 

Зазначимо, що коефіцієнти рівняння (23), згідно з умовою 1°, обмежені 
сталими, незалежними від точки 1P . Тому за теоремою 4.1 із [8, с. 43], для 

довільних точок (1) (1) (2) (2)
1 2 1/2, ,,M z M z Kτ τ ∈( ) ( )  виконується  нерівність 

 1 2 1 2( , ) ( ) ( )j k j k
t y m t y md M M M M−α ∂ ∂ ω − ∂ ∂ ω ≤  

 2
3/4 3/4( ) 0bm mC K C K t

c α +α =
 ≤ Φ + ηϕ 
 ∩( { }) , (25) 

де 1 2( , )d M M  – параболічна відстань між 1M  і 2M , 2 2bj k b+ = . 

Враховуючи властивості функції ( , )t yη  і нерівності (8), одержимо 

 
3/4

1 (1) (1) 1 (2) (1)
1 2( )

(2 ) , (2 ) ,m C K
c d b t d b xα

− −Φ ≤ + α γ + α γ ×
( ) ( )  

 3/4 3/40
; ; ; 0; 2 ;m mv K F b K

α
× + γ +


 

 3/4 2
; ; 0; 0;m b

v K
+ γ   
, (26) 

 2
3/4

1 (1) (1) 1 (2) (1)
1 20

(2 ) , (2 ) ,bC K t
cd b t d b x+α

− −
η =

ϕ ≤ + α γ + α γ ×
∩( { })

( ) ( )  

 3/4 2
; ; 0;0; 0m b

K t
+α

× ϕ γ =% ∩ { } . 

З означення простору 2 ( ; ;0; )bH +α γ β Π  випливає правильність нерів-
ностей 

 1 3/4 3/4 2 3/4; ; 0; 0; ; ; ; 0; ; ;0;0;m m mc v K u V c v Kγ ≤ γ β ≤ γ
l l l

, 

де (1) 2 (1) 1
1 2( , ) , (4 ) , 4 , 1,2, ,b

i iV t x t t N x x n N i n−
δ = ∈ Π − ≤ δ − ≤ δ ∈ …{ }{ } . 

Підставляючи (26) у (25) і повертаючись до змінних ( , )t x , знаходимо 

 1 2 3/4 3/4 2
; ; ; 2 ; ; ; ; 0; 0m m b

E E c F b V V t
α +α

+ ≤ γ β + ϕ γ β = +


%% ∩ { }  

 3/4 3/42 0
; ; ; 0; ;m mb

u V u V + γ β + 

. (27) 

Для знаходження норми 3/4; ; ; 2 ;mF b V
α

γ β  достатньо оцінити півнорми 

кожного доданка виразу ( , )mF t x  (19). Скориставшись нерівностями (8), 

одержимо 

 3/4 2 3/4 2 3/4 2
; ; ; 2 ; ; ; ;2 ; ; ; ; 0;m m m b

F b V c f b V u V
α α +α

 γ β ≤ γ β + ε γ β + 
 

 

 3 3/4 0
;mc u V+ . (28) 
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Підставляючи (28) у (27), знаходимо 

 1 2 2 3/4 2 3/4 2
; ; ; 2 ; ; ; ;0;m m b

E E c f b V u V
α +α

 + ≤ γ β + ε γ β + 
 

 

 1 3/4 3 3/42 0
; ; ; 0; 0 ;m mb

c V t c u V
+α

+ ϕ γ β = +%% ∩ { } . (29) 

Використовуючи нерівності (13), (18), (28) і вибираючи ε , 2ε  достатньо 

малими, одержимо нерівність (14). Теорему доведено.  
Виконавши у задачі (6), (7) заміну  

 ( , ) ( ) ( , )m m mu t x x W t x= ϕ + , (30) 

одержимо задачу Коші для розв’язку ( , )mW t x : 

 1 1( )( , ) ( , ) ( )( )m m mL W t x f t x L x= − ϕ , 

 (0, ) 0mW x = . (31) 

Справджується  
Теорема 3. Якщо ( , )mW t x  – єдиний класичний розв’язок задачі (31) і 

виконуються умови 1°, 2°, то для ( , )mW t x  виконується нерівність 

 10
; ; ; ; 2 ;m mW c L W b αΠ ≤ γ β Π , (32) 

де стала c  не залежить від m . 
Д о в е д е н н я .  За умов гладкості коефіцієнтів диференціального 

виразу 1L  і функцій mf , mϕ  існує єдиний розв’язок задачі (31), який нале-

жить простору 2 ( ; ;0; )bH +α γ β Π  і має при кожному фіксованому 1m , 2m  
скінченну норму [15, с. 269]. 

Для встановлення нерівності (32) скористаємось методикою доведення 
зауваження 2 з роботи [1, с. 79]. Припустимо, що нерівність (32) не викону-

ється у жодній замкнутій області Q ⊂ Π . Тоді існує послідовність функцій 
( ) 2 ( ; ;0; )n b
mV H +α∈ γ β Π  таких, що ( ) ; 1n

mV Π = , ( )(0, ) 0n
mV x =  і ( )

1
n

mL V  прямує 

до нуля при n → ∞ . Із нерівності (14) випливає рівномірна обмеженість 

норм ( )

2
; ; ; 0;n

m b
V

+α
γ β Π . Тому існує підпослідовність ( )in

mV , яка при in → ∞  

збігається до розв’язку (0) 2 ( ; ;0; )b
mV H +α∈ γ β Π  однорідної задачі Коші. 

Оскільки розв’язок задачі Коші єдиний, то (0) 0mV ≡ , що суперечить рівності 
( ) ; 1n
mV Π = . Теорему доведено.   

Зауважимо, що  

 1 2 2
; ; ; 0; ; ; ;2 ; ; ; ;0; n

m m mb b
L W c f b+α α +α

 γ β Π ≤ γ β Π + ϕ γ β 
 

%% R . (33) 

Д о в е д е н н я  теореми 1. Оскільки  

 ; ; ; 2 ; ; ; ;2 ;mf b c f b ααγ β Π ≤ γ β Π , 

 
2 2

; ; ; 0; ; ; ;0;n n
m b b

c
+α +α

ϕ γ β ≤ ϕ γ β% %% %R R , 

то, використовуючи нерівності (14) і (33), одержимо  

 
2 2

; ; ; 0; ; ; ;2 ; ; ; ;0; n
m b b

u c f b α+α +α
 γ β Π ≤ γ β Π + ϕ γ β 
 

%% R . (34) 

Права частина нерівності (34) не залежить від 1m , 2m , а послідовності 
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 ( , ) (1) (2) (1)
1 2 1

1

2 , 2 , ,
n

j k
m i i

i

W d bj k t d bj k x d k t
=

= + γ + γ − β ×


∏{ } (( ) ) (( ) ) ( )  

 (2)
2 , , 2 2j k

i i t x md k x u bj k b
× − β ∂ ∂ + ≤


( ) , 

є рівномірно обмеженими і рівностепенево неперервними в будь-якій замк-

нутій області Q ⊂ Π . За теоремою Арцела, існують послідовності ( , )
( )
j k

mW{ }l , 

рівномірно збіжні при ( )m → ∞l  до ( , )j kW . Переходячи до границі при 

( )m → ∞l  у задачі (6), (7), отримаємо, що (0,0)( , )u t x W=  – єдиний роз-

в’язок задачі (1), (2), 2 ( ; ;0; )bu C +α∈ γ β Π  і виконується оцінка (4). 

Оскільки ( ; ; 0; ) ( ; ; 2 ; )C C bα αγ β Π ⊂ γ β Π , то для ( ; ; 0; )f Cα∈ γ β Π  є пра-
вильною оцінка 

 ; ; ;2 ; ; ; ;0;f b c fα αγ β Π ≤ γ β Π . (35) 

Використовуючи оцінки (4), (35), для розв’язку задачі (1), (2) встанов-
люємо правильність оцінки 

 2 2
; ; ; 0; ; ; ; 0; ; ; ; 0; n

b b
u c f+α α +α

 γ β Π ≤ γ β Π + ϕ γ β 
 

%% R . 

Зазначимо, що простір 2( ; ; 0; ) ; ;0;b nC C Cα +α
α ≡ γ β Π × γ β%%( )R  належить до 

простору ( )C Π , ( )C Cα ⊂ Π . Тому, з огляду на теорему Рісса, можемо вва-

жати, що при фіксованих ( , )t x ∈ Π  лінійний неперервний функціонал 
( , )u t x  породжує борелівську міру ( , ; )Z t x G , яка визначається на σ -алгеб-

рі підмножин G  області Π , включаючи Π  і всі її відкриті підмножини 
такі, що значення функціонала визначається формулою (5).  

Теорему 1 доведено.   
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CAUCHY PROBLEM FOR NON-UNIFORMLY PARABOLIC EQUATIONS  
WITH POWER SINGULARITIES 
 

The Cauchy problem for non-uniformly 2b
→

-parabolic equations with degenerations is 
investigated. Coefficients of parabolic equations can have power singularities of 
arbitrary order with respect to any variables on some set of points. Using prior 
estimates and Arzelà’s and Riesz’s theorems the existence and integral representation of 
the unique solution to the formulated Cauchy problem are established. Estimates for the 
solution of the Cauchy problem and its derivatives in Hölder spaces with power weight 
are found. The order of the power weight is defined in terms of orders of the power 

singularities and degenerations in coefficients of 2b
→

-parabolic equations. 

Key words: Cauchy problem, power singularities, interpolation inequalities, Hölder 
spaces, prior estimates. 
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