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МОДЕЛЮВАННЯ ВПЛИВУ КОНЦЕНТРАЦІЇ РОЗЧИНУ НА ЗНАЧЕННЯ 
СТРИБКІВ ВОЛОГОСТІ В ТОНКОМУ ГЕОХІМІЧНОМУ БАР’ЄРІ 
 

Розглянуто процес поширення вологи в масиві ґрунту з тонкими неоднорід-
ними включеннями, які є частковим випадком геохімічних бар’єрів. Урахова-
но залежності параметрів вологоперенесення тонкого включення від вологос-
ті та концентрації розчину шляхом модифікації умов спряження. Побу-
довано відповідну нелінійну математичну модель, на основі якої сформульо-
вано крайову задачу для системи параболічних рівнянь у класі розривних 
розв’язків. Наближений розв’язок задачі побудовано за допомогою методу 
скінченних елементів. У результаті числових експериментів показано від-
мінності у величинах стрибків вологості при переході через тонкі геохімічні 
бар’єри при використанні класичних і модифікованих умов спряження. 

Ключові слова: концентрація розчину, стрибок вологості, геохімічний бар’єр, 
умова спряження. 

 
Вступ. Ґрунтові масиви здебільшого містять тонкі включення з різно-

типних ґрунтів, формування яких спричинене природними чинниками, або 
ж є наслідком людської діяльності. Часто штучні тонкі включення застосо-
вують у конструкціях сховищ промислових та побутових відходів як бар’є-
ри для обмеження поширення шкідливих речовин. Основним їх матеріалом 
є глини, в тому числі з домішками [14, 29], та геотекстиль [20, 28]. Такі 
включення є одним із видів геохімічних бар’єрів у сенсі визначення, вперше 
запропонованого Перельманом [26]. В [27] простежено хронологію викорис-
тання штучних геосинтетичних бентонітових геобар’єрів у сховищах відхо-
дів. Здебільшого такі геобар’єри виготовляють у вигляді панелей шириною 
4.2–5.3 м, довжиною 30–61 м та товщиною 15–30 мм. 

Процеси вологосолеперенесення в геобар’єрах ефективно досліджують 
з використанням математичного моделювання. Передумовою для таких до-
сліджень є натурні експерименти, за допомогою яких визначають вплив ха-
рактеристик базового ґрунту і включень. У [15] встановлено залежність 
фільтраційних характеристик геотекстильних глинистих включень від кон-
центрації розчиненої речовини. Величина коефіцієнта фільтрації геотекс-
тильних включень, яку потрібно враховувати при проектуванні сховищ 
відходів, є предметом експериментальних досліджень. У [12] досліджено 
залежності гідропровідності геосинтетичних глинистих включень від домі-
шок продуктів згорання вугілля та прикладеного навантаження. 

З математичної точки зору, побудова моделей геоміграційних процесів 
у ґрунтових середовищах із тонкими геобар’єрами має свої особливості. Зо-
крема, якщо товщина геобар’єра є нехтовно малою порівняно з розмірами 
масиву ґрунту, то на таких включеннях задають умови спряження для ви-
значальних функцій процесу (вологість, напір, концентрація розчину) [8]. У 
цій роботі при виведенні умов спряження в задачі перенесення вологи та 
міграції речовин коефіцієнт вологоперенесення матеріалу включення 
приймали сталим і не залежним від вологості та концентрації розчину. 
Існування узагальнених розв’язків відповідних крайових задач досліджено 
в [6, 7, 24, 25]. 

Розвиваються методи розв’язування крайових задач з умовами спря-
ження (див. [2]). Для таких задач у [8] застосовано метод скінченних еле-
ментів. У роботі [1] теоретично обґрунтовано та програмно реалізовано ав-
торські чисельно-аналітичні алгоритми апроксимації розв’язків таких задач 
із застосуванням лінійних поліноміальних операторів. Процеси дифузії 
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домішок у двофазній шаруватій смузі випадково неоднорідної структури з 
урахуванням стрибків функції концентрації та її похідної на межі контакту 
фаз досліджено в [10] і в наведених там бібліографічних джерелах. 

У цій статті розглянуто процес поширення вологи в масиві ґрунту з 
тонким неоднорідним включенням (геохімічним бар’єром) з урахуванням за-
лежності параметрів вологоперенесення включення від вологості та концен-
трації розчинів шляхом модифікації умов спряження. 

1. Нелінійні залежності фільтраційних та дифузійних параметрів в 
ґрунтах. Розглянемо в одновимірному випадку процес зміни вологості шару 
ґрунту товщини l , що містить тонке включення (рис. 1). Матеріал вклю-
чення відрізняється фізико-хіміч-
ними та гідрологічними харак-
теристиками від ґрунту в областях 
Ω = ξ1 (0, )  та 2 ( , )dΩ = ξ + l . Для 
існування принаймні слабких роз-
в’язків крайових задач, якими опи-
суються процеси фільтрації, волого- 
та теплосолеперенесення для 
визначальних функцій процесів 
(вологість, напір, температура, кон-
центрація розчину) та їхніх потоків 
при переході через включення, по-
винні виконуватись умови спряжен-
ня. Умову спряження в задачі філь-

трації виведено [8] у припущенні, що напір h  лінійно змінюється від h−  до 

h+  уздовж вектора нормалі до поперечного перерізу тонкого включення γ  

товщини d : 

 ( , ) ,      ,        0h h h h hh t h d
d d

+ − + −
−− ∂ −ζ = ζ + = ≤ ζ ≤

∂ζ
. 

Тут h+  та h−  – значення напорів на включенні при dζ =  та 0ζ =  відпо-

відно, а систему координат Oζ  пов’язано з перерізом включення. Тоді 
умова неідеального контакту на межі включення ( γ ) набуде вигляду [8] 

 0
dhu k
d

±
γ

= −
ζ

 

або 

 0 ( )
k

u h h
d

± + −
γ

= − − . 

Тут u  – швидкість фільтрації або вологоперенесення, а 0k  – сталий 

коефіцієнт фільтрації тонкого включення.  
Відомо, що коефіцієнт вологоперенесення, який у випадку повного на-

сичення є коефіцієнтом фільтрації, суттєво залежить від вологості θ , а 
отже – від напорів h  [17]. Згідно з моделлю ван Ґенухтена [17], 

 2max min
min 0( ) ,     ( ) 1 (1 )

1 ( )
m m

n m
h k h k s s

h

θ − θ
θ = θ + = − −

+ −α
( )

( )
, 

де min max[ , ]θ ∈ θ θ , min 0θ > , θ ∈ θmax min( ,1] , 1n > , = −1 1 /m n , 

= θ − θ θ − θmin max min( ) / ( )s  – відносна вологість. Значення minθ , maxθ , α , 
n  залежать від типу ґрунту і визначаються експериментально. Коефіцієнт 
фільтрації 0k  залежить від концентрації розчинів [5, 9, 21]. 

 
Рис. 1.  Шар ґрунту з тонким включен-

ням товщини d = l . 
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У [16] вивчено залежність коефіцієнта дифузії домішок D  від вологості 
ґрунту і її вплив на поширення речовин через геобар’єр під звалищем 
відходів. Зокрема, узагальнюючи натурні експерименти, автори запро-
понували залежність 

 
α + βθ θ > θθ =  θ ≤ θ

1

1

, ,
( )

0, ,
D  

де константи α , β , 1θ  визначаються типом ґрунту. 
Аналіз літературних джерел стосовно залежностей від вологості коефі-

цієнта дифузії розчинів у ненасичених ґрунтах наведено в [18]. Зокрема, 
зазначено, що такі залежності є здебільшого нелінійними. 

З аналізу літератури можна зробити висновок, що залишається недо-
слідженим вплив нелінійних залежностей коефіцієнтів вологоперенесення і 
дифузії від вологості та концентрації розчинів на зміну стрибків відповід-
них функцій при переході через тонкі включення. Такі дослідження перед-
бачають модифікацію умов спряження, побудову та модельний аналіз на-
ближених розв’язків сформульованих крайових задач.  

2. Модифіковані умови спряження. Припустимо, що внаслідок тонкос-
ті включення процеси вологосолеперенесення у поперечному перерізі вклю-
чення є стаціонарними [13, 22]. Тоді для включення розглянемо таку задачу 
поширення вологи та розчину солей: 

 γ γ − + = < ζ < ζ ζ 
( , ) ( , ) 0, 0d dhk h c k h c d

d d
, (1) 

 − += =(0) , ( )h h h d h , (2) 

 γ − = < ζ < ζ ζ 
( , ) 0, 0d dcD h c d

d d
, (3) 

 (0) ,       ( )c c c d c− += = . (4) 

Тут ( , )k h cγ , ( , )D h cγ  – коефіцієнти вологоперенесення і дифузії речовини 
для тонкого включення, які нелінійно залежать від напорів h  і концентрації 
розчину солей c .  

На основі (1), (2) отримуємо [22] рівність 

 
ζ

−
γ

γ γ

 
 
 ζ = ζ + − + 
 
 
 

∫
∫ ∫0

0 0

( )
( , )

( , ) ( , )

d d

hdx dh h
k h c dx dx

k h c k h c

[ ]
, 

де + −= −h h h[ ]  – стрибок напорів при переході через тонке включення. 
З отриманої рівності випливає  

 
γ γ

γ γ

ζ = + −
ζ

∫ ∫
0 0

( )
1

( , ) ( , )
( , ) ( , )

d d

dh h d
d dx dxk h c k h c

k h c k h c

[ ]
, (5) 

а в роботі [8] отримано умову для швидкості вологоперенесення 

 
( )

( , ) ( , )
x

dh
u k h c k h c

d
± γ γ

=ξ

ζ= − +
ζ

. (6) 

Із використанням (5), (6) виводимо модифіковану умову неідеального кон-
такту для напорів на межі включення, коефіцієнт вологоперенесення якого 
залежить від напорів і концентрації розчину: 
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 ±
=ξ

γ γ

= − +

∫ ∫
0 0( , ) ( , )

d dx

h du
dx dx

k h c k h c

[ ]
. 

Аналогічно [8, 13] на основі (3), (4) отримаємо 

 
±

=ξ
γ

∂ − = − ∂ 
∫
0

( , )

( , )

d
x

ccD h c
x dx

D h c

[ ]
, 

де + −= −c c c[ ]  – стрибок концентрації розчину при переході через тонке 
включення. 

3. Математична модель задачі вологосолеперенесення в шарі ґрунту 
з тонким включенням. Процес зміни напорів і концентрації розчинів у не-
повністю насиченому вологою неоднорідному масиві ґрунту в одновимірно-
му випадку описуємо такою крайовою задачею: 

 1 2( ) ( , ) ( , ) , , 0h hh k h c k h c x t
t x x

∂ ∂ ∂ β = − ∈ Ω Ω > ∂ ∂ ∂ 
∪ , (7) 

 = = ≥( , ) ( ), 0xh x t h t tll , (8) 

 0
0

( , ) ( , ) ( , ) 0, 0x
x

hu x t k h c k h c t
x=

=

∂ = − + = ≥ ∂ 
, (9) 

 = ∈ Ω Ω∪0 1 2( ,0) ( ),h x h x x , (10) 

 1 2( ) ( , ) , , 0c c ch D h c u x t
t x x x

∂ ∂ ∂ ∂ θ = − ∈ Ω Ω > ∂ ∂ ∂ ∂ 
∪ , (11) 

 ( , ) ( ), 0xc x t c t t= = ≥ll , (12) 

 
0

0
( , ) ( , ) 0, 0c x

x

cq x t D h c t
x=

=

∂= − = ≥
∂

, (13) 

 = ∈ Ω Ω∪0 1 2( ,0) ( ),c x c x x , (14) 

 ±
=ξ

γ γ

= − +

∫ ∫
0 0( , ) ( , )

d dx

h du
dx dx

k h c k h c

[ ]
, (15) 

 
±

=ξ
γ

∂ − = − ∂ 
∫
0

( , )

( , )

d
x

ccD h c
x dx

D h c

[ ]
. (16) 

Тут, згідно з моделлю ван Ґенухтена [17], 

 1 1
max min( ) ( ) 1 ( ) ( )n m ndh nm h h

dh
− − −θβ = = α θ − θ + −α −α( ) . 

У рівняннях (7), (11) знехтувано внутрішніми джерелами (стоками) 
вологи та речовини, у тому числі процесами масообміну. Тут ( )c tl , ( )h tl , 

0 ( )h x , 0 ( )c x  – задані функції; cq  – величина потоку розчину. Функції 

0 ( )h x , 0 ( )c x  повинні бути неперервними на кожному з відрізків [0, ]ξ , 

ξ +[ , ]d l . 
4. Розв’язання задачі в області з включенням методом скінченних 

елементів. Нехай [8] 0H  – простір вектор-функцій 1 2( ), ( )s x s x{ } , кожна з 
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компонент яких на кожному з інтервалів (0, )ξ , ξ +( , )d l  належить до про-

стору Соболєва Ω1
2 ( )W  і набуває нульових значень на кінцях відрізка [0, ]l , 

де для функцій ( , )h x t  та ( , )c x t  задано крайові умови першого роду. Нехай 

H  – простір функцій 1 2( , ), ( , )v x t v x t{ } , кожна з компонент яких є інтегров-

ною з квадратом разом з першими похідними ∂ ∂/iv t , ∂ ∂/iv x , 1,2i = , 

(0, ]t T∀ ∈ , 0T > , на інтервалах (0, )ξ , ξ +( , )d l  і задовольняє крайові умо-

ви першого роду, як і функції ( , )h x t , ( , )c x t  відповідно.  

Нехай ∈1 2 0( ), ( )s x s x H{ } . Помноживши рівняння (7) і початкову умову 

(10) на 1( )s x  та проінтегрувавши по відрізку [0, ]l  з урахуванням умови 
спряження (15), отримаємо 

 

γ
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∫

1 1
1

0 0

0
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( ) ( ) ( , )

( , )

d

ds x h sh hh s x dx k h c dx
t x dx dx

k h c

[ ][ ]l l

 

 

γ
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∫

1 1

0

0

( )
( , ) , (0, ]

( , )

d

ds x d s
k h c dx t T

dx dx
k h c

[ ]l

, (17) 

 1 0 1
0 0

( ,0) ( ) ( ) ( ) , (0, ]h x s x dx h x s x dx t T= ∈∫ ∫
l l

. (18) 

Аналогічно, з (11) та (14) маємо 

 2
2

0 0

( )
( ) ( ) ( , )

ds xc ch s x dx D h c dx
t x dx

∂ ∂θ + +
∂ ∂∫ ∫

l l

 

 

γ

∂+ + = ∈
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∫

2
2

0

0

( ) 0, (0, ]

( , )

d

c scu s x dx t T
x dx

D h c

[ ][ ]l

, (19) 

 2 0 2
0 0

( , 0) ( ) ( ) ( ) , (0, ]c x s x dx c x s x dx t T= ∈∫ ∫
l l

. (20) 

Означення 1. Функцію ∈( , ), ( , )h x t c x t H{ } , яка задовольняє інтеграль-

ні співвідношення (17)–(20) (0, ]t T∀ ∈  та ∀ ∈1 2 0( ), ( )s x s x H{ } , назвемо уза-

гальненим розв’язком крайової задачі (7)–(16). 
Розв’язок крайової задачі (7)–(16) шукатимемо у вигляді [8] 

 
= =

= ϕ = ϕ∑ ∑1 2
1 1

( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( )
N N

i i i i
i i

h x t a t x c x t b t x , (21) 

де 1 2( ), ( )i ix xϕ ϕ{ }  – розривні в точці x = ξ  базисні вектор-функції скінчен-

новимірного підпростору 0 0 ,M H⊂  2, ,i N= …  [8]; N  – наперед задана 

кількість таких функцій, пов’язана з кількістю скінченних елементів; 
функції ϕ11 , 12ϕ  використовуються для апроксимації неоднорідних крайо-
вих умов першого роду (8) та (12).  

Нехай сукупність вектор-функцій, компоненти яких можна подати у 
вигляді (21), породжує множину M H⊂ . 

Означення 2. Наближеним узагальненим розв’язком крайової задачі 
(7)–(16) назвемо вектор-функцію ∈

  
( , ), ( , )h x t c x t M{ } , яка (0, ]t T∀ ∈  та 

∀ Φ Φ ∈1 2 0( ), ( )x x M{ }  задовольняє інтегральні співвідношення 
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Зі слабкого формулювання (17)–(20) задачі (7)–(16), враховуючи (21), 
отримаємо задачу Коші 

 (0)
1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( ) ( , ),d t

dt
⋅ + ⋅ = ⋅ = ≤AM A B L A B A F A B M A F% % , 

 (0)
2 2 2 2( , ) ( , ) ( ) ,d t

dt
⋅ + ⋅ = ⋅ =BM A B L A B B 0 M B F% % , (22) 

де A , B  – вектор-стовпці невідомих коефіцієнтів; 1F , kF%  – вектор-стовпці; 

kM , kL , kM% , 21,k = , – матриці: 
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Після дискретизації за часом з використанням цілком неявної лінеари-
зованої різницевої схеми [3] із системи (22), наприклад, отримаємо 

 
+

+−⋅ + ⋅ =
τ

( 1) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

1 1 1, , ,
p p

p p p p p p pA AM A B L A B A F A B( ) ( ) ( ) , 

де τ  – крок за часом, ( ) ( )p
pt=A A , ( ) ( )p

pt=B B , pt p= τ , = …1,2,p . 

5. Результати числових експериментів. Виконано числові експеримен-
ти, аналогічні до наведених у [22], та додаткові дослідження залежності ко-
ефіцієнта вологоперенесення від напорів і концентрації речовин [5, 9, 21]. 
Параметри ґрунтів для числових експериментів вибрано з безкоштовної 
програми Hydrus-1D [19]. Основним ґрунтом є суглинок ( 0 0.028k = м/добу, 

min 0.1θ = , max 0.38θ = , 1.23n = , 2.7α = 1/доба–1), а ґрунтом тонкого вклю-

чення є глина ( 0 0.0048k γ = м/добу, min 0.07θ = , max 0.36θ = , 1.09n = , 

0.5α = доба–1). 
Для модельної задачі розглянуто шар ґрунту товщини = 3l м. Глибина 

залягання включення 1.5ξ = м, а його товщина 0.3d = м. Крок дискретиза-

ції за змінною x  становить 0.005м, а за часом – 1τ = доба. Початковий 
розподіл напорів 0 ( ) 10h x = − м. На верхній межі ґрунту для концентрації 

солей задано умову (12), де =( ) 160c tl кг/м3. У початковий момент часу по-
ровою рідиною є чиста вода. На нижній межі ґрунту задано крайову умову 
симетрії для обох функцій. Коефіцієнт дифузії солей вибрано у вигляді [11] 

1 2D D u D= + θ τ , де 1D  – коефіцієнт гідродинамічної дисперсії, 2D  – ко-

ефіцієнт молекулярної дифузії, а τ = θ θ7/3 2
max/  [19, 23]. За дифундуючу ре-

човину вибрано NaCl  з −= × 5
2 1.728 10D м2/добу [4]. Коефіцієнт гідродина-

мічної дисперсії дорівнює коефіцієнту молекулярної дифузії. 

Таблиця 1. Значення вологості та її стрибків при наявності гравітаційної 
складової руху вологи. 

I II III 
Момент часу −θ  +θ  θ[ ]  −θ  +θ  θ[ ]  −θ  +θ  θ[ ]  

180t = діб 0.38 0.38 0.00 0.38 0.27 0.114 (+92%) 0.38 0.32 0.06 

360t = діб 0.38 0.38 0.00 0.38 0.30 0.082 (+119%) 0.38 0.34 0.04 

720t = діб 0.38 0.38 0.00 0.38 0.32 0.06 (+94%) 0.38 0.35 0.03 

1080t = діб 0.38 0.38 0.00 0.38 0.33 0.0527 0.38 0.38 0.00 

Таблиця 2. Значення концентрації розчину солі та її стрибків при наявності 
гравітаційної складової руху вологи. 

I II III 
Момент часу 

c−  c+  c[ ]  c−  c+  c[ ]  c−  c+  c[ ]  

180t = діб 160.0 159.0 1.0 157.2 92.4 64.8 160.0 54.6 105.4 

360t = діб 160.0 160.0 0.0 160.0 136.7 23.3 160.0 114.1 45.9 

720t = діб 160.0 160.0 0.0 160.0 155.4 4.6 160.0 147.8 12.2 

1080t = діб 160.0 160.0 0.0 160.0 158.8 1.2 160.0 160.0 0.0 

У табл. 1 – табл. 4 випадок I відповідає результатам обчислень при 

( , )k k h cγ γ + += , II – при ( , )k k h cγ γ − −= , III – при ( , )k k h cγ γ= . Випадки I та 
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II стосуються використання класичної умови спряження, а III – моди-
фікованої. В дужках у табл. 1 та табл. 3 наведено відносне збільшення ( + ) 
або зменшення ( − ) у відсотках стрибка вологості при використанні класич-
ної умови спряження та модифікованої умови спряження. В табл. 1 відносні 
зміни не опускаються нижче 92 %, а в табл. 3 вони є в межах від −31% до 
84 %. Показано, що амплітуда різниць стрибків функцій залежить від 
товщини включення: при збільшенні товщини амплітуда зростає і навпаки. 

Таблиця 3. Значення вологості та її стрибків при нехтуванні гравітаційною 
складовою руху вологи. 

I II III 
Момент часу −θ  +θ  θ[ ]  −θ  +θ  θ[ ]  −θ  +θ  θ[ ]  

360t = діб 0.35 0.32 0.031  
(-36%) 0.37 0.29 0.087 

(+84%) 0.36 0.31 0.05 

720t = діб 0.37 0.35 0.019  
(-31%) 0.38 0.33 0.047 

(+70%) 0.37 0.35 0.03 

1080t = діб 0.37 0.36 0.011  
(-39%) 0.38 0.34 0.033 

(+84%) 0.37 0.36 0.02 

Таблиця 4. Значення концентрації розчину солі та її стрибків при 
нехтуванні гравітаційною складовою руху вологи. 

I II III 
Момент часу 

c−  c+  c[ ]  c−  c+  c[ ]  c−  c+  c[ ]  

360t = діб 8.0 8.0 0.0 8.0 8.0 0.0 8.0 8.0 0.0 

720t = діб 160.0 8.7 0.9 8.1 8.0 0.1 8.9 8.1 0.7 

1080t = діб 41.9 28.9 13.0 13.4 10.9 2.5 30.8 13.8 17.0 

Результати розв’язання модельних задач показують, що в певних ви-
падках залежністю коефіцієнта вологоперенесення тонких слабопроникних 
включень від напорів і концентрації розчинів солей нехтувати не можна. 
Зважаючи на результати праці [21], де коефіцієнт фільтрації геосин-
тетичного включення зростав в 1.65 разів при зростанні концентрації KCl  
від 0 до 50 мM, такі випадки можуть стосуватись і розчинів малої 
концентрації. Тому для оцінки засобами математичного та комп’ютерного 
моделювання в реальних геологічних формаціях при будівництві сховищ 
відходів мають бути відомими всі параметри ґрунту в підобластях, а також 
у включеннях. 

Висновки. У статті чисельно досліджено процес поширення речовин у 
ґрунті, який містить тонке включення, на випадок неповного насичення. 
Розривні наближені узагальнені розв’язки відповідної нелінійної крайової 
задачі знайдено методом скінченних елементів та виконано числові 
експерименти. Показано, що відносна зміна стрибків вологості при викорис-
танні модифікованих умов спряження може сягати понад 90 %. Такі зміни 
пов’язані з нелінійними залежностями фільтраційних характеристик 
матеріалу тонких включень від самої вологості та концентрації розчину 
речовин у поровій рідині.  
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MODELING THE EFFECT OF SOLUTION STRENGTH ON THE MOISTURE JUMPS 
IN A THIN GEOCHEMICAL BARRIER 
 
The moisture propagation process is considered in a soil deposit with thin inhomogene-
ous inclusions, which can be regarded as a partial case of geochemical barrier. The 
dependences of the moisture transfer parameters of the thin inclusion on the humidity 
and the solution strength are taken into consideration by the modified interface 
conditions. A corresponding nonlinear mathematical model is presented. On its basis, 
the boundary value problem is formulated for a system of parabolic equations in the 
class of discontinuous solutions. An approximate solution to the problem is constructed 
by using the finite element method. Basing on the numerical evidence, the difference in 
the jumps of moisture on thin geochemical barriers is shown when using the classical 
and modified interface conditions. 

Key words: solution strength, moisture jump, geochemical barrier, interface condition. 
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