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ОРТОГНАТИЧНІЙ ОКЛЮЗІЇ 
 

Проведено математичне моделювання форми зубних дуг. Зроблено припу-
щення, що зубні дуги можуть бути змодельовані кривими другого порядку. 
Після аналiзу даних вимірювань діагностичних моделей зубних рядів розра-
ховано коефіцієнти квадратичної форми зазначених кривих другого порядку 
та інваріант цієї форми. Оскільки значення інваріанта кривої другого по-
рядку виявилось більшим від нуля, то зроблено висновок, що форми зубних 
дуг описуються рівнянням еліпса. Визначено параметри канонічного рів-
няння еліпса, що моделює форму зубних дуг. Розроблено методику конкрети-
зації параметрів моделі з метою її застосування у процесах ортопедичного 
та ортодонтичного лікування. 
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Вступ. Відновлення зубних рядів і формування правильного прикусу 

зубів у пацієнтів є одними з основних завдань стоматології. Серед різних 
форм прикусу найбільш придатним з точки зору функціональності та есте-
тичного вигляду є ортогнатичний прикус [1]. Завдання встановлення необ-
хідного прикусу полягає в наданні зубним дугам відповідної форми та в 
узгодженні взаємного положення зубів нижньої і верхньої щелеп. Під по-
няттям форми зубних дуг будемо розуміти форму лінії перетину цилін-
дричної поверхні, що описана навколо зубного ряду, і жувальної або оклю-
зійної площини. Зубні дуги набувають своєї форми під впливом генетичних 
особливостей пацієнта, наявності у нього шкідливих звичок та інших чин-
ників [13, 15, 16]. Зубна дуга в ортодонтичному прикусі повинна бути 
симетричною і не мати точок перегину.  

Під час ортопедичного та ортодонтичного лікування необхідно встано-
вити форму, яку треба надати зубній дузі. В стоматології все більшого за-
стосування набувають методи математичного моделювання [2–4, 11]. У ро-
ботах [9, 12] вважали, що нижня зубна дуга повинна мати форму рівносто-
роннього трикутника з заокругленням у місці розташування шести перед-
ніх зубів. В [1, 8] було запропоновано форму зубної дуги у вигляді еліпса, в 
[7, 18] – параболи, а в [10, 14, 17] – кривої гіперболічного косинуса. В [6] 
форму зубної дуги описували за допомогою поліномів шостого порядку, 
проте такі поліноми мають точки перегину, яких зубна дуга в ортодонтич-
ному прикусі мати не повинна. 

Метою цієї роботи є математичне моделювання форми зубних дуг і 
розробка методики конкретизації параметрів цієї моделі для її застосу-
вання у процесах ортопедичного та ортодонтичного лікування. Поставлена 
задача вирішується на основі даних обстежень пацієнтів з ортогнатичним 
прикусом у постійному періоді, які були проведені в Національному медич-
ному університеті ім. О. О. Богомольця. 

1. Результати дослідження і їхнє обговорення. Припустимо, що крива, 
яка огинає зовнішні вестибулярні поверхні верхнього і нижнього зубних 
рядів, є кривою другого порядку. Загальне рівняння кривої другого порядку 
в довільній прямокутній системі координат xOy  має вигляд [5] 

 2 2
11 12 22 13 23 332 2 2 0a x a xy a y a x a y a+ + + + + = , (1) 

де ija  – постійні коефіцієнти.  
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Рівнянню (1) кривої другого порядку відповідає характеристична квад-
ратична форма [5] 

 2 2
0 11 12 22( , ) 2F x y a x a xy a y= + + . (2) 

Визначник I , складений з коефіцієнтів форми (2), має вигляд 

 11 12

12 22

a a
I

a a
= . (3) 

Цей визначник є інваріантом і не змінює своєї величини при повороті 
осей і поступальному переміщенні системи координат. 

Якщо величина інваріанта I  є більшою від нуля, то рівняння (1) є рів-
нянням еліпса, якщо меншою нуля – гіперболи, а коли вона дорівнює 
нулеві – параболи. Щоб визначити величину інваріанта I , необхідно знайти 
коефіцієнти характеристичної форми (2). Рівняння (1) кривої другого 
порядку, що проходить через п’ять точок ( , )i ix y , 1, ,5i = … , можна запи-
сати у такому вигляді [5]: 
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Якщо визначник (4) розгорнути по його першому рядку, то отримаємо 
рівняння (1) із коефіцієнтами ija , які визначаються за формулами  
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За величини ( , )i ix y , 1, ,5i = … , що містяться у (4) та (5), вибрали ко-
ординати точок вестибулярних (дотичних до губ чи щік) поверхонь других 
молярів та ікол, а також точку, яка ділить наполовину відрізок, що з’єднує 
середини вестибулярних поверхонь центральних різців. Якщо другі моляри 
відсутні, то замість них брали координати перших. Для визначення коорди-
нат точок ( , )i ix y , 1, ,5i = … , вестибулярних поверхонь зубних рядів вико-
ристовували гіпсові моделі зубних рядів пацієнтів з ортогнатичним прику-
сом. Гіпсові моделі сканували з боку оклюзійної площини, на отриманому 
зображенні зубного ряду позначали точки ( , )i ix y , 1, ,5i = … , та 
вимірювали їхні координати.  

 

Рис. 1 
На рис. 1 зображено гіпсову модель верхнього зубного ряду з точками  

( , )i ix y , 1, ,5i = … , відмічені хрестиками. Було відскановано та виміряно 
координати точок гіпсових моделей верхньої і нижньої щелеп трьох пацієн-
тів. Результати цих вимірювань подано в табл. 1.  
 Таблиця 1 

Верхня щелепа Нижня щелепа 

Пацієнт 1 Пацієнт 2 Пацієнт 3 Пацієнт 1 Пацієнт 1 Пацієнт 1 

x , мм y , мм x , мм y , мм x , мм y , мм x , мм y , мм x , мм y , мм x , мм y , мм 

–29.5 3.0 – – –26.6 3.2 –27.4 1.8 – – –25.7 12.3 

–27.5 13.5 –25.6 12.1 –24.6 14.1 –25.4 10.2 –22.0 6.3 –23.6 23.8 

–25.0 20.6 –23.7 19.2 –24.1 21.5 –19.9 19.0 –20.6 13.1 –22.3 31.6 

–23.3 28.2 –21.8 25.8 –21.7 28.0 –17.9 25.2 –18.4 20.6 –19.0 38.4 

–18.7 36.3 –17.4 32.7 –17.8 35.7 –13.6 31.0 –14.1 26.8 –14.4 44.1 

–12.8 42.6 –11.6 37.4 –12.3 40.1 –8.6 35.3 –8.7 30.5 –9.0 48.3 

–3.9 46.4 –4.40 40.9 –4.9 43.8 –2.9 36.6 –2.7 32.5 –3.0 49.9 

4.9 46.4 5.2 40.9 4.9 43.8 2.9 36.6 3.3 32.5 2.6 49.9 

13.3 42.6 12.1 37.4 12.5 40.1 8.2 35.3 8.9 30.5 8.4 48.3 

18.1 36.3 17.8 32.7 16.8 35.7 13.2 31.0 13.3 26.8 13.8 44.1 

22.3 28.2 21.6 25.8 21.5 28 17.1 25.2 18.7 20.6 18.6 38.4 

24.7 20.6 23.5 19.2 23.9 21.5 20.9 19.0 20.9 13.1 22.3 31.6 

27.7 13.5 24.4 12.1 25.4 14.1 25.7 10.2 22.5 6.3 24.5 23.8 

29.7 3.0   26.9 3.2 27.7 1.8 – – 27.1 12.3 

Після аналізу даних вимірювань було обчислено коефіцієнти квад-
ратичної форми ija  та її інваріант I . Інваріант I  для всіх верхніх і нижніх 

зубних рядів мав величину більшу від нуля, звідки випливає, що рівняння 
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(1) для цих зубних дуг є рівнянням еліпса. Рівняння (1) можна записати в 
такому канонічному вигляді:  

 
22

2 2
1

yx
a b

+ = , (6) 

де a  та b  – півосі еліпса, які визначали за формулами [5] 
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1,2λ  – корені характеристичного рівняння 2
11 22 12( )( ) 0a a a− λ − λ − = . 

 Таблиця 2 

Щелепа  Пацієнт 1 Пацієнт 2 Пацієнт 3 

a , мм 29.7 24.9 27.1 

m , мм 29.6 25.0 26.8 

b , мм 47.1 28.3 35.2 
Верхня 

n , мм 43.4 28.8 40.6 

a , мм 28.8 25.0 26.4 

m , мм 27.6 24.9 26.4 

b , мм 49.2 35.1 37.4 
Нижня 

n , мм 34.8 37.9 37.7 

У табл. 2 наведено величини півосей еліпса a  та b  для верхньої і 
нижньої щелеп, що були визначені за формулами (6), (7), а також піввід-
стані m  та n  між крайніми точками вестибулярних поверхонь зубів (див. 
рис. 1). Із табл. 2 можемо бачити, що величина малої півосі еліпса a  не-
значно відрізняється від піввідстані між вестибулярним точками других мо-
лярів m . Величина великої півосі еліпса b  на10÷30% більша, ніж відстань 
n  між вестибулярними точками центральних різців і других молярів. 

   

 а) б) 
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 в) г) 

   
 д) е) 

Рис. 2 
На рис. 2 показано зубні дуги верхньої (рис. 2а, рис. 2в, рис. 2д) і ниж-

ньої (рис. 2б, рис. 2г, рис. 2е) щелеп пацієнта 1 (рис. 2а, рис. 2б), пацієнта 2 
(рис. 2в, рис. 2г) і пацієнта 3 (рис. 2д, рис. 2е), побудовані за канонічним рів-
нянням еліпса (6) і даними табл. 2. Суцільними лініями показано залежність 
(6) для відповідних a  та b . Штриховими лініями показано цю ж залеж-
ність (6), у якій значення a  та b  замінено, відповідно, величинами m  та 
n . Точками на рис. 2 показано дані, отримані вимірюванням сканованих 
зображень гіпсових моделей. Як можна бачити з рисунка, криві, побудовані 
за канонічним рівнянням еліпса з величинами a  та b , добре описують 
форму зубних рядів верхньої і нижньої щелепи. Відхилення вестибулярних 
точок зубів від кривих, побудованих за рівнянням (6) відповідно до запро-
понованої методики з коефіцієнтами, обчисленими за формулами (4), (5), не 
перевищують величини 1.5 мм. Криві, побудовані за канонічним рівнянням 
еліпса (6), у якому значення a  та b  було замінено величинами m  та n , 
відхиляються від даних вимірювань на 3 мм.  

Висновки. Таким чином, можна зробити висновок, що серед кривих 
другого порядку еліпс найкраще описує форму зубних дуг верхньої і ниж-
ньої щелеп з ортодонтичним прикусом. Це дозволяє використовувати кано-
нічне рівняння еліпса для побудови форми зубних дуг верхньої та нижньої 
щелеп. Отриманий профіль зубних дуг може бути застосований при проек-
туванні протезних та ортодонтичних пристроїв, які використовуються при 
формуванні у пацієнтів ортодонтичного прикусу. При побудові форми зуб-
ної дуги можна використовувати канонічне рівняння еліпса з величинами 
півосей a  та b , які отримано згідно із запропонованою методикою за ко-
ординатами п’яти точок, що розміщені на вестибулярних поверхнях цент-
ральних різців, ікол та других молярів. За перше наближення при побудові 
форми зубних дуг можна також використовувати канонічне рівняння 
еліпса, в якому замість величин півосей a  та b  взяти розміри m  та n  
зубних дуг.  
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MECHANICAL-MATHEMATICAL MODELING OF THE SHAPE OF DENTAL ARCHES IN 
ORTHOGNATIC OCCLUSION 
 
Mathematical modeling of the shape of dental arches is performed. It is assumed that 
dental arches can be modeled by the second-order curves. After processing the 
measurement data of diagnostic models of dentitions, the coefficients of the quadratic 
form of the curves of the second order and its invariant were calculated. Since the 
value of the invariant of the second-order curves was greater than zero, it was 
concluded that the shapes of the dental arches are described by the equation of an 
ellipse. The parameters of the canonical equation of an ellipse modeling the shape of 
dental arches are determined. The technique of concretization of parameters of the 
model for the purpose of its application in processes of orthopedic and orthodontic 
treatment is developed. 

Key words: orthognathic occlusion, mathematical model of dental arch, invariant of the 
quadratic form, canonical equation of the ellipse. 
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