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Проведено огляд стану досліджень задач динамічного навантаження пружних 
кусково-однорідних тіл з плоско-паралельними поверхнями поділу матеріалів 
та внутрішніми тріщинами. З використанням гранично-інтегрального фор-
мулювання вказаних тривимірних задач описано ефекти впливу різнотипних 
крайових умов контакту на поверхнях поділу матеріалів, біматеріальної і 
шаруватої структур композитів на динамічні коефіцієнти інтенсивності 
напружень в околі дефектів.  
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внутрішні плоскі тріщини, динамічні коефіцієнти інтенсивності напру-
жень, метод граничних інтегральних рівнянь. 

 
Тотальне застосування композитів у багатьох галузях господарства 

спонукає проведення досліджень їх механічних властивостей. Важливий 
клас застосовних в інженерній практиці пружних композитів становлять 
біматеріальні та багатошарові з плоско-паралельними поверхнями поділу 
матеріалів. Процеси виготовлення та експлуатації виробів з таких матеріа-
лів часто супроводжуються виникненням у них різнорідних дефектів, особ-
ливо небезпечними з яких є тріщини і недосконалості міжфазного контакту 
як фактори суттєвого перерозподілу пружних полів і концентрації напру-
жень. Більшість відомих результатів досліджень механічних властивостей 
таких матеріалів з дефектами стосуються дії статичного навантаження, а 
вплив динамічних (циклічних, ударних) навантажень обмежувався розгля-
дом тунельних і міжфазних тріщин. Хвильові процеси в тріщинуватих кус-
ково-однорідних тілах характеризуються можливістю взаємного перетво-
рення пружних хвиль на поверхнях поділу матеріалів, виникненням по-
верхневих хвиль і резонансних явищ, а інерційні ефекти проявляються у 
перевищенні динамічними коефіцієнтами інтенсивності напружень (ДКІН) 
своїх статичних аналогів. Окремих досліджень вимагають випадки впливу 
на динамічні напруження в околі тріщин тонких неоднорідностей на інтер-
фейсах, тонкого покриття і періодично-шаруватої структури композита. До-
слідження пружних хвильових полів у кусково-однорідних тілах із тріщи-
нами важливі для геофізики, сейсмології, неруйнівного акустичного контро-
лю та оцінки міцності і довговічності таких тіл. 

Математична складність таких задач обумовлена виконанням різно-
типних крайових умов динамічного розходження протилежних поверхонь 
тріщин та контакту складових композита. Актуальним є питання розроб-
лення комплексного підходу до розв’язання дво- та тривимірних динаміч-
них задач з урахуванням багатопараметричності вхідних даних – кількості 
та взаємного розташування тріщин, кількості структурних компонент ком-
позитного тіла, співвідношення пружних параметрів матеріалів, типів кра-
йових умов на поверхнях розмежування матеріалів, усталеного та нестаці-
онарного типів динамічних навантажень. Одним з ефективних способів 
розв’язування таких задач є їх зведення до гранично-інтегральних рівнянь 
(ГІР) із тотожним задоволенням крайових умов міжфазного контакту за 
допомогою введення у гранично-інтегральні формулювання функцій Ґріна. 

У цій роботі наведено огляд результатів дослідження тривимірних за-
дач про динамічне навантаження пружних кусково-однорідних тіл з внут-
рішніми тріщинами. 
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Розробці методів розв’язування задач вивчення напружено-деформо-
ваного стану тіл з тріщинами присвячено чимало робіт вітчизняних і зару-
біжних авторів, Так, дослідження плоских і просторових статичних задач 
теорії пружності для тіл із дефектами методом сингулярних інтегральних 
рівнянь детально описано в працях [3, 4, 9, 30, 37, 38 та ін.]. З використан-
ням методу комплексних потенціалів Колосова – Мусхелішвілі після задо-
волення крайових умов відповідні задачі зводяться до систем одновимірних 
сингулярних інтегральних рівнянь відносно невідомих густин, які характе-
ризують напруження і похідні від зміщень на розрізах. У праці [27] пред-
ставлено метод розривних розв’язків для статичних і динамічних задач 
теорії пружності для тіл із дефектами. Відповідні задачі зводились до роз-
в’язування сингулярних інтегральних рівнянь відносно заданих на дефек-
тах стрибках переміщень і напружень. У подальшому метод розривних 
розв’язків перенесено на статичні і динамічні задачі з плоскими та криво-
лінійними дефектами у працях [18, 26, 28].  

Метод скінченних елементів успішно застосовано для задач статичної і 
динамічної механіки тріщин у роботах [32, 41, 78, 110]. Підвищення точності 
числових результатів значень КІН досягалося використанням поблизу кон-
туру тріщини спеціальних скінченних елементів, які враховують сингуляр-
ність напружень [47, 71, 82, 127], або з використанням енергетичного методу 
і визначенні КІН за допомогою об’ємного J -інтеграла [102, 108, 130]. Пере-
важна більшість отриманих результатів обмежена розглядом статичних і 
динамічних задач теорії тріщин у двoвимірній постановці. Водночас розв’я-
зуванню тривимірних динамічних задач механіки руйнування методом скін-
ченних елементів приділялося недостатньо уваги. 

Для дослідження випадків динамічного навантаження кусково-однорід-
них тіл, які містять тріщини, важливо володіти аналітичними та числовими 
методами, пристосованими для аналізу тонкостінних дефектів відповідного 
дослідження. До такого потужного інструментарію відносяться методи на 
основі гранично-інтегрального формулювання змішаних задач теорії пруж-
ності у часовій і частотній областях. Їх ефективність забезпечується мож-
ливістю зведення задач до інтегральних рівнянь по поверхні тіла, вимір-
ність якої на одиницю менша від вимірності області визначення вихідних 
диференціальних рівнянь задачі.  

Способи зведення плоских та тривимірних статичних і динамічних 
задач для тіл з тонкостінними неоднорідностями і тріщинами до ГІР опи-
сано у працях [14, 17, 73, 103, 109, 119, 138] та ін. Тоді у рамках прямого 
формулювання методу ГІР невідомі густини рівнянь мають зміст стрибків 
переміщень протилежних поверхонь тріщин або стрибків напружень на 
поверхнях жорстких включень. Для випадку нестаціонарних навантажень 
отримані ГІР розв’язували у просторово-часовій області або з використан-
ням інтегральних перетворень Лапласа, або Фур’є за часом. 

Переважна більшість відомих розв’язків задач, присвячених дослід-
женню статичного та динамічного напружено-деформованого станів компо-
зитів біматеріальної та шаруватої структур з внутрішніми тріщинами, об-
межені випадками класичних крайових умов ідеального контакту на по-
верхнях поділу матеріалів. Водночас, у багатьох практичних ситуаціях спо-
стерігається порушення адгезійних зв’язків компонент композита, виник-
нення розподілених мікропошкоджень у вигляді міжфазних тріщин, облас-
тей деламінації і тонких контактних неоднорідностей. Тонкі прошарки мо-
жуть вводитись у композитну систему також технологічно для оптималь-
ного перенесення зусиль і хвильової енергії. Математичне моделювання 
відповідних задач передбачає формулювання певних крайових умов [39], 
які адекватно описують фізичні умови контакту на інтерфейсах.  

У динамічній механіці композитів з тріщинами до ключових розрахун-
кових функцій відноситься стрибок зміщень протилежних поверхонь трі-
щин у часовій і частотній областях. За вказаними зміщеннями можна не 
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лише визначати ДКІН в околі дефектів, а й параметри загального хвильо-
вого поля переміщень і напружень у композиті. У цьому аспекті актуаль-
ним є опис задач гранично-інтегральними моделями з ключовими функція-
ми динамічного розкриття поверхонь дефектів і відображенням у регуляр-
них ядрах інтегральних рівнянь динамічної взаємодії внутрішніх тріщин 
між собою та з міжфазними поверхнями за умов ідеального та різнотипного 
неідеального контакту на них. Так, у роботах [88, 118] проведено аналіз 
двовимірних динамічних задач для кусково-однорідних з ідеальним контак-
том компонент тіл з тріщинами в умовах антиплоскої і плоскої деформацій. 
Методом ГІР також отримано результати для випадку усталеного коливан-
ня пружного біматеріалу з круговою та еліптичною підповерхневою тріщи-
ною відриву [22, 105], перпендикулярною до до поверхні поділу (рис. 1). 
Частковим випадком неідеального контакту компонент кусково-однорідних 
тіл є наявність проковзування на поверхні спряження матеріалів. Ковзний 
контакт на вказаній поверхні враховували у роботі [53] при дослідженні 
статичного поля напружень від системи дислокацій уздовж поверхні кон-
такту та в [132] – для міжфазної тунельної тріщини в анізотропному біма-
теріалі. Відповідні динамічні задачі обмежувалися питаннями впливу про-
ковзування уздовж згаданої поверхні на поширенні пружних хвиль у ком-
позиті та визначенні параметрів хвильового поля [25].  

У праці [23] проаналізовано тривимірну динамічну задачу про усталені 
коливання пружного ізотропного біматері-
алу з круговою тріщиною відриву (рис. 1). 
Розглядався випадок навантаження про-

тилежних поверхонь 1S±  тріщини само-

зрівноваженими усталеними в часі t  
зусиллями 

3 1 3 1 3 1( , ) ( , ) ( , ) exp ( )t t i t+ −= − = ω − ωN x N x N x  

із заданими частотою ω  та амплітудою 

3 1( , )ωN x  (для випадку нестаціонарних 
навантажень вони ототожнені з парамет-
ром і трансформантою інтегрального пе-
ретворення Фур’є). Слід відмітити, що за-
дання навантажень на поверхнях тріщин 
дозволяє досліджувати ДКІН також для 
випадку довільного хвильового збурення 
композита після застосування принципу суперпозиції зі складовою, що 
відповідає за відомий розподіл напружень в аналогічній структурі без 
наявності тріщин. 

Дослідження напружено-деформованого стану розглянутого композит-
ного тіла у частотній області після вилучення спільного гармонічного за ча-
сом часового множника exp ( )i t− ω  зводиться до розв’язання системи дифе-

ренціальних рівнянь руху щодо амплітуд векторів переміщень ( , )C ωu x , 
,C A B= , у кожній із компонент, які для випадку пружних півпросторів з 

тріщиною мають вигляд  

 2 2
1 2( ) ( ) 0,       ,C C C
C Ck k C A B− −∇ ⋅ ∇ ⋅ − ∇ × ∇ × + = =u u u , (1) 

де ∇  – тривимірний набла-оператор, 1 1C Ck c= ω/ , 2 2C Ck c= ω/  – хвильові 

числа, 1Cc  і 2Cc  – швидкості поширення в матеріалі C  поздовжніх і попе-
речних пружних хвиль. 

Різнотипні умови спряження пружних компонент тіла на поверхні 
контакту 0S  за наявності проковзування описуються крайовими умовами 

стосовно амплітудних значень напружень і переміщень 

 

Рис. 1 



57 

– для ідеального механічного контакту компонент: 

 3 3( , ) ( , )A B
j jσ ω = σ ωx x , 

 1 2 0( , ) ( , ),       1,2,3,       ( , ,0)A B
j ju u j x x Sω = ω = ∈x x x , (2) 

– для неідеального контакту: 

 33 33 3 3( , ) ( , ),          ( , ) ( , )A B A Bu uσ ω = σ ω ω = ωx x x x , 

 3 1 2 0( , ) 0,      1,2,         ( , ,0)D
j j x x Sσ ω = = ∈x x , (3) 

Замкнутість постановки задачі передбачає також крайові умови на по-
верхнях тріщини і виконання умов випромінювання Зоммерфельда на без-
межності.  

Подальше гранично-інтегральне формулювання задач полягає у ви-
користанні напівпрямого методу ГІР і представленні подань пружних пере-
міщень і напружень у вигляді потенціалів Гельмгольца з невідомими густи-

нами 0
C
su  уздовж поверхні контакту та (для випадку півпростору A ) ві-

домої комбінації потенціалів з невідомою густиною 3
Au∆ , що характеризує 

розкриття тріщини в процесі навантаження і описує випадок однорідного 
тіла: 

 

0

3 2
( )

0 01 0
1 1

( , ) ( , ) ( , )C C p C C
j s js p

s pS

u u dS
= =

ω = ω Φ +∑ ∑∫∫x xD ξξ ξ  

 

1

2
( )

3 311 1
1

( , ) ( , )A p A A
AC j p

pS

u dS
=

+ δ ∆ ω Φ∑∫∫ xD ξξ ξ , 

 1,2,3,     ,j C A B= = , (4) 

де 

 2 2 2
1 1 2 2 3

exp
( , ) ,     ( ) ( )pCC

p

ik
x x x

−
Φ = − = − ξ + − ξ +

−
x

x x
x

ξ
ξ ξ

ξ

( )
, 

δ  – символ Кронекера, D  – відомі диференціальні оператори [23]. Задово-
ленням крайових умов (2), (3) на поверхні контакту отримано подання неві-

домих густин 0
C
su  потенціалів уздовж зазначеної поверхні через невідому 

функцію 3
Au∆  розкриття поверхонь дефекту. Подальшим задоволенням 

крайових умов в області розташування тріщини задачу зведено до розв’я-
зання одного двовимірного ГІР: 

 

1

2
2

3 1 1 0 1 1( , ) , ( , , ) ,
4

A A

AS

k
u K F dS N S

G
∆ ω − ω + ω = ∈∫∫ x x xξξ ξ ξ( )[ ] , (5) 

де 0 3 1( , ) constN = ω =N x , ядро K  описує випадок тріщини в однорідному 

тілі з пружними параметрами півпростору A , а ядро  

 1 1
St0

( , , ) ( , , )
( )

F T d
R

∞
τω = τ τ

τ∫x xξ ξ  (6) 

є модифікованою функцією Ґріна, що описує динамічну взаємодію тріщини 
з міжфазною поверхнею. Тут StR  – функція Стоунлі, яка характеризує 
можливість виникнення у біматеріалі поверхневої хвилі за певних співвід-
ношень пружних параметрів матеріалів композита. Оператор T  містить 
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функції Бесселя та експоненціальні функції з аргументами, залежними від 
параметрів розташування тріщини у півпросторі A . Конкретний вигляд 

StR  і T  продиктований типом крайових умов (2), (3) на контактній поверхні 
та виписаний в роботах [12, 23, 105]. 

Регулярне ядро F  характеризується спадною поведінкою підінтеграль-
ної функції. У частотній (спектральній щодо інтегрального перетворення 
Фур’є за часом) області запропоновано ефективні аналітично-числові ме-
тоди розв’язування отриманого ГІР на основі його регуляризації та гранич-
но-елементної дискретизації із застосуванням відповідного умовам випромі-
нювання вибору значень комплекснозначних функцій Ґріна і спеціальних 
квадратур Ґаусса та Лаґерра для досягнення збіжності результатів число-
вого інтегрування. Розроблені для випадку однорідного тіла з тріщиною 
гранично-елементні алгоритми визначення динамічного розкриття тріщини 
та пов’язані з ними ДКІН перенесено на випадок пружного біматеріалу. 

Числовий аналіз отримано для випадку гармонічного навантаження за 
однакових значень густин A Bρ = ρ  і коефіцієнтів Пуассона 0.3A Bν = ν =  
матеріалів композита. Зафіксовано, що для кругової тріщини відриву у 
біматеріалі з двох півпросторів з проковзуванням на міжфазній поверхні, 
перпендикулярної до цієї поверхні, у низькочастотній області амплітуди 
ДКІН досягають двох пікових значень з переважанням першого, який біль-
ший від ДКІН у випадку ідеального контакту компонент (рис. 2). Також 
збільшення жорсткості матеріалу з тріщиною супроводжується зменшен-
ням піків ДКІН, що є протилежною за-
кономірністю щодо аналогічного бімате-
ріалу з ідеальним контактом на поверх-
ні спряження. Підсилення впливу конт-
растності жорсткостей матеріалів ком-
позита на ДКІН проявляється більш ви-
разно за наявності декількох взаємоді-
ючих тріщин.  

Стосовно подальшого вивчення 
впливу неідеального контакту з проков-
зуванням компонент композита на дина-
мічну міцність тіл за наявності у них 
тріщин, то такі дослідження у літерату-
рі відсутні. 

У процесі експлуатації композитів часто спостерігається порушення 
адгезійних зв’язків компонент композита та виникнення розподілених мік-
ропошкоджень. Для виявлення таких пошкоджень використовують ультра-
звуковий неруйнівний контроль [46, 63, 85, 86], який ґрунтується на аналізі 
параметрів розсіяних пружних хвиль структурними дефектами. Опис адек-
ватної поведінки пружного середовища з відшаруванням на спряженні 
передбачає наявність вірогідної інформації стосовно ступеня пошкодженості 
розглядуваної області, обумовленого кількістю, формою, розмірами та роз-
поділом мікротріщин у ньому. У працях [46, 96] в рамках квазістатичної 
моделі авторами запропоновано феномен зменшення жорсткості пошкод-
женого інтерфейсу замінити рівномірно розподіленими міжфазними пру-
жинами. Такий підхід у термінах некласичних крайових умов отримав на-
зву пружинних крайових умов. Сформульовані ефективні крайові умови на 
поверхні поділу матеріалів постулюють пропорційність напружень стриб-
кам переміщень із коефіцієнтами, залежними від властивостей чи якості 
поверхні спряження. У подальшому низкою дослідників у працях [89, 113, 
129] було показано ефективність пружинної моделі стосовно моделювання 
неідеального контакту на міжфазній поверхні матеріалів, експериментальне 
підтвердження результатів наведено в [96]. У праці [123] пружинні крайові 
умови використано у низькочастотному спектрі, коли довжини згенерова-
них пружних хвиль набагато перевищують товщину пошкодженої поверхні 

 
Рис. 2 
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контакту. Із точки зору математичного моделювання, пружинні крайові 
умови простіші та ефективніші порівняно з випадком точної постановки 
задачі з урахуванням міжфазних тріщин. У роботі [42] на основі проведе-
них досліджень дифракції плоских хвиль на пошкодженій поверхні кон-
такту було отримано добру узгодженість у значеннях амплітуд коефіцієнтів 
відбиття, отриманих з використанням усереднених підходів та періодичної 
системи тріщин. На основі отриманих в роботах [100, 101] результатів по-
казано незначне розходження амплітуд згаданих коефіцієнтів у дальній 
зоні для різного закону розподілу тріщин з однаковим ступенем пошкод-
ження міжфазної поверхні. В подальших дослідженнях [112] пружинні 
крайові умови застосовано для ультразвукової ідентифікації порушення 
адгезивних зв’язків, у роботі [83] досліджено дифракцію пружних хвиль на 
включенні за наявності відшарування між його поверхнею і матрицею. 
Сформульованими вище некласичними крайовими умовами можна оперу-
вати для опису клейових з’єднань.  

Точність числових результатів, отриманих у рамках застосування пру-
жинних крайових умов значно залежить від достовірних параметрів товщи-
ни і жорсткості пошкодженої поверхні контакту матеріалів. У працях [49, 
50, 64, 65, 84, 90, 91] ефективні крайові умови в низькочастотному спектрі 
коливань використано для аналізу дифрагованого на некласичному інтер-
фейсі хвильового поля, окремий аспект досліджень спрямовано на встанов-
ленні кореляції між жорсткісними характеристиками пружин та геометрі-
єю, розмірами і щільністю розподілу міжфазних тріщин.  

Значний інтерес становлять задачі дослідження динамічної взаємодії 
пошкоджених поверхонь спряження із внутрішніми тріщинами. У працях 
[107, 122] методом ГІР з використанням пружинних крайових умов роз-
глянуто задачі про усталені коливання біматеріалу з підповерхневими 
тріщинами і показано суттєвий вплив тонкого міжфазного прошарку на 
динамічні КІН в околі контуру дефектів. Так, для гармонічно навантаженої 
кругової тріщини відриву (рис. 1) відображення наявності прошарку з 
малою щодо довжини згенерованих хвиль товщиною h  та власними пруж-
ними параметрами 0ν , 0G , 0 ,А ВG G G= , описується пружинними крайо-

вими умовами на серединній поверхні 0S  прошарку: 

 33 0 0 0 3 3( , ) 2 (1 ) (1 2 ) ( , ) ( , )A A BG u u hσ ω = − ν − ν ω − ωx x x /[ ][ ] , 

 3 0( , ) ( , ) ( , ) ,      1,2A A B
m m mG u u h mσ ω = ω − ω =x x x /[ ] , 

 3 3 0( , ) ( , ),      1,2,3,      A B
j j j Sσ ω = σ ω = ∈x x x . (7) 

Тотожним задоволенням крайових умов (7) на некласичній поверхні 
контакту та крайових умов в області розташування тріщини задачу зведено 
до розв’язання одного ГІР типу (5) з модифікованою функцією Ґріна, явний 
вигляд компонентів якої виписано в [107].  

Числовий аналіз виконано для випадку гармонічного навантаження по-
верхонь тріщини відриву в одному з двох однакових півпросторів, розме-
жованих тонким податливим прошарком іншої контрастності. Спостеріга-
ється, що в низькочастотному спектрі коливань збільшення піків ДКІН 
відбувається зі зменшенням жорсткості прошарку, при цьому амплітуди 
ДКІН обмежені знизу/зверху своїми аналогами для однорідного просто-
ру/вільного півпростору з дефектом. 

У роботі [122] досліджено випадок гармонічно навантаженої кругової 
тріщини скруту, паралельної до податливого прошарку між двома різнорід-
ними півпросторами (рис. 3). Задачу зведено до системи двох незв’язаних 
ГІР відносно тангенціальних зміщень поверхонь дефекту. На основі отрима-
них числових результатів встановлено, що існує діапазон частоти прикла-
деного навантаження, при якому спостерігається зменшення піків амплітуд 
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КІН порівняно з аналогами для випадку тріщини в композиті без прошарку 
(виявлено ефект екранування динамічних напружень або зміцнення бімате-
ріалу тонким прошарком). Для тріщини у жорсткішій компоненті амплітуди 
КІН у низькочастотній області досягають двох пікових значень з перева-
жанням другого, зазначена тенденція якісно відрізняється від аналогічного 
біматеріалу з ідеальним контактом на поверхні спряження. Для тріщини у 
жорсткішій компоненті виявлено спеціальні частоти, за яких амплітуди 
ДКІН не залежать від матеріалів прилеглих компонент, що свідчить про 
відсутність відбитих хвиль і повне перенесення хвильової енергії через 
міжфазні поверхні на цих частотах. 

  

 а) б) 

Рис. 3 

Значна увага дослідників приділяється дослідженню міжфазних 
тріщин як часткового випадку пошкодження інтерфейсної поверхні куско-
во-однорідних тіл. У піонерській роботі [133] було виявлено осцилюючу 
особливість в околі вершини тріщини, породжену зміною крайових умов 
розкриття дефекту та жорсткого контакту матеріалів. Було встановлено, 
що у вказаній області поверхні тріщини безмежну кількість разів перекри-
ваються, а напруження у площині продовження дефекту багаторазово 
змінюють свій знак. У подальшому у роботах [59, 61] на основі отриманих 
результатів для кусково-однорідної площини з міжфазним розрізом було 
показано, що осцилюючий феномен переміщень і напружень спостерігаєть-
ся на малих порівняно з довжиною тріщини відрізках. Логічним продовжен-
ням вказаних досліджень є роботи [15, 93] з оцінюванням зон осцилюючого 
контакту. У них показано, що в полі зсувних навантажень розміри вказа-
них зон можуть бути достатньо великими стосовно розмірів тріщини. 

Для подолання фізичної осциляційної неузгодженості в низці робіт за-
пропоновано альтернативні моделі міжфазної тріщини. Наприклад, у праці 
[31] розглянуто тріщину за наявності в околі її вершини ділянок контакту і 
відшарувань, в роботі [21] розрив властивостей пружних параметрів мате-
ріалів замінено їх плавною зміною поблизу міжфазної поверхні. Значного 
поширення набули моделі міжфазної тріщини, які враховують наявність 
проміжної зони на межі областей розкриття дефекту та жорсткого контак-
ту. Зокрема, у праці [15] модель передбачає у вказаній зоні контактні умови 
ковзання та розриву зсувних переміщень, а модель в [16, 21] – умови плас-
тичності та розриву нормальних переміщень. У роботах [45, 87] розглядали 
відповідні задачі теорії тріщин з урахуванням тертя у вказаних зонах 
зчеплення. Переважна більшість проведених досліджень стосувалася ви-
падку статичного навантаження тіл. 

У тривимірній постановці задач з використанням апарату ГІР зазна-
чені дослідження відображено у роботах [13, 99], які стосуються динамічно 
навантажених тріщин на поверхні розмежування двох різнорідних півпро-
сторів, зокрема з допущенням фізично коректного налягання протилежних 
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поверхонь тріщин. У цих роботах умови динамічного контакту півпросторів 
поза міжфазною тріщиною задовольняються наближено через їх нехтуван-
ня у віддаленій від тріщини зоні. Варто зазначити, що питанням динамічної 
взаємодії внутрішніх і міжфазних тріщин у кусково-однорідних тілах уваги 
не приділялося.  

Окремими елементами кусково-однорідних тіл можуть бути рідинні 
компоненти. У роботах [7, 11, 29] вивчали поширення пружних хвиль і про-
водили аналіз отриманих дисперсійних рівнянь в композитних матеріалах, 
що містять шари рідини. У працях [33–35] на прикладі біматеріалу зі 
спряжених рідкого та пружного з тріщинами відриву півпросторів в полі 
усталених коливань досліджували вплив рідинних складових на динамічну 
концентрацію напружень в околі дефектів. Диференціальні рівняння руху 
для півпростору B  (рис. 1) із нестисливої рідини трансформуються до 
системи рівнянь відносно амплітуд векторів переміщень ( , )f ωu x : 

 2 ( ) 0f f fk− ⋅ ⋅ + =u u  , (8) 

де f fk c= ω/  – хвильове число для рідини, fc  – швидкість поширення зву-

ку у рідині. Крайові умови контакту на поверхні розмежування твердої і 
рідинної фаз описуються співвідношеннями 

 3 3 33( , ) ( , ),         ( , ) ( , )A A
f fu u pω = ω σ ω = ωx x x x , 

 3 0( , ) 0,     ,      1,2A
j S jσ ω = ∈ =x x , (9) 

де 3 ,f fu p  – відповідно амплітуди переміщення і гідростатичного тиску у 

рідині.  
Задоволенням крайових умов (9) на поверхні розмежування фаз і кра-

йових умов в області розташування тріщини задачу зведено до розв’язан-
ня одного ГІР вигляду (5) з модифікованою функцією Ґріна, наведеною в 
[33–35]. Характерною особливістю розглядуваної комбінації матеріалів є 
поява локалізованої поблизу інтерфейсу поверхневої хвилі, яка характери-
зується відповідною функцією Стоунлі.  

Числовий аналіз отримано для випадку гармонічного навантаження 
поверхонь однієї і двох кругових тріщин відриву у твердій компоненті 
(рис. 4). Показано, що наявність рідинної компоненти підсилює динамічні 
КІН. У низькочастотному діапазоні хвильових чисел амплітуди ДКІН 
досягають двох локальних максимумів, перший з яких спостерігається за 
меншого значення частоти порівняно з випадком безмежного однорідного 
тіла з тріщинами і мажорований своїми аналогами для випадку тріщин у 
безмежному однорідному тілі (маркована колами крива) та у півпросторі 
(маркована квадратами крива).  

  
 а) б) 

Рис. 4 
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Другий локальний максимум ДКІН перевищує зазначені аналоги. 
Зменшення густини рідини супроводжується збільшенням ДКІН відриву, 
що найбільш відчутно у близьких до рідинної складової точках контуру 
тріщини. Подальші цілеспрямовані дослідження впливу рідинних складових 
композитів на міцність тіл за наявності у них тріщин не проводилися. 

Окрему зацікавленість викликають динамічні задачі стосовно вивчення 
хвильових явищ у тілах із тонкими покриттями як факторами динамічного 
зміцнення структури. Результати таких досліджень становлять практичний 
інтерес із точки зору створення сенсорів моніторингу температури, вологос-
ті, тиску, приладів визначення товщини покриття і характеристик жорст-
кості підкладки, нанесення антикорозійних і теплоізоляційних покрить. 
Ефективне моделювання тонких шарів та плівок є важливим у сфері об-
робки сигналів, зокрема для SAW-фільтрів, робота яких ґрунтується на 
обробці поверхневих акустичних хвиль. Отримання аналітичних розв’язків 
для тіл із пружними покриттями в загальному тривимірному випадку по-
в’язане зі значними математичними труднощами, починаючи від постанов-
ки задачі. Отримана хвильова картина в таких об’єктах характеризується 
складними дисперсійними явищами [63, 76, 77, 112, 123]. У праці [126] на 
підставі аналізу пружних поверхневих хвиль, ініційованих тонкими плівка-
ми на підкладці, запропоновано трактувати ефект покриття як специфічну 
крайову умову на підкладці. У роботі [51] показано прийнятність такої ідеї 
у рамках довгохвильової відносно товщини покриття асимптотики. У пра-
цях [54, 55] під час дослідження хвильових процесів у півпросторі з пруж-
ною накладкою, ініційованих рухомим та імпульсним в часі на поверхні 
вантажем, сформульовано ефективні крайові умови. Ці умови передбачають 
врахування покриття певними диференціальними залежностями між на-
пруженнями та переміщеннями на поверхні основного матеріалу з ураху-
ванням пружних параметрів матеріалу покриття. Варто зазначити, що пи-
танням сусідства тріщин з тонкими покриттями композитних тіл за дина-
мічних навантажень уваги у літературі не приділялося.  

Для моделювання покриття в гранично-інтегральних формулюваннях 
використано ефективні крайові умови, які на основі довгохвильової відносно 
товщини h  покриття асимптотики з урахуванням інерційності матеріалу B  
накладки мають вигляд [55]  
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Умови (10) характеризують наявність мембрани на поверхні півпро-
стору та створений нею натяг. 

У роботі [106] розглянуто задачу про гармонічне навантаження повер-
хонь кругової тріщини скруту, паралельної до поверхні півпростору з тон-
ким покриттям (рис. 5). З аналізу отриманих числових результатів випли-
ває, що в низькочастотному діапазоні хвильового числа збільшення жорст-
кості покриття супроводжується спаданням амплітуд ДКІН, які є меншими 
від свого аналога за відсутності покриття (випадок вільного півпростору), 
тобто покриття відіграє екрануючу роль для динамічних напружень в околі 
тріщин. 
 

У багатьох галузях техніки використовують композити шаруватої 
структури (ламінати), що спричинено насамперед їх підвищеною міцністю і 
спеціальними теплоізоляційними властивостями [56, 66]. До шаруватих се-
редовищ також можна віднести літосферні плити (задачі геофізики) з до-
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вільно розташованими тріщинами у вигляді розломів, при цьому хвильові 
поля у тілі можуть породжуватися вібраціями поверхонь вказаних дефек-
тів. Врахування біматеріальної і бага-
тошарової структури динамічно на-
вантажених тіл призводить до ди-
фракційного хвильового перерозподілу 
параметрів напружено-деформованого 
стану між компонентами тіла з мож-
ливістю виникнення поверхневих 
хвиль, резонансних і дисперсійних 
явищ [10, 48, 69, 79, 92, 111, 124, 128, 
131, 142]. Динамічні задачі теорії трі-
щин для пружних тіл шаруватої 
структури з внутрішніми неоднорід-
ностями різної природи на сьогод-
нішній день ще мало вивчені. Біль-
шість робіт обмежена розглядом де-
фектів в ізо-тропних біматеріальних 
тілах [1, 2, 8, 24, 40]. 

У випадку композита шаруватої структури хвильове поле переміщень і 
напружень у частотному режимі навантаження визначається багатократ-
ним перевідбиттям пружних хвиль на поверхнях поділу матеріалів. Прове-
дення досліджень динамічних процесів у середовищах шаруватої структу-
ри вимагає побудови ядер систем відповідних інтегральних рівнянь. Збіль-
шення кількості шаруватих компонент з відповідними на їх поверхнях кра-
йовими умовами призводить до зростання розмірності системи лінійних 
рівнянь і труднощів обчислювального характеру, спричинених, зокрема, на-
явністю експоненційних складових у фундаментальних розв’язках. Для по-
долання згаданих проблем запропоновано низку підходів. Так, наприклад, у 
роботах [5, 6] стійкість методу побудови матриць Ґріна для пружних і тер-
моелектропружних багатошарових середовищ забезпечена виділенням 
експоненційних складових. У випадку великої кількості шарів дисперсійні 
співвідношення отримують за допомогою методу передаточних матриць [70, 
125], методу глобальної матриці [80, 95], а для періодично-шаруватого ком-
позита − методу з використанням теореми Флоке [29, 72, 134].  

З огляду на комплексну оцінки умов руйнування таких композитів не-
обхідно вводити у розгляд задачі про наявність в них тріщин. У роботах 
[43, 74, 75, 81, 98, 114] розглянуто статичні плоскі задачі для двоперіодично-
го шаруватого композита з тріщиною, у роботі [117] − із системою міжфаз-
них тріщин. Водночас динамічним задачам для композитів періодично ша-
руватої структури з тріщинами у літературі приділялося недостатньо ува-
ги. Зокрема, у праці [135] в операторній формі (з відсутністю числового ана-
лізу) отримано ГІР задачі про гармонічне навантаження поодинокої тріщи-
ни у багатошаровому сендвіч-композиті з дзеркальною стосовно дефекту 
площиною симетрії, а в [104] проведено аналіз ДКІН для тріщини скруту у 
трикомпонентному композиті. 

У роботі [36] для випадку двокомпонентного періодично шаруватого 
композита з гармонічно навантаженими тріщинами скруту на серединних 
поверхнях шарів задачу зведено до гранично-інтегрального формулювання 
стосовно двошарового репрезентативного елемента (рис. 6) з крайовими 
умовами такого вигляду на поверхнях контакту: 

 3 3 2 1( ) ( ),       ( ) ( ),       A B A B A B
j j j ju u S S= σ = σ ∈ ∪x x x x x , (11) 

 3 3 1 2( ) ( ),       ( ) ( ),       A B A B A B
j j j ju u S S= σ = σ ∈ ∪x x x x x , (12) 

де умови (11) визначають ідеальний контакт шарів, а умови (12) характери-
зують періодичність структури композита. 

 
Рис. 5 



64 

  

 а) б) 

Рис. 6 

Розглядувану задачу зведено до розв’язування системи чотирьох дво-
вимірних ГІР відносно невідомих функцій тангенціальних зміщень повер-
хонь тріщин. Модифікована функція Ґріна, що входить в інтегральні рів-
няння, описує взаємодію системи тріщин та поверхонь спряження. Число-
вий аналіз проведено для тріщин скруту, розташованих в одній з компо-
нент композита з однаковими значеннями густин A Bρ = ρ  матеріалів. Пове-
дінка частотної залежності ДКІН в околі вістря тріщини набуває складного 
характеру. Для розташованих у жорсткіших матеріалах композита тріщин 
резонансний вплив взаємодіючих періодично розміщених тріщин та повер-
хонь поділу матеріалів проявляється множинністю осциляцій амплітуд 
ДКІН. Зростання жорсткості шарів із тріщинами супроводжується появою 
додаткових резонансних частот і збільшенням абсолютних пікових значень 
ДКІН, які перевищують свої аналоги для випадку біматеріалу з двох 
півпросторів. 

Окремий пласт досліджень становлять функціонально-ґрадієнтні мате-
ріали (ФҐМ) – тип композитів, які характеризуються плавною зміною фі-
зичних параметрів (одного або декількох) у певних напрямках, тобто ґраді-
єнтністю механічних (термомеханічних) характеристик [19, 94, 115]. На по-
чаткових етапах створення ФҐМ було пов’язане з потребами авіаційної 
промисловості у матеріалах, які б одночасно мали високу міцність, тепло-
ізоляційні властивості та відносно невелику масу. Таким вимогам відпові-
дали композити, що поєднували кераміку та метал. На сьогодні ФҐМ широ-
ко використовують у літако- та ракетобудуванні, у військовій промисловос-
ті для бронетехніки, стоматології тощо. Для математичного моделювання 
ґрадієнтності зміни властивостей матеріалу використовують два підходи. 
Перший полягає у моделюванні матеріалу шаруватою структурою, де 
кожний наступний шар є однорідний із відмінними механічними власти-
востями. У результаті отримуємо ФҐМ з кусково-розривними вздовж пев-
них напрямків властивостями механічних параметрів. Напружено-дефор-
мований стан кожного шару описується відносно простими диференціаль-
ними рівняннями зі сталими коефіцієнтами. Недоліком зазначеного підходу 
є необхідність задоволення великої кількості крайових умов на поверхнях 
спряження, що з фізичної точки зору призводить до складної хвильової 
картини в тілі – виникнення поверхневих хвиль із дисперсійними феноме-
нами, концентрацією напружень на поверхнях контакту матеріалів. Другий 
підхід полягає у заданні плавної зміни об’ємних часток одного матеріалу в 
матриці з іншого матеріалу. Напружено-деформований стан такого ФҐМ 
описується диференціальними рівняннями зі змінними коефіцієнтами 
(зазвичай ґрадієнтність зміни коефіцієнта Пуассона, густини матеріалу, 
модуля Юнґа описують степеневим або експоненціальним законом). Другий 
підхід дає можливість уникнути інтерфейсних явищ, але вимагає залу-
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чення складнішого математичного апарату для моделювання. Окрім ска-
заного, другий підхід сприяє створенню ФҐМ з відповідними властивостями 
під конкретні потреби. 

Вивчення граничного стану ФҐМ під статичними і динамічними наван-
таженнями за наявності в них тріщин вимагають потужних та ефективних 
математичних інструментів досліджень. Аналіз напружено-деформованого 
стану ФҐМ з тріщинами виконували з залученням методів сингулярних 
інтегральних рівнянь [52, 57, 60, 62, 116], методу граничних елементів [58, 
136, 137, 139–141], методу скінченних елементів [44, 67, 68, 97, 143], Петро-
ва – Гальоркіна [120, 121]. Отримані числові результати [20, 139, 141] пока-
зали домінуючий вплив на пікові значення статичних і динамічних КІН 
модуля пружності матеріалу та орієнтації тріщин відносно напрямку ґрада-
ції властивостей ФҐМ.  
 

Основний акцент у цій роботі приділено випадку гармонічного наванта-
ження. При цьому отримані розв’язки відповідних гармонічних задач для 
кусково-однорідних тіл з тріщинами розглядаються як проміжний етап 
побудови розв’язків нестаціонарних задач. Результати досліджень окрес-
лених задач є важливим етапом для подальшого розв’язування обернених 
задач, які мають важливе прикладне застосування у неруйнівному контро-
лі, сейсмології тощо. 

Аналіз літературних джерел свідчить, що розробка ефективних мо-
делей і методів розв’язання тривимірних задач теорії тріщин у кусково-од-
норідних тілах складної конфігурації і за змінних в часі просторових наван-
тажень є злободенною і недостатньо вивченою науково-технічною пробле-
мою. Для вирішення кола зазначених завдань необхідне залучення сучас-
них потужних математичних методів, одним з яких є метод ГІР.  
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ANALYSIS OF 3-D PROBLEMS OF DYNAMIC LOADING OF ELASTIC 
PIECEWISE-HOMOGENEOUS BODIES WITH INTERNAL CRACKS 
 
A review of the state of research on problems of dynamic loading of elastic piecewise 
homogeneous bodies with plane-parallel interfaces of materials and internal cracks is 
carried out. Using the boundary-integral formulation of these 3-D problems, the effects 
of different types of contact boundary conditions on interfaces, bimaterial and layered 
structures of composites on the dynamic stress intensity factors in the vicinity of 
defects are described. 

Key words: 3-D dynamic problems, piecewise homogeneous bodies, plane-parallel 
boundary surfaces of materials, nonclassical contact boundary conditions, internal 
plane cracks, dynamic stress intensity factors, boundary integral equation method. 
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