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ТЕМПЕРАТУРНІ ПОЛЯ, ЯКІ НЕ ВИКЛИКАЮТЬ НАПРУЖЕНЬ В 
НЕОДНОРІДНОМУ ОСЕСИМЕТРИЧНОМУ ПОРОЖНИСТОМУ ЦИЛІНДРІ  
 

Розглядається задача про визначення температурного поля, яке не викликає 
термонапружень у скінченному порожнистому осесиметричному циліндрі з 
характеристиками матеріалу, залежними від двох координат. Між цилінд-
ром і середовищем відбувається конвективний теплообмін, а усталена теп-
лопередача в циліндрі відбувається за законом Фур’є. Отримано точний ана-
літичний розв’язок задачі, який виражається через функції нормального 
розподілу Ґаусса, для двокомпонентних функціонально-ґрадієнтних мате-
ріалів з теплофізичними параметрами, що описуються за моделлю простої 
суміші. Показано, що такий розв’язок існує при певних зв’язках між коефіці-
єнтами лінійного теплового розширення і теплопровідності складових з 
узгодженням температур середовища на перетинах поверхонь циліндра. 
Розрахунки вказують на можливість забезпечення відсутності термонапру-
жень у циліндрі, виготовленому з реально існуючих матеріалів, при перепа-
дах температур між поверхнями циліндра у декілька сотень градусів.  

Ключові слова: осесиметричний циліндр, функціонально-ґрадієнтні матеріали, 
термонапруження, відсутність напружень, обернена задача, аналітичні 
розв’язки, оптимізація, необхідні та достатні умови. 

 
Ресурс служби елементів конструкцій залежить від силових і темпера-

турних навантажень. Ці навантаження, які можуть бути малими порівняно 
з межами міцності матеріалів, часто призводять до їх деградації внаслідок 
пришвидшення цими навантаженнями хімічних процесів взаємодії конст-
рукції із зовнішнім середовищем [15]. Останнім часом у конструкціях, що 
перебувають під дією теплових навантажень, дедалі ширше застосовують 
композитні, зокрема, функціонально-ґрадієнтні матеріали (ФҐМ) [19, 20].  

Сучасні технології виготовлення ФҐМ дають можливість забезпечувати 
наперед задані розподіли термомеханічних характеристик у виробах із 
таких матеріалів [25, 29, 33]. Зокрема, у цих працях повідомлено про метод 
виготовлення ФҐМ за допомогою струменевого кольорового друку. Згідно з 
цим методом, водні суспензії 2 3Al O  та 2ZrO  стабілізували електростатично 
і поміщали в резервуари для чорнила різного кольору у струменевих карт-
риджах. Обсяг і склад суспензій, надрукованих краплинами на невеликій 
площі, контролювали за допомогою струменевого блакитно-пурпурово-жов-
то-чорного кольорового друку. Запропонований спосіб вказує на можливості 
виготовлення ФҐМ з довільними 2D- та 3D-композиційними розподілами. 

ФҐМ створені для зменшення залишкових, а також температурних на-
пружень, що можна здійснити шляхом просторового розподілу властивос-
тей матеріалу. Дизайнери можуть отримати виняткову продуктивність, а 
також змінену реакцію ФҐМ у тепловому середовищі. У випадку неперерв-
но градуйованих матеріалів зміна мікроструктури, складу, а отже, і їхніх 
властивостей неперервно залежить від координат [16, 28]. Огляд досліджень 
1997–2007 рр., які стосуються технологій виготовлення, вивчення механіч-
ної поведінки та застосування ФҐМ, подано у праці [11]. У працях [13, 14, 
17, 23, 24, 26] розглянуто оптимізацію дво- і тривимірного розподілу 
складових ФҐМ з метою зменшення напружень, багатофункціональної 
оптимізації в різних об’єктах: циліндрах, плитах тощо, з урахуванням еко-
логічних вимог. Під екологічними вимогами до матеріалів розуміємо еко-
логічні аспекти їх виробництва, їх використання та утилізацію в кінці тер-
міну експлуатації, а також способи розробки і виготовлення, які мінімізу-
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ють їхній вплив на навколишнє середовище [9]. Зокрема, метою роботи [14] 
є визначення просторового розподілу об’ємної концентрації складових і його 
оптимізація для покращення екологічних характеристик матеріалу. Для 
розв’язання цих завдань використано найрізноманітніші методи, в тому 
числі методи лінійного програмування, нейронні мережі, сплайн-апроксима-
цію, стандартний апарат розв’язування оптимізаційних задач MATLAB з 
командою 'fmincon' тощо.  

Тому задача визначення теплового навантаження конструкцій, які за-
безпечують мінімальні термонапруження або їх відсутність, є актуальною. 

Задачі визначення температурних полів, які не викликають напружень 
чи переміщень в однорідних тілах, розглянуто в працях [6, 7]. Проблеми оп-
тимізації характеристик матеріалів для мінімізації напружень у багатоша-
рових пластинах із використанням генетичного алгоритму вивчено в [11, 12, 
18, 21, 34]. У праці [30] з використанням нейронних мереж запропоновано 
підхід до оптимізації характеристик матеріалу довгого порожнистого 
циліндра для релаксації максимальних значень теплових напружень. Цю 
проблему розв’язано як задачу мінімізації максимальних напружень шля-
хом оптимізації керуючої змінної (показника степеня у степеневій залеж-
ності характеристик матеріалу) упродовж часового інтервалу від початко-
вого теплового стану нагрівання до досягнення усталеного режиму. Дослід-
ження числовими методами задач зниження рівня термонапружень за ра-
хунок вибору залежності характеристик композита від двох координат 
наведено в роботі [31]. Задачі про визначення оптимального за швидкодією 
нагрівання тіл з обмеженнями на температуру чи напруження, а також 
ідентифікації термонапруженого стану тіл з неповною інформацією про 
умови нагрівання розглянуто в [5, 35]. Можливість існування теплових полів 
у довгому циліндрі, неоднорідному за радіальною координатою, з потрібним 
розподілом фізико-механічних характеристик матеріалу, що забезпечують 
відсутність напружень, показано в роботах [3, 4]. У праці [8] запропоновано 
методику зменшення температурних напружень у покриттях з викорис-
танням умови постійності температурних деформацій у неоднорідних по-
криттях, однак, без конкретних числових розрахунків.  

У цій праці визначимо температурне поле, виражене певним класом 
функцій, що не викликає термонапружень у скінченному осесиметричному 
циліндрі з характеристиками матеріалу, залежними від двох координат. 
Виконані числові дослідження вказують на можливість встановлення в не-
однорідному осесиметричному циліндрі температурних полів, які не викли-
кають напружень при заданих умовах нагрівання, відсутності об’ємних теп-
лових джерел, за рахунок встановлення характеристик матеріалу.  

1. Формулювання задачі. Розглянемо порожнистий осесиметричний 
циліндр з віссю Oz , яка збігається з його віссю симетрії, радіусами внут-
рішньої і зовнішньої поверхонь 1ρ , 2ρ  ( 2 1ρ > ρ ) відповідно, висотою 2 1z z− . 

Початок координат вибрано на осі Oz . Характеристики матеріалів циліндра 
– модуль пружності E , коефіцієнт Пуассона ν , коефіцієнти лінійного роз-
ширення α  та теплопровідності λ , а також температурне поле T  є функ-
ціями від координат ρ , z : ( , )E E z= ρ , ( , )zν = ν ρ , ( , )zα = α ρ , ( , )zλ = λ ρ , 

( , )T T z= ρ . Потрібно встановити вигляд температурного поля, яке не викли-
кає напружень у такому циліндрі, та способи його створення в рамках кла-
сичної незв’язаної моделі термопружності, в якій температурне поле опису-
ється законом теплопровідності Фур’є та умовами конвективного теплообмі-
ну через поверхні циліндра.  

Вихідними рівняннями задачі є [1, 32]: 
– рівняння рівноваги  

 2 2( ) ,      rz rz z
r r rz zF F

z zθ
∂σ ∂σ ∂σ∂ ρσ + ρ − σ = − ρ ρ + σ + ρ = − ρ

∂ρ ∂ ∂ρ ∂
, (1) 
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– рівняння сумісності 

 
2 2

2
,          0rz z

r

e e e e
e e

zz
θ θ

θ
∂ ∂ ∂ ∂

ρ = − ρ − + =
∂ρ ∂ ∂ρ∂

, (2) 

– зв’язки між тензорами деформацій і напружень 
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ρ ρ
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ρ ρ
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( , ) ( , )z z

z z
e z z z z

E z E z
+ ν ρ ν ρρ = σ ρ − σ ρ + Φ ρ

ρ ρ
, 

 
1 ( , )

( , )rz rz
z

e
E z
+ ν ρ= σ

ρ
, (3) 

– умови на межах 

 1 1 1 1( , ) ( ),       ( , ) ( )r rzz p z z q zσ ρ = − σ ρ = , 

 2 2 2 2( , ) ( ),    ( , ) ( )  r rzz p z z q zσ ρ = − σ ρ = , (4) 

де rσ , θσ , zσ , rzσ  – ненульові компоненти тензора напружень, re , eθ , ze , 

rze  – ненульові компоненти тензора деформацій, 0( , ) ( , )( ( , ) )z z T z TΦ ρ = α ρ ρ −  

– теплова деформація, ( , )T T z= ρ  – встановлене експериментально або об-

числене на основі відповідної моделі температурне поле, 0T  – відлікова 

температура, при якій відсутні термонапруження.  
Потрібно визначити на основі рівнянь (1)–(4) точні аналітичні вирази 

для теплової деформації, а отже, і температурного поля, яке не викликає 
напружень, а також способи його отримання за рахунок вибору характе-
ристик ФҐМ з використанням відповідної задачі теплопровідності [10, 32]: 

 1 ( , ) ( , ) 0t tz z
z z

∂ ∂ ∂ ∂   ρλ ρ + λ ρ =   ρ ∂ρ ∂ρ ∂ ∂   
, (5) 
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1 1
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t z
z t z t zρ ρ

∂ ρ
λ ρ + β ρ − =

∂ρ
[ ] , 
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∂ ρ
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∂ρ
[ ] , 
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1 1

( , )
( , ) ( , ) ( ) 0z z

t z
z t z t

z
∂ ρ

λ ρ + β ρ − ρ =
∂

[ ] , 

 
2 2

2
2 2

( , )
( , ) ( , ) ( ) 0z z

t z
z t z t

z
∂ ρ

λ ρ + β ρ − ρ =
∂

[ ] , (6) 

де 0( , ) ( , )t z T z Tρ = ρ − , βl , βm  – коефіцієнти теплообміну між поверхнями 

циліндра і середовищем, ( )t zl , ( )mt ρ  – відомі температури середовища на 

поверхнях 1 2,m z z= , 1 2,= ρ ρl .  
Виразами (6) описуються умови конвективного теплообміну. Крім того, 

повинні виконуватись умови рівності температур середовища на перетинах 
поверхонь циліндра: 

 
1 1 1 21 1 2 1( ) ( ),         ( ) ( )z zt t z t t zρ ρρ = ρ = , 

 
2 1 2 21 2 2 2( ) ( ),         ( ) ( )z zt t z t t zρ ρρ = ρ = . (7) 

2. Визначення температурного поля, яке не викликає напружень у 
циліндрі. Запишемо рівняння сумісності деформацій у напруженнях. Для 
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цього вирази (3) підставимо у рівняння сумісності (2) з використанням 
рівнянь рівноваги (1). Отримаємо: 
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( , ) ( , )

( , ) 0
( , )

z z
z

E z
ν ρ ∂Φ ρ∂  − σ ρ + =  ∂ρ ρ ∂ρ

. (8) 

Умовою відсутності напружень є рівність нулеві всіх компонент тензора 
напружень у двох рівняннях сумісності (8). Тоді з (8) отримаємо 

 
2

2

( , ) ( , ) ( , )
0,        0

z z z

z

∂Φ ρ ∂Φ ρ ∂ Φ ρρ = + ρ =
∂ρ ∂ρ ∂

. (9) 

Найпростішим розв’язком рівнянь (9) є ( , )z СΦ ρ = , звідки  

 0( , ) ( , )
( , )
CT z T t z

z
ρ − = ρ =

α ρ
. (10) 

Формула (10) виражає необхідну умову відсутності напружень у скін-
ченному осесиметричному циліндрі. Покажемо, що умова (10) є і достат-
ньою умовою. Міркування будуть подібними, як і в праці [6], де відповідне 
твердження доведено для однорідних тіл. Для доведення достатності роз-
глянемо деформований стан. Позначимо через uρ , zu  переміщення уздовж 

координат ρ , z . Після нагрівання ця точка матиме нові координати ρ =  

uρ= ρ + , zz z u= + . При зміні температури, яка не викликає напружень, 

подібний трикутник переходить у подібний. Зі співвідношень Коші між де-

формаціями і переміщеннями маємо z
uu
z
ρ∂∂

= −
∂ρ ∂

 ( 0rze = ), zr uu
z

∂∂
=

∂ρ ∂
. 

Розглянемо поворот відносно осі, перпендикулярної до ρ , θ , пов’язаний з 
деформацією: 

 1
2

zr
rz

uu
z

∂∂ ω = − ∂ ∂ρ 
.  

Для двох точок A  і B  повинна виконуватись рівність  

 ( ) ( )
B

rz rz
rz rz

A

B A d dz
z

∂ω ∂ω ω − ω = ρ + ∂ρ ∂ ∫ . (11) 
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Врахуємо, що  
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2
1
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rz z zr u uu
z z zz

∂ω ∂ ∂∂  ∂Φ= − = − = − ∂ ∂ ∂ρ ∂ ∂ρ ∂ρ ∂
. (12) 

Тоді формула (11) з урахуванням (12) набуде вигляду 

 ( ) ( )
B B

rz rz
A A

B A dz d ds
z n

∂Φ ∂Φ ∂Φ ω − ω = − + ρ =  ∂ρ ∂ ∂∫ ∫ , (13) 

де 
n
∂

∂
 – похідна по нормалі.  

 Якщо точки A  і B  збігаються, то вираз (13) запишемо як 

 0ds
n

∂Φ =
∂ . (14) 

Формула (14) є достатньою умовою відсутності напружень. Отже, вираз (10) 
є також достатньою умовою для температурного поля, яке не викликає 
напружень, оскільки ( , )z СΦ ρ = .  

Це означає, що температурне поле (10) повинно задовольняти задачу 
теплопровідності (5)–(7). 

Отже, потрібно визначити зв’язки між коефіцієнтами лінійного тепло-
вого розширення ( , )zα = α ρ , теплопровідності ( , )zλ = λ ρ  та температурами 
середовищ, які для заданого температурного поля (10) точно задовольняють 
рівняння теплопровідності (5), умови (6) на межі і умови (7) на перетинах 
поверхонь циліндра.  

З рівняння (5) методом відокремлення змінних отримаємо такий зв’я-

зок між коефіцієнтами теплового лінійного розширення ρα ρ = α ρ α( , ) ( ) ( )zz z  

та коефіцієнтами теплопровідності: 

 ( , ) ( ) ( )zz zρλ ρ = λ ρ λ =  

, 
1 1

2 2( ) ( ) exp
ln ( ) ln ( )

( ) ( )

z

z
z z

z

d d
D z c

d d
d d

d d z
d dz

ρ

ρ
ρ ρ

ρ

  ζ η α ρ α −   α ζ α η  ζ η=
α ρ α

ρ
ρ

∫ ∫
, (15) 

де D , c , 1С , 3С  – довільні сталі.  
Оскільки на сьогоднішній день технологічно неможливо виготовляти 

матеріали з довільним способом заданими характеристиками, обмежимось 
при подальшому розгляді двокомпонентними матеріалами, характеристики 
яких описуються у циліндричній системі координат моделлю простої су-
міші [27]: 

 1 2 1 2 1( , ) 1 ( , ) ( , ) ( ) ( , )z S z S z S zλ ρ = λ − ρ + λ ρ = λ + λ − λ ρ[ ] , 

 1 2 1 2 1( , ) 1 ( , ) ( , ) ( ) ( , )z S z S z S zα ρ = α − ρ + α ρ = α + α − α ρ[ ] . (16) 

Тут індексами «1» і «2» позначено характеристики складових першого і 
другого матеріалів. Якщо характеристики (16) функціонально-ґрадієнтного 
матеріалу підставити у рівняння теплопровідності (5), то отримаємо 
нелінійне диференціальне рівняння для визначення розподілу невідомої 
концентрації ( , )S zρ  в осесиметричному циліндрі: 
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2 22 2

2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )1S z S z S z S z S z
zz

 ∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ    + + − + ×      ρ ∂ρ ∂ρ ∂   ∂ρ ∂   
 

 21 21

1 21 1 21

2
0

( , ) ( ( , ))S z S z
α λ × − = α + α ρ λ + λ ρ 

. (17) 

До рівняння (17) слід додати умови (6) теплообміну на поверхні і умови 
(7) рівності температур на перетинах поверхонь циліндра, виражені через 
концентрацію з використанням виразів (10) та (16). Такі обернені задачі 
щодо визначення концентрації на основі диференціального рівняння (17) та 
узгодження умов теплообміну можна розв’язувати чисельними методами. 

Спробуємо все таки отримати точні аналітичні розв’язки рівняння (5) 
( , )t t z= ρ  вигляду (10) відносно характеристик матеріалу з виконанням 

умов конвективного теплообміну (6), рівності температур середовища на 
перетинах поверхонь циліндра (7) та подання характеристик виразами (16). 
Для цього треба дослідити умови, які накладаються на ( , )S zρ , 1λ , 2λ , 1α , 

2α , щоб коефіцієнти теплопровідності і лінійного теплового розширення 
можна було подати у вигляді  

 1 2( , ) 1 ( , ) ( , ) ( ) ( )zz S z S z zρλ ρ = λ − ρ + λ ρ = λ ρ λ[ ] , 

 1 2( , ) 1 ( , ) ( , ) ( ) ( )zz S z S z zρα ρ = α − ρ + α ρ = α ρ α[ ]  (18) 

через одну функцію концентрації ( , )S zρ . Крім цього, потрібно перевірити 
наявність двокомпонентних матеріалів, характеристики яких задовольня-
тимуть отримані умови. З рівностей (18) запишемо 

 2 2

1 2 1 2

( , ) ( , )
( , )

z z
S z

λ ρ − λ α ρ − α
ρ = =

λ − λ α − α
. (19) 

Рівність (19) виконується, якщо  

 1 1

2 2

λ α
=

λ α
. 

Звідси отримуємо такі зв’язки між коефіцієнтами теплопровідності та 
коефіцієнтами лінійного теплового розширення складових: 

 1 2 1 2

1 2 1 2
( ) ( ) ( ) ( ),     ( ) ( ) ( ) ( )z z z zz z z zρ ρ ρ ρ

λ − λ α − α
λ ρ λ = α ρ α α ρ α = λ ρ λ

α − α λ − λ
, 

а формулу (10) можемо подати у вигляді 

 ( , )
( ) ( ) ( , ) ( , )z

C C Ct z
z z zρ

ρ = = =
λ ρ λ λ ρ α ρ

. (20) 

Підставивши температурне поле (20) у рівняння теплопровідності (5) і умо-
ви (6), отримаємо таке нелінійне диференціальне рівняння відносно коефіці-
єнта теплопровідності: 

 1 1 1( , ) ( , ) 0
( , ) ( , )

z z
z z z

   ∂ ∂ ∂ ∂    ρλ ρ + λ ρ =       ρ ∂ρ ∂ρ λ ρ ∂ ∂ρ λ ρ       
 (21) 

та умови на межі: 

 
1 11

1 1

1( , ) ( ) 0
( , ) ( , )

CC z t z
z zρ ρ

∂  λ ρ + β − = ∂ρ λ ρ λ ρ 
, 

 
2 22

2 2

1( , ) ( ) 0
( , ) ( , )

CC z t z
z zρ ρ

∂  λ ρ + β − = ∂ρ λ ρ λ ρ 
, 
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1 11

1 1

1( , ) ( ) 0
( , ) ( , )z z

CC z t
z z

∂  λ ρ + β − ρ = ∂ρ λ ρ λ ρ 
, 

 
2 22

2 2

1( , ) ( ) 0
( , ) ( , )z z

CC z t
z z

∂  λ ρ + β − ρ = ∂ρ λ ρ λ ρ 
. (22) 

Умови (7) при цьому також повинні виконуватись. 
 Аналітичний розв’язок рівняння (21), отриманий методом відокремлен-
ня змінних, має вигляд 

 
2

2 2
4 1 1 3

1 1 1( , ) exp ( )
4 2C

z C C C z C λ ρ = ρ − +  ρ
, (23) 

де iC , 1, , 4i = … , – довільні сталі.  

Отже, потрібно визначити сталі iC , С , які задовольняють умови (6) на 
межах поверхонь, умови узгодження температур (7), а також умови, які 
накладаються на температури навколишнього середовища на поверхнях, 
коефіцієнти теплообміну, теплопровідності, коефіцієнти лінійного теплового 
розширення, максимально можливий перепад температур в циліндрі. 

Природними додатковими умовами, які накладаються на коефіцієнти 
теплопровідності, теплообміну, лінійного теплового розширення, є: 

• задоволення умов зміни коефіцієнтів теплопровідності і лінійного тепло-
вого розширення у заданих моделлю межах: 1 2( , )zλ ≤ λ ρ ≤ λ , 2 1 0λ > λ > , 

1 2( , )zα ≤ α ρ ≤ α , 2 1 0α > α > ; 

• між максимальним і мінімальним значенням температури тіла у будь-
якій його точці нема температур фазових переходів; 

• коефіцієнти теплообміну повинні набувати значень з технологічно до-
пустимих меж; 

• найбільшому значенню температури циліндра відповідає найменше 
значення коефіцієнта теплопровідності, і навпаки. 

Підставивши розв’язок (23) в умови (22) на межах, отримаємо вирази 
для коефіцієнта теплопровідності через характеристики матеріалу: 

 
1

1

2 1 1
1 1

1 1 1 ( )
2 ( , )

CC C C t z
z ρ

ρ

 − ρ + = β ρ λ ρ 
, 

 
2

2

2 2 1
2 2

1 1 1 ( )
2 ( , )

CC C C t z
z ρ

ρ

 − ρ + = β ρ λ ρ 
, 

 
1

1

1 1 3
1

1 ( ) ( )
( , ) z

z

CC C z C t
z

+ + = ρ
β λ ρ

, 

 
2

2

1 2 3
2

1 ( ) ( )
( , ) z

z

CC C z C t
z

+ + = ρ
β λ ρ

. (24) 

 З умов теплообміну (24) і умов узгодження температур на поверхнях 
(7) маємо 

 1 1

1 2

2 1 1 2 1 1
1 1

1 1 3 1 2 3

1 1 1 1
2 2

,            
z z

C C C C

C z C C z C
ρ ρ

− ρ − ρβ βρ ρ
= =

β + β +
, 

 2 2

1 2

2 2 1 2 2 1
2 2

1 1 3 1 2 3

1 1 1 1
2 2

,            
z z

C C C C

C z C C z C
ρ ρ

− ρ − ρβ βρ ρ
= =

β + β +
. (25) 
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З формул (24) і (23) випливає, що температура на поверхнях 1 2,= ρ ρl  
повинна належати до множини функцій вигляду  

 2
1 3

1( ) exp ( )
2

t z A C z C B = + +  l l l , (26) 

а на поверхнях 1 2,m z z=  – до множини 

 2 2
1

1( ) exp
4

C
m m mt A C B ρ = ρ − ρ +  

, (27) 

де  

 2 2
1 2 1

4

1 1 1 1exp ,          
4 2

CCA C B C C C
C

  = − = −    β  l l
l

l l l
l

, 

 2
1 3 1 3

4

1 1exp ( ) ,       ( )
2m m

m

CA C m C B C C m C
C

 = + = +   β
. 

Зазначимо, що функція (23) для визначення коефіцієнта теплопровід-
ності не має екстремуму, а отже, і температура (20) теж не має екстрему-
му. (В цьому можна переконатись стандартним дослідженням функції двох 
змінних на екстремум [2]). Тому найбільші та найменші їхні значення дося-
гаються на поверхнях циліндра.  

3. Алгоритм визначення характеристик матеріалу. Вважатимемо, що 
на одній із поверхонь задано розподіл температури. Виберемо поверхню 

2ρ = ρ . Кроки для визначення характеристик матеріалу та умов нагрівання, 
які створюють температурне поле, що не викликає напружень будуть 
такими: 

1°) побудова функції вигляду (26) для температури і задання коефіцієн-
та теплообміну 

2ρβ ; перевірка, чи значення коефіцієнта теплопро-

відності знаходиться в межах 1 2( , )zλ ≤ λ ρ ≤ λ . Якщо ця умова не 

виконується, то слід змінити значення сталих 
2

Aρ , 
2

Bρ , 1C , 3C ;  

2°) вибір точки z∗ , у якій 
2
( )t zρ ∗  приймає найбільше значення. Ця точ-

ка одночасно буде точкою на поверхні, в якій коефіцієнт теплопро-
відності буде найменшим (оскільки 2 2( , ) / ( , )t z C z∗ ∗ρ = λ ρ ) і рівним 1λ ; 

3°) з умов (24) та умов рівності температур навколишнього середовища 
на перетинах циліндричних поверхонь і площин (7) визначення 
сталих 1C , 2C , 3C , 4C , C ; 

4°) визначення з умов (22) коефіцієнтів теплообміну;  
5°) визначення з умов (24) і формул (18), (19) температури зовнішнього 

середовища на поверхнях, концентрації, коефіцієнта лінійного теп-
лового розширення. 

Приклад. Розглянемо порожнистий неоднорідний циліндр з внутрішнім 

радіусом 1 0.5ρ = , ρ =2 1 , значеннями 1 0z = , 2 1z = , виготовлений з ФҐМ 
(оксид алюмінію і сталь) з характеристиками складових [22]:  

 1 8λ = Вт/(м ⋅ К)), 2 19.4λ = Вт/(м ⋅ К)), 2

1

2.425Cλ
λ

= =
λ

,  

 6
1 7.5 10−α = ⋅ 1/К, 6

2 18.2 10−α = ⋅ 1/К.  

Сталу C  визначено з умови (26) на межі 2ρ = ρ  з використанням (10) у 

точці z z∗= , в якій досягається максимальна температура, а отже, 

мінімальне значення коефіцієнта теплопровідності 1λ : 
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2 21( ( ) )C t z B∗

ρ ρ= λ − .  (28) 

Отже, виконано пункти алгоритму 1°)–2°). Після застосування пунктів 
3°)–5°) отримаємо такі числові значення сталих: 
 

2
150A

ρ
= , 

2
10B

ρ
= , 1 4C = − , 2 0.9891155672C = − ,  

 3 2C = , 4 35.85351257C = , 1978.465525C =  

 
1

193.5396574ρβ = , 
2

408.9013180zβ = , 

 
1

395.6931049zβ = , 
2

200ρβ = .  

Розподіли температури, коефіцієнта теплопровідності, концентрації, 
температур на поверхнях подані на рисунках 1–4. Суцільними лініями 
позначені температури навколишнього середовища на поверхнях, а 
штриховими – поверхневі температури осесиметричного циліндра.  

  
Рис. 1. Залежність розподілу концентра-  Рис. 2. Залежність коефіцієнта теплопро- 

ції оксиду алюмінію від координат відності ФҐМ від координат. 
в ізотропному матеріалі. 

 

  
Рис. 3. Температурне поле в осесимет- Рис. 4. Залежність температур на поверх- 

ричному циліндрі, яке не спри- нях середовища і циліндра від ко- 
чинює термонапружень. ординат 

 
 

Обговорення і висновки. Встановлено, що постійна теплова деформа-
ція є необхідною і достатньою умовою відсутності термонапружень в неод-
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норідному осесиметричному циліндрі. Вказано можливий шлях досягнення 
відповідних теплових полів, які не спричиняють виникнення напружень. 

У випадку конвективного тепоообміну з середовищем та теплопередачі 
за законом теплопровідності Фур’є отримано аналітичні вирази для темпе-
ратур оточуючого середовища на поверхнях осесиметричного циліндра, ви-
готовленого з двокомпонентного ФҐМ, які створюють температурне поле, 
що не спричиняє напружень в ньому. Відповідні можливі розподіли темпе-
ратур виражені через функції нормального розподілу Ґаусса.  

Аналітичні вирази для характеристик двокомпонентного ФҐМ, які 
описуються моделлю простої суміші отримано при умові рівності відношень 
коефіцієнтів теплопровідності та лінійного теплового розширення скла-
дових.  
 Важливу роль при отриманні результатів відіграють умови узгодження 
– рівності температур на перетинах поверхонь осесиметричного циліндра. 
 Числові дослідження вказують на те, що існують області, в яких неве-
ликі зміни розподілу температури на одній з циліндричних поверхонь та 
коефіцієнта теплообміну приводять до невеликих змін концентрації складо-
вих і температурного поля, яке не викликає напружень.  
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TEMPERATURE FIELDS THAT DO NOT CAUSE STRESSES IN AN INHOMOGENEOUS 
AXYSYMMETRIC HOLLOW CYLINDER  
 
The problem of determining the temperature field that does not cause thermal stresses 
in a finite hollow axisymmetric cylinder with material characteristics depending on two 
coordinates is considered. Convective heat exchange takes place between the cylinder 
and the medium. The steady-state heat transfer in the cylinder is modeled by the 
Fourier’s law. An exact analytical solution of the problem is obtained in terms of the 
normal Gaussian distribution functions for two-component functionally graded 
materials with thermophysical parameters described by the simple mixture model. It is 
shown that such a solution exists with certain relations between the coefficients of 
linear thermal expansion and thermal conductivity of the components with the equality 
of ambient temperatures at the intersections of the cylinder surfaces. Calculations 
indicate the possibility of ensuring the absence of thermal stresses in the cylinder, made 
of real materials, with temperature differences between the surfaces of the cylinder of 
several hundred degrees. 

Key words: axisymmetric cylinder, functionally graded materials, thermal stresses, 
absence of stresses, inverse problem, analytical solutions, optimization, necessary 
and sufficient conditions. 
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