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УДК 519.6 
 
А. В. Кунинець1, М. В. Кутнів1,3*, Н. В. Хоменко2 
 
ТРИТОЧКОВІ РІЗНИЦЕВІ СХЕМИ ВИСОКОГО ПОРЯДКУ ТОЧНОСТІ 
ДЛЯ ЗАДАЧІ ШТУРМА – ЛІУВІЛЛЯ 
 

Для задачі Штурма – Лiувiлля побудовано триточкові різницеві схеми висо-
кого порядку точності на нерівномірній сітці. Запропоновані різницеві схеми 
для кожного вузла jx , 1,2, , 1j N= −… , сітки вимагають розв’язування двох 

задач Коші для лінійних звичайних диференціальних рівнянь другого порядку 
на відрізках 1[ , ]j jx x−  (вперед) та 1[ , ]j jx x +  (назад), що здійснюється за один 

крок за допомогою будь-якого однокрокового методу: розкладу в ряд Тейлора 
або методу Рунґе – Кутта порядку точності 2 ( 1) 2n n= +[ / ]  ( n  – ціле до-

датне, [ ]⋅  – ціла частина числа). Встановлено оцінку точності триточко-

вих різницевих схем і розроблено алгоритм знаходження їх розв’язку. Прове-
дено чисельні експерименти, які підтверджують теоретичні висновки. 

Ключові слова: задача Штурма – Лiувiлля, точна триточкова різницева схема, 
триточкова різницева схема довільного порядку точності, ітераційний ме-
тод Ньютона. 

 
Вступ. У роботах [10, 11] для лінійних звичайних диференціальних рів-

нянь другого порядку побудовано точну триточкову різницеву схему 
(ТТРС), а також розроблено та обґрунтовано алгоритмічну реалізацію точ-
ної схеми через усічені триточкові різницеві схеми будь-якого порядку точ-
ності. Для задачі Штурма – Ліувілля точні та триточкові різницеві схеми 
довільного порядку точності було запропоновано в [4, 7]. Однак у загально-
му випадку коефіцієнти таких різницевих схем виражаються через багато-
кратні інтеграли від коефіцієнтів диференціального рівняння, а тому вини-
кають труднощі при їх практичній реалізації. У роботах [8, 9] показано, що 
коефіцієнти ТТРС і праву частину в довільному вузлі сітки можна вира-
зити через розв’язки чотирьох допоміжних задач Коші, кожна з яких на-
ближено розв’язується за один крок будь-яким однокроковим методом. Цей 
підхід знайшов широке застосування і для випадку нелінійних крайових 
задач, а також у практичних розрахунках (див., наприклад, [2, 3, 6, 14]). 

Ця робота є продовженням статті [1]. У ній побудовано та обґрунтовано 
триточкові різницеві схеми (ТРС) довільного порядку точності, коефіцієнти 
яких виражаються через розв’язки допоміжних задач Коші. Доведено збіж-
ність і встановлено порядок точності цих схем. Розроблено ітераційний ме-
тод Ньютона для знаходження власних значень і власних функцій ТРС. Чи-
сельні експерименти підтверджують теоретичні висновки. Різницеві схеми 
високого порядку точності для задачі Штурма – Ліувілля особливо ефек-
тивні при знаходженні власних чисел і власних функцій великого номера. 

1. Точна триточкова різницева схема для задачі Штурма – Ліувілля. 
Розглянемо задачу Штурма – Ліувілля, яка полягає в знаходженні значень 
параметра λ  (власних значень), для яких крайова задача 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   (0,1),   (0) (1) 0d duk x q x u x r x u x x u u
dx dx

  − = − λ ∈ = =  
 (1) 

має нетривіальні розв’язки ( )u x  (власні функції). Тут коефіцієнти ( )k x , 
( )q x , ( ) [0,1]r x Q∈  – кусково-неперервні функції, які задовольняють умови 

 1 2 3 4 50 ( ) ,      0 ( ) ,      0 ( )C k x C q x C C r x C< ≤ ≤ ≤ ≤ < ≤ ≤ , (2) 

де 1C , 2C , 3C , 4C , 5C  – сталі. 
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Введемо нерівномірну сітку 

 ˆ
hω 1

1

(0,1),  1,2, , 1,   0,  1
N

j j j j j
j

x j N x x h h−
=

 = ∈ = − − = > = 
 

∑… , 

 1

1
,           max

2
j j

j j
j N

h h
h h+

≤ ≤

+
= =h , 

так, щоб точки розриву функцій ( ),k x  ( ),q x  ( )r x  збігалися з вузлами сітки 

ˆ
hω . Множину всіх точок розриву позначимо через σ  і припустимо, що N  

таке, що ˆ
hσ ⊂ ω . Будемо вважати, що в точках розриву розв’язок задачі (1) 

задовольняє умови неперервності 

 
0 0

( 0) ( 0),      ( ) ( )
j j

j j
x x x x

du duu x u x k x k x
dx dx= − = +

− = + = . (3) 

Означимо шаблонні функції ( , )jv xα λ , 1,2α = , як розв’язки задач Коші 

 1 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) 0,    ( , )
j

j j
j j

dvd k x q x v x r x v x x x x
dx dx

α
α α − +

 
− λ + λ λ = ∈ 

 
, (4) 

 1

( 1)
( 1)

( , )
( , ) 0,         ( ) ( 1)

j

j
j

j
x x

dv x
v x k x

dxα
α

α +α
α + −

= + −

λ
λ = = − , 

 1,2,      1,2, , 1j Nα = = −… , (5) 

для яких також будемо вимагати виконання умов (3).  
Для задачі (1) розглянемо точну триточкову різницеву схему (ТТРС) 

(див. [1]): 

 ˆ ˆ
0( ) ( ) 0,      ,        0x h Nxay d y x y y− − λρ = ∈ ω = = , (6) 

де 

 1
,

j j
x j

j

y y
y

h
−−

= , ˆ
1

,
j j

x j
j

y y
y + −

=
h

, 
1

1
1 ( , )j

j j
j

a v x
h

−
 = λ  

, (7) 

 
2 1

1 1

1

( 1) ( , ) ( , ) ( 1)j j
j j j j jd v x m x

−
− α + α

α α
α =

   − λρ = − λ λ + −   ∑h , 

 
( , )

( , ) ( )
j

j dv x
m x k x

dx
α

α
λ

λ = . (8) 

Отже, для обчислення коефіцієнтів ja , j jd − λρ  ТТРС (6) для будь-

якого вузла jx  сітки ˆ
hω  потрібно розв’язати дві задачі Коші: 

 
( , ) ( , )

( )

j jdv x m x
dx k x

α αλ λ
= , 

 2 1

( , )
( ( ) ( )) ( , ),       ,

j
j

j j

dm x
q x r x v x x x x

dx
α

α − +α − +α
λ

= − λ λ ∈ ( ) , (9) 

 1

( 1) ( 1)
, 0,       , ( 1)j j

j j
v x m xα α

α +
α α+ − + −

λ = λ = −( ) ( ) , 

 1,2,      1,2, , 1j Nα = = −… , (10) 

з гладкими коефіцієнтами: при 1α =  на інтервалі 1[ , ]j jx x−  (вперед) і при 

2α =  на інтервалі 1[ , ]j jx x +  (назад). 
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2. Триточкові різницеві схеми високого порядку точності. Кожну з 
вказаних задач Коші будемо розв’язувати чисельно за один крок будь-яким 
однокроковим методом (розкладу в ряд Тейлора або методом Рунґе – Кут-
та) порядку точності 2 ( 1)/2n n= +[ ] ( n  – ціле додатне, [ ]⋅  – ціла частина 
числа). Тоді 

 ( ) 1
1( 1)

( , ) , ( 1)n j j
j jj

v x v x hα
α +

α α − +α+ −
λ = λ + − ×( )  

 1
1 1( 1) ( 1) ( 1)

, , , , , ( 1)j j
jj j j

x v x m x hα α α
α +

α α − +α+ − + − + −
× Φ λ λ − =( ( ) ( ) )  

 1 1 1
1 1 1( 1)

( 1) , 0, ( 1) , ( 1)j jj
h x hα

α + α + α +
− +α − +α+ −

= − Φ − −( ) , (11) 

 ( ) 1
1( 1)

( , ) , ( 1)n j j
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α α − +α+ −
λ = λ + − +( )  

 1
2 1( 1) ( 1) ( 1)

, , , , , ( 1)j j
jj j j
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α +
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 1 1
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− +α= − + − ×  

 1 1
2 1( 1)

, 0, ( 1) , ( 1) jj
x hα

α + α +
− +α+ −

× Φ − −( ) , (12) 

де 1( , , , )x u y hΦ , 2 ( , , , )x u y hΦ  – функції приросту, а функції ( ) ( , )n j
jv xα λ , 

( ) ( , )n j
jm xα λ  апроксимують відповідно значення ( , )j

jv xα λ , ( , )j
jm xα λ  з по-

рядком точності n .  
У випадку методу рядів Тейлора маємо 

 1 1
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а у випадку методів Рунґе – Кутта  

 1 1
1 1 1 1 2 2( 1)

, 0, ( 1) , ( 1) j s sj
x h b g b g b gα
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1

1 1
1 1( 1)

1

( 1) ( 1)
i

i j ip p i jj
p

g h a g q x c hα

−
α + α +

− +α − +α+ −
=

= − + − −∑ ( )  

 1
1( 1)

( 1)i jj
r x c hα

α +
− +α+ −

− λ + − 
( ) , 1,2, ,i s= … . 

Якщо ( ),k x  ( ),q x  ( )r x  – достатньо гладкі, і методи (11), (12) мають по-

рядок точності n , то справджуються рівності (див., наприклад, [12, с. 168]) 

 
1( ) 1 2

1 1( 1)
( , ) ( , ) ( 1)

nj n j j n
j j j jj

v x v x h x O hα
+α + +

α α − +α α − +α+ −
λ = λ + − ψ +[ ] ( ) ( ) , (13) 

 
1( ) 1 2

1 1( 1)
( , ) ( , ) ( 1) ( )

nj n j j n
j j j jj

m x m x h x O hα
+α + +

α α − +α α − +α+ −
λ = λ + − ψ +%[ ] ( ) . (14) 

Лемма 1. Нехай виконуються умови (2), 1( ) [0,1]nk x Q +∈ , ( )q x , ( )r x ∈  

[0,1]nQ∈  і для чисельних методів (11), (12) задовольняються рівності (13), 
(14). Тоді справджуються співвідношення 

 ( ) 1 1 2
1 1 1( 1)

( , ) ( , )j n j n j n
j j j jj

v x v x h x O hα
+ − +α +

α α − +α − +α+ −
λ = λ + ψ +( ) ( ) , (15) 

 ( ) 1 1 2
1 1 1( 1)

( , ) ( , )j n j n j n
j j j jj

m x m x h x O hα
+ − +α +

α α − +α − +α+ −
λ = λ + ψ +% ( ) ( ) , 

 1,2,      1,2, , 1j Nα = = −… . (16) 

Д о в е д е н н я.  Зауважимо, що функції 2 2( , ) ( , )j j
j jw x v xλ = − λ  

2 2( , ) ( , )j j
j jx m xλ = − λl  є розв’язком задачі Коші 

 2 2( , ) ( , )
( )

j jdw x x
dx k x

λ λ
=

l
, 

 2
2 1

( , )
( ) ( ) ( , ),        ( , )

j
j

j j

d x
q x r x w x x x x

dx +
λ

= − λ λ ∈( )
l

, 

 2 1 2 1( , ) 0,      ( , ) 1j j
j jw x x+ +λ = λ =l , 1,2, , 1j N= −… , 

для чисельного розв’язування якої застосуємо однокроковий метод 

 ( )
2 1 1 1 1( , ) , 0,1,n j

j j j jw x h x h+ + +λ = − Φ −( ) , (17) 

 ( )
2 1 2 1 1( , ) 1 ,0,1,n j

j j j jx h x h+ + +λ = − Φ −( )l , (18) 

причому, згідно з (13), (14), для 2 ( , )j
jw x λ , 2 ( , )j

jx λl  справджуються рівності  

 ( ) 1 2
2 2 1 2 1 1( , ) ( , ) ( )j n j n j n

j j j j jw x v x h x O h+ +
+ + +λ = − λ + ψ + ( ) , (19) 

 ( ) 1 2
2 2 1 2 1 1( , ) ( , ) ( )j n j n j n

j j j j jx m x h x O h+ +
+ + +λ = − λ + ψ +% ( )l . (20) 

Якщо у формулах (11), (12) для 1α =  індекс j  замінити на 1j + , то 
отримаємо метод, приєднаним (див. [12, с. 230]) до якого буде метод (17), 
(18). Застосувавши теорему 8.4 з [12, с. 230], отримаємо  

 1
2 1( 1) ( 1)

( 1)j n j

j j
x xα α

+
+ − + −

ψ = − − ψ( ) ( ) , 

 1
2 1( 1) ( 1)

( 1)j n j

j j
x xα α

+
+ − + −

ψ = − − ψ% %( ) ( ) . 
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З рівностей (13), (14) і з того, що порядок методів n  є числом парним, 

випливає твердження леми.  
Замість ТТРС (6)–(8) можна тепер скористатися ТРС рангу n  вигляду 

 ( ) ( )
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

00,       ,    0n n n n n n n
x h Nxa y d y x y y− − λρ = ∈ ω = =( ) ( ) , (21) 

де 
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   − λρ = − λ λ + −   ∑h ( ) ( ) . (23) 

Для встановлення точності ТРС (21)–(23) необхідна 
Лема 2. Нехай виконуються умови леми 1. Тоді  

 − ≤( )n n
j ja a Mh , (24) 
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+
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%
h

. (25) 

Д о в е д е н н я.  Нерівність (24) випливає з (15): 
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. 

Тепер доведемо (25). Спочатку зауважимо, що 

 ( ) ( )n n
j j j jd d− λρ − + λρ =  
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Використовуючи (15), (16), а також співвідношення 
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отримаємо 
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Підставляючи цю останню рівність у (26), матимемо 
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j j j jd d− λρ − + λρ =  
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j jn j

j j j
j

h h
h k x x O

+ +
++

+ + +

− − − ψ − +    
%

h . (27) 

Отже, оскільки  

 1 1 1 1( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( )j j
j j j j jk x x k x x O h− −+ ψ + = − ψ − +% % , 

то співвідношення (25) випливає з (27).  
Теорема 1. Нехай виконуються умови леми 1. Тоді для похибки різни-

цевої схеми (21)–(23) будуть виконуватися нерівності 

 ( )
1

n n
k k C

y y M h− ≤ , (28) 

 ( )
2

n n
k k M hλ − λ ≤ , (29) 

де 
1,2, , 1
max jC j N

y y
= −

=
…

, 1 2,M M  – сталі, що не залежать від h . 

Д о в е д е н н я.  На основі умов теореми до ТТРС (6)–(8) і ТРС 
(21)–(23) можна застосувати теорему 1 з роботи [1] про коефіцієнтну стій-

кість, поклавши ( )( ) ( )ny x y x=% , ( )( ) ( )na x a x=% , ( )( ) ( )nd x d x=% , ( )( ) ( )nx xρ = ρ% . 

Записуючи в цих термінах величини η , ∗ψ  (див. формулу (32) з [1]), отри-
маємо 

 ( ) ( )

ˆ

ˆ ˆ] 31, ( ) ( ) ( ) ( ) ,     

h

n n n
x h h Nh a a y M h x

+

+

ξ∈ω

η = ξ ξ − ξ ⋅ ξ ≤ ω = ω∑ ∪( , (30) 

 ( ) ( )

ˆ

( )1, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

n n nd d y∗

ξ∈ω

ψ = ξ ξ − λρ ξ − ξ + λρ ξ ⋅ ξ =∑ h( )  

 
ˆ

1 ( ) 1
1 4( ) ( ) ( ) ( )

h

n j n n nh k y O h M h
+

+ +
ξ

ξ∈ω

= ξ ξ ψ ξ ⋅ ξ + ≤∑ % ( ) . (31) 

Звідси, згідно з теоремою 1 з роботи [1], випливає оцінка (29). 
Для доведення (28) зауважимо спочатку, що для випадку 0d ≡  з огля-

ду на (25) справджується співвідношення 
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ˆ

1 1
1( )

1

0

1 ( ) ( )

j

n n
j j jn n

j j j
jx x x

h h
h k x x O

+ +
+

= −

−    ρ − ρ = − ψ +   λ     

o
%

h , 

де 
1

1
11 ( 1)

j
n
j j

h x α

− +α+
− +α + −

ψ
o
% ( ) – головний член похибки у формулі (16), який від-

повідає випадку 0d ≡ . Звідси, використовуючи формулу підсумовування 
частинами, отримаємо 

 ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2, , ,n n n n ny y yρ − ρ ≤ ρ − ρ ≤( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )  

  ( )

ˆ

21 1
1 5( ) ( ) ( ) ( )

h

jn n n nh k y O h M h
+

+ +
ξ

ξ∈ω

≤ ξ ξ ψ ξ ξ + ≤∑
o
% ( ) ( ) . (32) 

 Отже, враховуючи нерівності (30)–(32), за теоремою 1 з роботи [1] 
отримаємо оцінку (28).  

Для знаходження розв’язку ТРС (21)–(23) застосуємо ітераційний ме-
тод Ньютона. Лінеаризувавши (21), ітераційний метод Ньютона запишемо у 
вигляді 

 ˆ
( ) ( , ) ( ) ( 1) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , 1)

, ( 1) ( 1)

n n k n k n n k k n n k
x j j jx j j j

a y d y yα α
− −

+ − + −
∇ − − λ ρ ∇ + ∇λ ρ =( ) ( )  

 ˆ
( ) ( , 1) ( ) ( 1) ( ) ( , 1)

, ,       1,2n n k n k n n k
x j j jx ja y d y− − −= − + − λ ρ α =( ) ( ) , 

 ( , ) ( , ) ( ) ( 1) ( )
0 0,       n k n k k k k

Ny y −∇ = ∇ = λ = λ + ∇λ , 

 ( , ) ( , 1) ( , ) ,    1,2, , 1,      1,2,n k n k n k
j j jy y y j N k−= + ∇ = − =… … . (33) 

 3. Чисельний приклад. Розв’яжемо задачу Штурма – Ліувілля 
(див. [5]) 

 0,      (0) (1) 0u xu u u′′ + λ = = = . (34) 

Зауважимо, що для цієї задачі ( ) 1k x = , ( ) 0q x = , ( )r x x= . Точним розв’яз-
ком задачі є власні значення 

 
2

1 3,
3 ,       1,2,
2m mj m λ = = 

 
…/ , 

та відповідні їм власні функції 

 3 2
1 3

2( ) ,      1,2,
3m mu x x I x m = λ = 

 
…/

/ , 

де 

2

0

( 1)
2

( )
! ( 1)

v k
k

v
k

x

I x
k v k

+

∞

=

 −  
 =

Γ + +∑  – функції Бесселя першого роду, ,v mj  – нулі 

функції Бесселя ( )vI x  (див., наприклад, [13]). 
Для чисельного розв’язування задачі (34) використаємо ТРС 6–го по-

рядку точності на рівномірній сітці , 0,1, , , 1h jx jh j N h Nω = = = =… /{ } . 

Допоміжні задачі Коші (4), (5) будемо розв’язувати методом Рунґе – Кутта 
6-го порядку точності (див., наприклад, [12, с. 202]).  

Результати розв’язання задачі (34) наведено в табл. 1. Для практичної 
оцінки швидкості збіжності використано величини 

 
2

0, ,
20, ,

0, ,

err ,      log h

h
h

y u
y u p

y u
∞ ω

∞ ω
∞ ω

−
= − =

−
/

. 
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 Таблиця 1 

m  N  hλ − λ  err  p  

8 1.9474 510−⋅  1.2480 510−⋅   

16 1.5075 710−⋅  1.8794 710−⋅  6.0 

32 3.3182 910−⋅  3.0301 910−⋅  6.0 
1 

64 5.3252 1110−⋅  4.7285 1110−⋅  6.0 

8 1.1498 2.9164 210−⋅   

16 3.6500 210−⋅  4.5795 310−⋅  6.0 

32 2.2803 410−⋅  6.0020 610−⋅  9.6 

64 3.4531 910−⋅  6.5850 910−⋅  9.8 

128 6.0339 1110−⋅  1.0302 1010−⋅  6.0 

2 

256 2.2737 1210−⋅  1.5463 1210−⋅  6.1 

8 1.9366 210−⋅  3.1157 210−⋅   

16 1.6976 310−⋅  5.3463 410−⋅  5.9 

32 1.3725 510−⋅  7.3420 610−⋅  6.2 

64 2.2226 710−⋅  1.1218 710−⋅  6.0 

128 3.4887 910−⋅  1.7458 910−⋅  6.0 

3 

256 5.3518 1110−⋅  2.7231 1110−⋅  6.0 

Отже, чисельні результати підтверджують теоретичні висновки про 
6-й порядок точності різницевої схеми.  

Для порівняння див. [5], де наведено результати розв’язування задачі 
(34) за допомогою різницевої схеми другого порядку точності. 
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THREE-POINT DIFFERENCE SCHEMES OF HIGH ACCURACY 
ORDER FOR STURM – LIOUVILLE PROBLEM 
 
For the Sturm – Liouville problem, three-point difference schemes of high order of 
accuracy on a irregular grid are constructed. The proposed difference schemes for each 
of grid node require solving two Cauchy problems for second order linear ordinary 
differential equations on intervals 1[ , ]j jx x−  (forward) and 1[ , ]j jx x +  (backward), which 

is carried out in one step using any one-step method: Taylor series or Runge – Kutta 
order of accuracy 2[( 1) 2]n n= +  ( n is a positive entire and [ ]⋅  denotes the entire part 

of the argument in the brackets). The accuracy of three-point difference schemes is 
established and an algorithm for finding their solution is developed. Numerical 
experiments are carried out, which confirm the theoretical conclusions. 

Key words: Sturm – Liouville problem, exact three-point difference scheme, three-
point difference scheme of arbitrary order of accuracy, Newton’s iterative 
method. 
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