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ПРО ГРАФИ ТА M -ЕКВІВАЛЕНТНІСТЬ 
 

Наведено ізоморфну класифікацію вільних топологічних груп над просто-
рами, що є геометричними реалізаціями скінченних графів. 
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Вступ. Для топологічного простору X  через ( )F X  позначимо вільну 

топологічну групу простору X , через ( )A X  – вільну абелеву топологічну 
групу простору, через ( )L X  – вільний локально опуклий простір.  

Тихоновські простори X  та Y  називають M -еквівалентними, якщо 
вільні топологічні групи ( )F X  і ( )F Y  є топологічно ізоморфними (позначен-

ня 
M

X Y∼ ), і A -еквівалентними, якщо вільні абелеві топологічні групи ( )A X  

та ( )A Y  є топологічно ізоморфними (позначення 
A

X Y∼ ). 

Означення 1. Однорідним простором називають трійку ( , , )Y G h , де 
Y  – топологічний простір, G  – топологічна група, яка ефективно і тран-
зитивно діє на просторі Y  за допомогою неперервного відображення 

:h G Y Y× → . 
Морфізмом однорідних просторів 1 1 1 2 2 2: ( , , ) ( , , )p Y G h Y G h→  називають 

таку пару ( , )p f= ψ , де 1 2:f Y Y→  – неперервне відображення і 

1 2: G Gψ →  – неперервний гомоморфізм такі, що діаграма  
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є комутативною. 
Морфізм p  називають ізоморфізмом, якщо існує такий морфізм 

1 2 2 2 1 1 1: ( , , ) ( , , )p Y G h Y G h→ , що морфізми 1p po  і 1p po  є тотожними. 

Нехай ( , , )Y G h  – однорідний простір. Підмножина 0Y Y⊆  породжує 

( , , )Y G h , якщо кожен морфізм ( , ) : ( , , ) ( , , )p f Y G h Y G h= ψ → , для якого 

0 0( )f Y Y=  і індуковане відображення 0 0 0 0: ( )f Y f Y Y→ =  є тотожним, задо-

вольняє умову ( )p z z=  для всіх z Y∈ . Для кожного топологічного простору 

X  існує і є єдиним з точністю до ізоморфізму вільний однорідний простір 
( )H X  (див. [3]). Як встановив М. Г. Меґрелішвілі (див. [3]), існують негомео-

морфні топологічні простори з ізоморфними вільними однорідними просто-
рами. Топологічні простори X  і Y  називають B -еквівалентними, якщо 

вільні однорідні простори ( )H X  і ( )H Y  є ізоморфними (позначення 
B

X Y∼ ). 
Позначимо через I  замкнений одиничний відрізок, а через S  – оди-

ничне коло з топологіями, породженими евклідовою метрикою. Під тополо-
гічним графом будемо розуміти геометричну реалізацію деякого комбіна-
торного графа. Будемо розглядати графи, які мають скінченну кількість 
вершин, без паралельних ребер і петель (див. [11]). Під деревом будемо ро-
зуміти граф, який не містить циклів. Граф, який є прямою сумою дерев, 
називають лісом. Нетривіальним будемо називати дерево (ліс), що містить 
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принаймні одне ребро. Іноді будемо ототожнювати комбінаторний граф із 
його геометричною реалізацією, зокрема, під комбінаторними характерис-
тиками топологічного графа ( ), ( )X k Xγ( ) будемо розуміти характеристики 
відповідного комбінаторного графа. 

Важливими напрямками дослідження M -еквівалентних просторів є 
встановлення методів побудови таких просторів і визначення інваріантів 
відношення M -еквівалентності. Крім того, ще одним важливим напрямком 
вивчення еквівалентних просторів є встановлення класів просторів, над 
якими можлива повна класифікація вільних об’єктів. У роботі [6] встановле-
но ізоморфну класифікацію вільних (абелевих) топологічних груп і вільних 
локально опуклих просторів над нульвимірними локально компактними 
метризованими сепарабельними просторами. У цій роботі наводимо класи-
фікацію згаданих вище вільних об’єктів над іншим класом просторів: над 
класом топологічних просторів, які є геометричними реалізаціями скінчен-
них графів. 

1. Графи-дерева та ізоморфізми вільних однорідних просторів. Під-
простори 1K  і 2K  простору X  називають паралельними ретрактами то-

пологічного простору X , якщо існують ретракції 1 1:r X K→  та 2 2:r X K→  

такі, що 1 2 1r r r=o  і 2 1 2r r r=o . Якщо простори 1K  та 2K  є паралельними 

дискретними ретрактами простору X , то фактор-простори 1/X K  та 2/X K  
мають топологічно ізоморфні вільні однорідні простори [5]. 

Теорема 1. Нехай X  – топологічний граф-дерево. Тоді 
B

X I∼ . 

Д о в е д е н н я.  Нехай ( , )a b  – деяке висяче ребро графа X , b  –

вершина степеня 1, ( , )c d  – деяке інше висяче ребро, d  – вершина степеня 

1. Позначимо через 1X  граф, що отримується з графа X  внаслідок 

видалення ребра ( , )a b  (з топологічної точки зору, це факторизація прос-
тору X  по підпростору, що складається з цього ребра). Розглянемо простір 

1 [0,1]Y X= ⊕  та його дискретні паралельні ретракти 1 0K a= ⊕{ } { } , 

2 0K d= ⊕{ } { } . Тоді фактор-простори 1/X K  та 2/X K  є B -еквівалентними.  

Фактор-простір 1/Y K  гомеоморфний простору X , фактор-простір 

2/Y K  є графом, що має (з топологічної точки зору) на одне ребро менше, 

ніж граф X . Застосувавши подібну процедуру 1n −  раз, на останньому 

етапі отримаємо граф з одним ребром, тобто простір I .   

Позначимо через nD  скінченний дискретний простір потужності n . 

Лема 1. Для довільного натурального n  виконується 1

B

n nD I I D −× ⊕∼ . 

Д о в е д е н н я.  Покажемо спочатку, що 0

B
I I I x⊕ ⊕∼ { } . 

Розглянемо простір [1,2] [3, 4] 5Y = ⊕ ⊕ { }  та його паралельні дискретні 

ретракти 1 2 5K = ⊕{ } { } , 1 2 3K = ⊕{ } { } . Тоді 1/Y K I I≈ ⊕ , 2 0/Y K I x≈ ⊕ { } . 

Відношення B -еквівалентності є адитивним, тобто з умов 1 1

B
X Y∼  та 

2 2

B
X Y∼  випливає, що 1 2 1 2

B
X X Y Y⊕ ⊕∼ . Доведення цього факту аналогічне 

доведенню твердження 8.8 з [2]. 
Використовуючи отриману еквівалентність відповідну кількість разів 

та властивість адитивності відношення B -еквівалентності, отримаємо: 

 2 0 2 1 1{ }
B B B

n n n nD I I I D I I x D I D I D− − −× ⊕ ⊕ × ⊕ ⊕ × = × ⊕∼ ∼ ∼  
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 1 1 2 2 3 3 1

B B B B B

n n n nD I D D I D D I D I D− − − −× ⊕ × ⊕ × ⊕ ⊕…∼ ∼ ∼ ∼ ∼ .  

   

Теорема 2. Нехай 1 2 nX X X X= ⊕ ⊕ ⊕…  – геометрична реалізація не-

тривіального лісу, що має n  дерев. Тоді 1

B

nX I D −⊕∼ . 

Д о в е д е н н я.  З теореми 1 та адитивності відношення B -еквіва-
лентності отримаємо, що  

 
B

n mX mI D −⊕∼ , 

де m  – кількість нетривіальних дерев серед 1 2, , , nX X X… . За лемою 1 

маємо  

 1 1

B

m n m nX I D D I D− − −⊕ ⊕ = ⊕∼ .  

Наслідок 1. Вільні однорідні топологічні простори над двома нетри-
віальними лісами є топологічно ізоморфними тоді й тільки тоді, коли 
вони мають однакову кількість дерев. 

Д о в е д е н н я  випливає з того факту, що кількість компонент 

M -еквівалентних, а отже, і B -еквівалентних просторів співпадають [2].   
Оскільки з ізоморфності вільних однорідних просторів випливає ізо-

морфність вільних (абелевих) паратопологічних груп [9], то робимо висно-
вок, що вільні (абелеві) паратопологічні групи двох нетривіальних лісів є 
топологічно ізоморфними тоді й тільки тоді, коли ці ліси мають однакову 
кількість дерев. 

2. Графи та ізоморфізми вільних топологічних груп. Для сім’ї тополо-
гічних просторів ( , ) :i iX x i I∈{ }  з відміченими точками букетом ( , )i i

i I
X x

∈
∨  

називають фактор-простір / :i i
i I

X x i I
∈

 ⊕ ∈ 
 

{ } . Як встановлено у [8], букет 

( , )i i
i I

X x
∈
∨  з точністю до M -еквівалентності не залежить від відмічених 

точок, тому іноді будемо вживати скорочене позначення i
i I

X
∈
∨ . 

Твердження 1. Нехай I X→  – вкладення одиничного відрізку у топо-
логічний простір X . Якщо простір /X I  містить копію відрізка I , то 

/X I  є M -еквівалентним простору X .  

Д о в е д е н н я.  Нагадаємо, що простір I  є абсолютним ретрактом. 
Як встановлено у [8], для довільного простору X  і його ретракта K  вико-

нується ( / )
M

X X K K∨∼ . Нехай 1 /I X I→  – вкладення одиничного відрізка у 

простір /X I . Тоді  

 1 1( / ) ( / )/
M M M

X X I I X I I I I ∨ ∨ ∨ 
 

∼ ∼ ∼( )  

 1 1 1 1( / )/ ( / )/ /
M M M

X I I I I X I I I X I∨ ∨ ∨∼ ∼ ∼( ) ( ) ( ) . 

   

Твердження 2. Нехай T X→  – вкладення нетривіального дерева у 
топологічний простір X . Якщо простір /X T  містить копію відрізка I , 

то він є M -еквівалентним простору X .  
Д о в е д е н н я  випливає з твердження 1, якщо почергово профак-

торизувати простір X  по всіх ребрах дерева T .  
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Наслідок 2. Нехай S X→  – вкладення нетривіального лісу 

1 2 nS T T T= ⊕ ⊕ ⊕… , де iT  – дерева, у топологічний простір X . Якщо 

простір 1 2/ , , , nX T T T…{ }  містить копію відрізка I , то він є M -еквіва-

лентним простору X .  
Д о в е д е н н я  випливає з твердження 2, якщо почергово про-

факторизувати простір X  по всіх деревах лісу S .   

Нехай ( )k G  – кількість компонент зв’язності графа G . Через ( )Gγ  

позначимо циклічний порядок графа G  – мінімальну кількість ребер графа 
G , які потрібно вилучити з цього графа, щоб отримати ліс. При факто-
ризації простору графа по деякому його циклу отримаємо граф, у якого 
циклічний порядок на одиницю менший, ніж у G . 

Теорема 3. Нехай X  – геометрична реалізація нетривіального зв’яз-
ного графа. Якщо ( ) 0Xγ > , то простір X  є M -еквівалентним букету 

( )

( , )
X

i i
i I

S s
γ

∈
∨ , де iS  – простір, гомеоморфний простору S , а i is S∈  – до-

вільні відмічені точки, а якщо ( ) 0Xγ = , то простір X  є M -еквіва-

лентним одиничному відрізку I . 
Д о в е д е н н я.  Нехай ( ) 0Xγ > . Доведемо твердження методом 

математичної індукції. 
Нехай 1K  – деякий цикл у графі X . Тоді простір 1K  є ретрактом у X . 

Розглянемо простір 1Y X S= ∨ , де 1S  – гомеоморфна копія простору 1K . 

Тоді простори 1K  і 1S  є паралельними ретрактами простору Y . А тому 

1 1 1 1( / ) / /
M

X K S Y K Y S X∨ ≅ ≅∼  (тут X Y≅  означає гомеоморфність просто-

рів X  та Y ). Зауважимо, що 1( / ) ( ) 1X K Xγ = γ − . У просторі 1/X K  виділяє-

мо цикл 2K . Розглянемо простір 2 1 2Y X S S= ∨ ∨ , де 2S  – гомеоморфна 

копія простору 2K . Тоді простори 2K  і 2S  є паралельними ретрактами 

простору 2Y . А тому 1 2 1 2 2 2 2 2( / , ) / /
M

X K K S S Y K Y S∨ ∨ ≅ ≅∼  1 1( / )X K S∨ . 

Повторивши подібні міркування ( )Xγ  разів, отримаємо  

 1 1 1 2 1 2( / ) ( / , )
M M M

X X K S X K K S S∨ ∨ ∨∼ ∼ ∼  

 1 2 1 2( / , , , )
M M

n nX K K K S S S∨ ∨ ∨ ∨… … …∼ ∼ . 

Оскільки 1 2( / , , , ) 0nX K K Kγ =… , то простір 1 2/ , , , nX K K K…  є деревом. 

Профакторизувавши простір 1 2 1 2( / , , , )n nZ X K K K S S S= ∨ ∨ ∨ ∨… …  по-

чергово по всіх ребрах цього дерева, отримаємо простір 1 1Z S= ∨  

2 nS S∨ ∨ ∨… , який відповідно до твердження 1 буде M -еквівалентним 

простору Z , а отже, і простору X . 
У випадку ( ) 0Xγ =  застосуємо теорему 2.   

Теорема 4. Нехай 1X , 2X  – геометричні реалізації нетривіальних 
зв’язних графів. Тоді такі умови є еквівалентними: 

1°) 1 2

M
X X∼ ; 

2°) 1 2

A
X X∼ ; 

3°) 1 2( ) ( )X Xγ = γ . 
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Д о в е д е н н я.  Імплікація 1 2⇒  виконується для всіх топологіч-
них просторів. 

Доведемо імплікацію 2 3⇒ . Нехай 1( ) 0Xγ > . Оскільки простір 1X  є 

M -еквівалентним букету 
1( )

1
1
( , )

X

i i
i

S S s
γ

=
= ∨ , простір 2X  є M -еквівалентним 

букету 
2( )

2
1
( , )

X

i i
i

S S s
γ

=
= ∨ , то 

1 2( ) ( )

1 1
( , ) ( , )

X XA

i i i i
i i

S s S s
γ γ

= =

   ∨ ∨   
   

∼ . Група гомотопічно 

еквівалентних відображень з простору S  у простір S  є ізоморфна Z  

(див. [10]). Враховуючи лінійну зв’язність [7] простору 
( )1

1
1
( , )

X

i i
i

S S s
γ

=
= ∨ , 

отримаємо, що група гомотопічно еквівалентних відображень із простору 

1S  в абелеву топологічну групу S  є ізоморфною 1

1

( )

( )

X

X

γ

γ

× × × =…1442443Z Z Z Z , а з 

простору 
( )2

2
1

( , )
X

i i
i

S S s
γ

=
= ∨  – 2( )XγZ . За теоремою 7.10.7 з [5], групи 1( )XγZ  і 

2( )XγZ  є ізоморфними. Звідси 1 2( ) ( )X Xγ = γ .  

Імплікація 3 1⇒  випливає з теореми 1 у випадку ( ) 0Xγ =  і теореми 3 

у випадку ( ) 0Xγ > .   

Під каркасом многогранника в 3R  будемо розуміти підпростір в 3R , 
який є об’єднанням усіх ребер цього многогранника. Наступний наслідок 
випливає з того факту, що циклічний порядок графа ребер многогранника 
на одиницю менший від кількості його граней. Дійсно, якщо m  – кількість 
ребер графа G , n  – кількість його вершин і r  – кількість його граней , то 
( ) 1G m nγ = − + . З іншого боку, для будь-якого многогранника справджу-

ється формула Ейлера: 2n r m+ = + . Тому циклічний порядок графа ребер 
многогранника можна знайти за формулою ( ) 1G rγ = − . 

Наслідок 3. Каркаси двох многогранників є M -еквівалентними тоді й 
тільки тоді, коли ці многогранники мають однакову кількість граней. 

Теорема 5. Нехай X  – геометрична реалізація нетривіального графа. 

Тоді простір X  є M -еквівалентним простору 
( )

( ) 1( , )
X

i i k X
i I

S s D
γ

−
∈

∨ ⊕ , якщо 

( ) 0Xγ > , де iS  – простір, гомеоморфний S , i is S∈ , або простору 

( ) 1k XI D −⊕ , якщо ( ) 0Xγ = . 

Д о в е д е н н я.  Нехай 
( )

1

k X

j
j

X X
=

= ⊕  – зображення простору у вигля-

ді прямої суми його зв’язних підпросторів jX . Простір jX  є M -еквівалент-

ним простору 
( )

, ,( , )
jX

j i j i j
i I

T S s
γ

∈
= ∨ , якщо ( ) 0jXγ > , або простору jT I= , якщо 

( ) 0jXγ = . За адитивністю відношення M -еквівалентності будемо мати, що 

( )

1

k XM

j
j

X T
=

 ⊕ 
 

∼ . Покладемо 
( )

( ) 1
1

k X

j k X
j

T T D −=
= ⊕ ⊕ . У кожному просторі jT  відмі-

тимо точку ja , в яку склеюються точки ,i js{ } , або точку 0ja I= ∈ , якщо 

( ) 0jXγ = . Розглянемо дискретні паралельні ретракти простору T : 

1 ( ) 1k XK D a−= + { } , де 1a T∈ , і 2 : 1, , ( )jK a j k X= = …{ } . Фактор-простір 
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1/T K  є гомеоморфним простору 
( )

1

k X

j
j

T
=
⊕ , фактор-простір 2/T K  є M -еквіва-

лентним простору 
( )

( ) 1
1
( , )

k X

j j k X
j

Y T a D −=
= ∨ ⊕ . Простір 

( )

1
( , )

k X

j j
j

Z T a
=

= ∨  є зв’яз-

ним і є букетом ( )Xγ  кількості кіл і, можливо, деякої кількості одиничних 

відрізків. Після факторизації простору Z  по цих відрізках отримаємо про-
стір 1Z , який є букетом ( )Xγ  кількості кіл і відповідно до твердження 1 є 

M -еквівалентним простору Z . Таким чином, у випадку ( ) 0Xγ >  простір 

X  є M -еквівалентним прямій сумі  

 
( )

1 ( ) 1 ( ) 1
1
( , )

X

k X j j k X
j

T Z D S s D
γ

− −=
= ⊕ = ∨ ⊕  

букету ( )Xγ  кількості кіл і скінченного дискретного простору потужності 

( ) 1k X − . У випадку ( ) 0Xγ =  простір 1Z  є одиничним відрізком.  

Теорема 6. Нехай 1X , 2X  – геометричні реалізації графів, ребра яких 
поза вершинами не перетинаються. Тоді такі умови є еквівалентними: 

1°) 1 2

M
X X∼ ; 

2°) 1 2

A
X X∼ ; 

3°) 1 2( ) ( )X Xγ = γ  і 1 2( ) ( )k X k X= . 

Д о в е д е н н я.  Імплікація 1 2⇒  виконується для всіх топологіч-
них просторів (див. твердження 7.10.1 з [4]) 

Доведемо імплікацію 2 3⇒ . Нехай 1
1

n

i
i

X K
=

= ⊕ , 2
1

n

i
i

X T
=

= ⊕ , де 1( )n k X= =  

2( )k X= , iK , iT  – непорожні зв’язні підграфи. Спочатку показуємо, що 

1

1

( )

1 ( ) 1( , )
XM

i i k X
i I

X S s D
γ

−∈

 ∨ ⊕ 
 

∼ . Аналогічно доводимо, що 

2

2

( )

2 ( ) 1( , )
XM

i i k X
i I

X S s D
γ

−∈

 ∨ ⊕ 
 

∼ . Далі рівність 1 2( ) ( )X Xγ = γ  отримується мірку-

ваннями, аналогічними, як при доведенні теореми 4. 
Рівність 1 2( ) ( )k X k X=  випливає з того, що кількості компонент зв’яз-

ності A -еквівалентних просторів співпадають (твердження 8.2 з [2]). 

Імплікація 3 1⇒  випливає з теореми 5.  

Наслідок 4. Нехай iY  – граф, який отримується зі зв’язного графа 

iX , 1,2i = , склеюванням (ототожненням) двох несуміжних вершин. Тоді 
такі умови є еквівалентними:  

1°) 1 2

M
X X∼ ; 

2°) 1 2

M
Y Y∼ . 

Д о в е д е н н я випливає з теореми 3 і рівності ( ) ( ) 1i iY Xγ = γ + .  

Наслідок 5. Нехай iY  – граф, який отримується з графа-лісу iX , 

1,2i = , видаленням ребра, що належить деякому циклу в iX . Тоді такі 
умови є еквівалентними:  

1°) 1 2

M
X X∼ ; 

2°) 1 2

M
Y Y∼ . 



52 

Д о в е д е н н я випливає з теореми 3 і рівностей ( ) ( ) 1i iY Xγ = γ − , 

( ) ( )i ik X k Y= .  

Наслідок 6. Нехай 
M

i iT Q∼ , 1, ,i n= … , – пари M -еквівалентних гео-
метричних реалізацій скінченних лісів. Тоді  

 1 2 1 2

M

n nT T T Q Q Q× × × × × ×… …∼ . 

Д о в е д е н н я випливає з результатів роботи [4], якщо врахува-
ти, що всі простори iT  та iQ  є компактними.  

Зауваження 1. Як встановлено у [3], зв’язний топологічний простір, 
що не розділяється на дві компоненти зв’язності жодною точкою, є B -
еквівалентним лише самому собі, тому теорема 4 не узагальнюється на 
відношення B -еквівалентності. 

Тихоновські простори X  та Y  називають L -еквівалентними, якщо 
вільні локально опуклі простори ( )L X  та ( )L Y  є лінійно гомеоморфними 

(позначення 
L

X Y∼ ). Тихоновські простори X  та Y називають l -еквіва-
лентними, якщо лінійні топологічні простори ( )pC X  та ( )pC Y  неперервних 

дійснозначних функцій у топології поточкової збіжності є лінійно гомео-

морфними (позначення X Y∼
l

). Для довільних топологічних просторів з 

умови 
L

X Y∼  випливає умова X Y∼
l

, для компактних просторів ці умови є 
еквівалентними.  

Як встановлено у роботі [1], простори I  та S  є L -еквівалентними, 
простори I  та nI D⊕  для довільного натурального n  є також L -еквіва-

лентними, а тому з теореми 4 випливає, що геометричні реалізації будь-
яких двох скінченних нетривіальних графів будуть L -еквівалентними.  
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ON GRAPHS AND M -EQUIVALENCE 
 
The isomorphic classification of free topological groups of the spaces that are geometric 
realizations of finite graphs is presented. 

Key words: free topological group, M -equivalence, graph, tree. 
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