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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДІНКА ДЕЯКИХ ТИПІВ РОЗВ’ЯЗКІВ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ІЗ НЕЛІНІЙНОСТЯМИ РІЗНОГО ТИПУ 
 

Розглядається диференціальне рівняння n -го порядку, яке містить у правій 
частині суму доданків із правильно і швидко змінними нелінійностями, та 
встановлюється асимптотична поведінка деяких типів розв’язків цього 
рівняння. 
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правильно змінні нелінійності, швидко змінні нелінійності, асимптотична 
поведінка. 

 
Вступ. Розглядається диференціальне рівняння 
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де 1,1iα ∈ −{ } , 1, ,i m= … ; : ] 0,ip a,[ ω[ → + ∞[ , 1, ,i m= … , – неперервні 
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Із умов (2) випливає, що кожна з функцій iϕ , 1, ,i = … l , є правильно 

змінною при 0y Y→  функцією порядку iσ  (див. монографію Є. Сенети [15, 

Гл. 1, §1, с. 9]), а з умов (3), зокрема, випливає, що функції iϕ , i =  

1, ,m= + …l , є швидко змінними при 0y Y→  (див. монографію V. Marić [21, 

Розд. 3, §3.4, Леми 3.2, 3.3, с. 91–92]). Таким чином, права частина диферен-
ціального рівняння (1) містить як доданки з правильно змінними неліній-
ностями, так і доданки зі швидко змінними нелінійностями.  

Означення 1. Розв’язок y  рівняння (1) називають 0 0( , )P Yω λ -розв’яз-

ком, де 0−∞ ≤ λ ≤ +∞ , якщо він визначений на проміжку 0 , ,t a[ ω[ ⊂ [ ω[  і 

задовольняє такі умови: 
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У випадку, коли 2n = , у роботах [5–7, 12–14, 18] досліджувалися 
асимптотичні властивості 0 0( , )P Yω λ -розв’язків диференціального рівняння 
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(1) при умові, що на кожному такому розв’язку y  права частина рівняння 

(1) еквівалентна при t ↑ ω  одному s -му доданку, де 1, ,s m∈ …{ } , тобто, 
коли 
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 для всіх 1, , \i m s∈ …{ } { } . (6) 

У роботі [8] було запропоновано підхід, який дозволив поширити відомі 
результати для 2n =  для двочленних диференціальних рівнянь із пра-
вильно змінною нелінійністю у правій частині (див. роботи [2, 16, 19–25]) на 
випадок 2n ≥ . У роботах [3, 4, 10, 11, 17] досліджувалося диференціальне 
рівняння n -го порядку, яке містить у правій частині суму доданків із пра-
вильно змінними нелінійностями. Актуальним постає питання про асимп-
тотичну поведінку розв’язків диференціальних рівнянь n -го порядку, що 
містять у правій частині суму доданків із нелінійностями різного типу. Та-
кому типу рівнянь присвячена пропонована робота. 

Метою цієї роботи є поширення результатів роботи [6] на випадок 2n ≥ : 

встановлення умов існування 0 0( , )P Yω λ -розв’язків диференціального рів-

няння (1) при 2n ≥ , а також асимптотичних при t ↑ ω  зображень для 
таких розв’язків і їхніх похідних ( 1)n − -го порядку включно при 0λ ∈  

1 2 2\ 0, , , , ,1
2 3 1

n
n

 −∈  − 
¡ …  у випадку, коли виконуються умови (6) і s ∈  

1, , m∈ …{ } , тобто s -й доданок містить правильно змінну нелінійність. При 
виконанні умов (6) будемо називати s -й доданок головним доданком у 
правій частині диференціального рівняння (1). 

Зазначимо, що при проведенні досліджень будемо використовувати 
властивість функцій iϕ  (яка випливає з умов (2)), що справджуються по-
дання вигляду 

 ( ) ( ) ,         1, ,i
i iy y L y  iσϕ = = … l , (7) 

де iL , 1, ,i = … l , – повільно змінні функції, тобто правильно змінні функції 
нульового порядку. 

При вивченні 0 0( , )P Yω λ -розв’язків диференціального рівняння (1) бу-

демо використовувати деякі апріорні асимптотичні властивості. Введемо 
функцію ,aωπ : [ ω[ → ¡ : 
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Наступне твердження випливає безпосередньо з роботи [1, див. наслі-
док 10.1]. 

Лема 1. Якщо 0
1 2 2\ 0, , , , ,1
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 −λ ∈  − 
…R , то для кожного 0 0( , )P Yω λ -

розв’язку рівняння (1) справджуються асимптотичні співвідношення 
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  (8) 
де 0 0( ) ( 1)ia n i n i= − λ − − − , 1, , 1i n= −… . 

1. Основні результати. Будемо вважати, що  
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правий окіл 0Y , а число b  задовольняє нерівності 

 1b <  при 0 0Y = , 

 1b >  при 0Y = +∞ , 

 1b < −  при 0Y = −∞ . 

Із означення 0 0( , )P Yω λ -розв’язків рівняння (1) випливає, що кожен 

такий розв’язок і його похідні до порядку n  включно є відмінними від нуля 
на деякому проміжку 1 0[ , [ [ , [t tω ⊂ ω , причому на цьому проміжку перша 

похідна розв’язку є додатною, якщо 
0Y∆  – лівий окіл 0Y , і від’ємною, якщо 

0Y∆  – правий окіл 0Y . Введемо два числа 0ν  і 1ν , які визначають відповід-

но знаки 0 0( , )P Yω λ -розв’язку та його першої похідної на проміжку 1[ , [t ω : 

 0 1sgn ,       1bν = ν = ± , 

причому 1 1ν = , якщо 
0Y∆  – лівий окіл 0Y , і 1 1ν = − , якщо 

0Y∆  – правий 

окіл 0Y .  

Для формулювання отриманих результатів введемо такі допоміжні 
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Відмітимо деякі властивості функції sH . 
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Враховуючи зображення (7) і твердження 1, 2 із [21, див. додаток, 
с. 115)], маємо 
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Теорема 1. Нехай 0
1 2 2\ 0, , , , ,1
2 3 1

n
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 −λ ∈  − 
…R  і 1sσ ≠  при деякому 

1, ,s ∈ …{ }l . Тоді для існування 0 0( , )P Yω λ -розв’язків диференціального рів-

няння (1), які задовольняють умови (6), необхідно, щоб виконувались не-
рівності 
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1

1 1 01
0 0

02

(1 )( ) ( )
( 1) lim ( ) Z ,      lim

( ) 1

n
n ss

s i s s
t t si

at J t
a J t

J t

−
− − ω

↑ω ↑ω=

′ − σπ
α λ − = =

λ −∏ , (12) 

 
1

1

( ) ( ( ))
lim 0

( ) ( ( ))
i i s

t
s s s

p t H q t

p t H q t

−

−↑ω

ϕ
=

ϕ

( )
( )

 для всіх 1, , \i s∈ …{ } { }l , (13) 

 
( )( )( )

( )( )( )
1

1

( ) (1 )
lim 0

( )

i i s i

t
s s s

p t H q t

p t H q t

−

−↑ω

ϕ + δ
=

ϕ
 для всіх 1, ,i m∈ + …{ }l , (14) 

де iδ  – будь-які числа з деякого однобічного околу нуля. Більш того, для 

кожного такого 0 0( , )P Yω λ -розв’язку справджуються асимптотичні 

зображення 

 ( )1( ) [1 (1)],           sy t H q t o t−= + ↑ ω( ) , (15) 
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Д о в е д е н н я .  Нехай 0: [ , [y t ω → ¡  – довільний 0 0( , )P Yω λ -роз-

в’язок диференціального рівняння (1), який задовольняє умови (6). Тоді з (1) 
та (6) маємо, що 
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і існує 1 0[ , [t t∈ ω  таке, що 
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Звідси, враховуючи умови (8) леми 1, отримаємо другу нерівність (11). Крім 
того, згідно з лемою 1, виконуються асимптотичні співвідношення (8), у 
яких 0 0ia ≠ , 1, , 1i n= −… . Із них випливають асимптотичні співвідно-
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З огляду на (5), запишемо 
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Внаслідок (17) 
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звідки, зокрема, випливає нерівність 
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з якої, з огляду на другу знакову умову (11), випливає перша нерівність 
(11). Інтегруючи співвідношення (19) на проміжку від 1t  до t , де 1] , [t t∈ ω , 
отримаємо 
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Оскільки, згідно з першою умовою (4), 0lim ( )
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= , то з (20) зрозуміло, що 

невласні інтеграли 
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збігаються або розбігаються одночасно. Зважаючи на цей факт і на вибір 
границь інтегрування sA  і sB  у функціях sJ  і sH , співвідношення (20) 
можемо записати у вигляді 

 ( ( )) ( )[1 (1)],         sH y t q t o t= + ↑ ω . (21) 

Звідси випливає перша з умов (12). Крім того, враховуючи (10), із (21) 
отримуємо 
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Із (19), (22) і умови (8) леми 1 випливає друге граничне співвідношення (12). 
Далі, з (21) маємо 

 1( ) ( )[1 (1)] ,         sy t H q t o t−= + ↑ ω( ) . (23) 

Функція 1
sH−  є правильно змінною порядку 1

1 s− σ
 при sz Z→  як обернена 

до правильно змінної при 0y Y→  функції sH  порядку 1 0s− σ ≠ . Більш 

того, згідно з умовами (12), існує 2 1[ , [t t∈ ω  таке, що функція 

 ( ) ( )[1 (1)]z t q t o= +   

така, що lim ( ) Zs
t

z t
↑ω

=  і Z( ) ( )
s sz t c∈ ∆  при 2[ , [t t∈ ω . Тому, враховуючи 

властивості правильно змінних функцій, співвідношення (23) можемо запи-
сати у вигляді (15). Крім того, з умов (8) леми 1 і асимптотики (15) випливає 
виконання асимптотичних співвідношень (16).  
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Оскільки 1, ,s ∈ …{ }l , функції iϕ , 1, ,i = … l , є правильно змінними 

при 0y Y→ , а функція ( )z t  задовольняє вказані вище умови, то 

 ( )1 1( ( )[1 (1)]) ( ) [1 (1)],         i s i sH q t o H q t o t− −ϕ + = ϕ + ↑ ω( ) ( ) . 

Тоді з асимптотичних подань (15) маємо 
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звідки, враховуючи (6), отримуємо умови (14). 
При 1, ,i m∈ +l …{ }  із (23), враховуючи властивості функції ( )z t , 

отримаємо 
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Оскільки функції 1( )i sH z−ϕ ( ) , 1, ,i m= + …l , є монотонними на проміжку 

( )
sZ sc∆  для будь-яких iδ  із деякого однобічного околу нуля, то існує 

3 2[ , [t t∈ ω  таке, що при 3[ , [t t∈ ω  виконуються нерівності 

 
[ ] [ ]11

1 1

( ) ( ) 1( ) ( ) 1 (1)
0

( ) ( ) ( ) ( )
i i s ii i s

s s s s s s

p t H q tp t H q t o

p t H q t p t H q t

−−

− −

ϕ + δϕ +
≥ ≥

ϕ ϕ

( ( ))( ( ))
( ( )) ( ( ))

. (25) 

Тоді із (6), (24) і (25) випливають умови (14). 
Теорему доведено.  

Теорема 2. Нехай 0
1 2 2\ 0, , , , ,1
2 3 1

n
n

 −λ ∈  − 
…R  і 1sσ ≠  при деякому 

1, ,s ∈ …{ }l , а також виконуються умови (11)–(13) і при будь-якому 

1, ,i m∈ + …{ }l  

 
( )

( )( )

1

1

( ) ( (1 ))
lim 0

( )
i i s

t
s s s

p t H q t u

p t H q t

−

−↑ω

ϕ +
=

ϕ

( )
( )

 (26) 

рівномірно за [ , ]u ∈ − δ δ  для деякого 0 1< δ < . Нехай, крім того, алгебра-
їчне відносно ρ  рівняння  

 
1 1

0 0
1 1

(1 )
n n

i s i
i i

  a a
− −

= =

+ ρ + ρ = σ∏ ∏( ) , (27) 

де 0 0( ) ( 1)ia n i n i= − λ − − − , 1, , 1i n= −… , не має коренів з нульовою дійс-

ною частиною. Тоді існують 0 0( , )P Yω λ -розв’язки диференціального рів-

няння (1) з асимптотичними зображеннями (15) і (16), причому таких 
розв’язків існує m -параметрична сім’я, якщо серед коренів рівняння (27) 
є m  коренів (з урахуванням кратних), знак дійсної частини яких співпа-
дає зі знаком функції 0(1 ) ( )tω− λ π . 

Д о в е д е н н я .  Застосовуючи до рівняння (1) заміну 

 1( ) ( )[1 ( )]sH y t q t u t= +( ) , 

 [ ]
( )

0
1( 1)

0

( )
1 ( ) ,         1, , 1

( 1) ( )( )

k
k

kk

ay t
u t k n

ty t
+−

ω
= + = −

λ − π
… , (28) 
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отримаємо систему диференціальних рівнянь 

 01 1
1 1 2

0

( ) ( ) ( , )1 (1 ) (1 )
( ) ( ) 1 ( )

s

s

at t G t uJu u u
t J t q t

ω

ω

π ′ ′ = − + + +  π λ −
, 

 20 0 1
1

0 0

1 1 (1 )(1 ) (1 )
( ) 1 1

k k
k k k k k

a a
u u u u u

t
−

+
ω

 ′ = + + + + − +  π λ − λ −
, 

 2, , 1k n= −… , 

 
2

20 1

0 01

( ) ( ) ( )1 1 (1 )
( ) 1 ( ) ( ( ))

n s
n n n

s 1

a p t t q t
u u u

t a J t G Y t, u
− ω

ω

π′ = + − + + ×π λ −
 

 ( )
11

1
2

1 1 ( , )
n

k
k

u R t u
−−

=

  × + +   
∏ ( ) , (29) 

у якій 

 11
1 1 1

1

( , )
( , ) ,         ( , ) ( )(1 )

( ( , )) s
s

Y t u
G t u Y t u H q t u

Y t u
−= = +

ϕ
( ) , (30) 

 1
1

11

( ) ( ( , ))
( , )

( ) ( ( , ))

m
i i i

s s si
i s

p t Y t u
R t u

p t Y t u=
≠

α ϕ
=

α ϕ∑ . (31) 

Враховуючи умови (12), підберемо число 0 [ , [t a∈ ω  так, щоб при 1u ≤ δ  

 
01 1( )(1 ) ( ),         ( , ) ( )

sZ s Yq t u c Y t u b+ ∈ ∆ ∈ ∆ . 

Розглянемо систему (29) на множині 

 0 1[ , [ ,     ( , , ) : ,  1, ,n n n
n kt u u u k nδ δΩ = ω × = ∈ ≤ δ =¡ ¡ … ¡ …{ } . 

Тоді із (9) і (12) маємо, що 

 1 0lim ( , )
t

Y t u Y
↑ω

=  рівномірно за 1 [ , ]u ∈ − δ δ . (32) 

Звідси, враховуючи (11) і вигляд функції G , маємо що 

 1

1

( , )
lim 1

( ( , )) s
t s

G t u
H Y t u↑ω

= − σ  рівномірно за 1 [ , ]u ∈ − δ δ , 

тобто 

 1 1 1 1( , ) 1 ( , ) ( , )s sG t u R t u H Y t u= − σ + ( )[ ]  
і 

 2 1

1 1

1/(1 ) ( , )1
( , ) ( ( , ))

s

s

R t u
G t u H Y t u

− σ +
= , 

де функції iR , 1 2i = , , задовольняють умови 

 1lim ( , ) 0i
t

R t u
↑ω

=  рівномірно за 1 [ , ]u ∈ − δ δ . (33) 

Отже, враховуючи вигляд функції 1( )Y t u, , отримаємо зображення 

 1 1 1 1( , ) 1 ( , ) ( )(1 )sG t u R t u q t u= − σ + + [ ] , (34) 

 2 1

1 1

1/(1 ) ( , )1
( , ) ( )(1 )

s R t u
G t u q t u

− σ +
=

+
. (35) 

Крім того, покажемо, що 

 1lim ( , ) 0
t

R t u
↑ω

=  рівномірно за 1 [ , ]u ∈ − δ δ . (36) 
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Оскільки функції iϕ , 1, ,i = … l , є правильно змінними функціями по-

рядків iσ  при 0y Y→ , 
0
( )Yy b∈ ∆ , то, з огляду на зображення (7), з ураху-

ванням властивості повільно змінних функцій [15] маємо 

 1
1 1( , ) ( ( )(1 ))i i sY t u H q t u−ϕ = ϕ + =( ) ( )  

 1 1
1 1( ( ))(1 ) ( ( )(1 ))i

s i sH q t u L H q t u
σ− −= + + =( )  

 1 1
1 1( ( ))(1 ) ( ( )) (1 ( , ))i

s i s iH q t u L H q t r t u
σ− −= + + =( )  

 1
1 1( ( )) (1 ) (1 ( , )),       1, ,i

i s iH q t u r t u iσ−= ϕ + + = …( ) l , 

де функції 1( , )ir t u  такі, що 

 1lim ( , ) 0i
t

r t u
↑ω

=  рівномірно за 1 [ , ]u ∈ − δ δ . 

Враховуючи ці умови, 

 1

11

( ) ( ( , ))
lim 0

( ) ( ( , ))
i i i

t s s si
i s

p t Y t u
p t Y t u↑ω =

≠

α ϕ
=

α ϕ∑
l

 рівномірно за 1 [ , ]u ∈ − δ δ , (37) 

оскільки із умов (14) маємо 

 1

11

( ) ( ( , ))
lim

( ) ( ( , ))
i i i

t s s si
i s

p t Y t u
p t Y t u↑ω =

≠

α ϕ
=

α ϕ∑
l

 

 
1

1 1
1

1 1 1

( ) ( ( )) (1 ) [1 ( , )]
lim

( ) ( ( )) (1 ) [1 ( , )]

i

s

i i i s i

t i s s s s s
i s

p t H q t u r t u

p t H q t u r t u

σ−

σ−↑ω =
≠

α ϕ + +
= =

α ϕ + +
∑

( )

( )

l
 

 
1

1
1

( ) ( ( ))
lim 0

( ) ( ( ))
i i i s

t i s s s s
i s

p t H q t

p t H q t

−

−↑ω =
≠

α ϕ
= =

α ϕ
∑

( )
( )

l
 рівномірно за 1 [ , ]u ∈ − δ δ . 

З огляду на вигляд функції 1( )R t u, , із (37) і (26) отримаємо (36). Вра-
ховуючи позначення (31), (34) і (35) та використовуючи функції 

 0

0 01

( 1) ( ) ( )1( ) ,          ( )
( 1) ( ) (1 ) ( )

s

s s

t J t
h t g t

t a J t
ω

ω

′λ − π
= =

λ − π − σ
, 

систему диференціальних рівнянь (31) запишемо у вигляді 

 1 1 1 2 01 2 1 1 2( ) ( , , ) (1 ) ( , )su h t f t u u a u V u u′ = + − σ +[ ] , 

 0 1 0 1 1( ) ( , )       2, , 1k k k k k k k ku h t a u a u V u u , k  n− + +
′ = − + + = −…[ ] , 

 
1

2 1 1 0 1
1

( ) ( , , , ) ( 1) ( , , , )
n

n n i n n n
i

u h t f t u u u u V t u u
−

−
=

 ′ = − − λ + +  ∑… … , (38) 

де 

 ( )1 1 2 01 1 1 2 1( , , ) ( , )(1 ) (1 ) (1 ) (1 )s sf t u u a R t u u g t u= + + − σ − − σ +[ ] , 

 1 1 2 01 1 2( , ) (1 )sV u u a u u= − σ , 

 2
1 0 1 0 1( , ) ,         2, , 1k k k k k k k kV u u a u u a u k  n+ + −= − = −… , 
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1

2 1 1 2 1 1
1

1( , , , ) (1 ) ( ) ( , ) (1 ( , ))
1

n

n s
kk

f t u u g t R t u R t u
u

−

−
=

= − σ + +
+∏…  

 
1

1

( ) 1 1
n

k
k

g t u
−

=

  + − −   
   ∑ , 

 
1 1

2
1 0 1

11

1( , , , ) ( ) 1
1

n n

n n n n k
k kk

V t u u a u g t u
u

− −

−
==

 = − + − + + 
∑∏… . 

Отриману систему диференціальних рівнянь розглянемо на раніше 
введеній множині Ω . На цій множині праві частини системи неперервні і, 
згідно з другою з умов (12), а також з урахуванням (33) і (36) маємо 

 1 1 2lim ( , , ) 0
t

f t u u
↑ω

=  рівномірно за 2
1 2( , )u u δ∈ ¡ , 

 2 1 1lim ( , , , ) 0n
t

f t u u −↑ω
=…  рівномірно за 1

1 1( , , ) n
nu u −

− δ∈… ¡ , 

 
1

1

0 1

( , )
lim 0,        1, , 1

k k

k k k

u u k k

V u u
k n

u u+

+

+ → +
= = −

+
… , 

 
1

1

0 1

( , , )
lim 0

n

n n

u u n

V t, u u
u u+ + →

=
+ +…

…
…  рівномірно за [ [0t t∈ , ω . 

Крім того, 

 
0

0 0
0 0

1 1( ) ln ( )
1 ( ) 1 t

t t

dh d
ω ω

ω
ω

ω

ττ τ = = π τ = ± ∞
λ − π τ λ −∫ ∫ . 

Запишемо характеристичне рівняння матриці, складеної із коефіцієнтів 
при 1, , nu u…  у квадратних дужках системи (38), тобто матриці  

 

01

01 02

0 2 0 1

0

0 (1 ) 0 0 0
0 0 0

0 0 0
1 1 1 1 ( 1)

s

n n

a
a a

С
a a− −

− σ 
 −
 =  

− 
 − − − − − λ + 

…
…

M M M O M M
…
…

. 

Отримаємо алгебраїчне рівняння (27), яке з огляду на умови теореми не 
має коренів з нульовою дійсною частиною.  

Таким чином, для системи (38) виконуються всі умови теореми 2.2 із 
роботи [9]. Згідно з цією теоремою, система (38) має щонайменше один роз-

в’язок 1 : [ [n n
k k 1u t ,= ω → ¡( ) , 1 0t t≥ , який прямує до нуля при t ↑ ω , причо-

му таких розв’язків є ціла m -параметрична сім’я, якщо серед коренів ал-
гебраїчного рівняння (27) є m  коренів, знаки яких співпадають зі знаком 

0( )(1 )tωπ − λ  у лівому околі ω . З огляду на заміну (28), а також умови (10) і 

(12), кожному такому розв’язку системи (38) відповідає розв’язок диферен-
ціального рівняння (1), який має асимптотичні зображення (15) і (16), при-
чому цей розв’язок є 0 0( , )P Yω λ -розв’язком рівняння (1). 

Теорему доведено.   
2. Приклад. Для ілюстрації отриманих результатів розглянемо дифе-

ренціальне рівняння вигляду 

 ( )
1 1 2 2( ) ( )n yy p t y p t eσ µ= α + α , (39) 

де 1,1iα ∈ −{ } , 1,2i = , : [ , [ ] 0, [ip a ω → +∞ , 1,2i = , – неперервні функції, 

a− ∞ < < ω ≤ + ∞ , 1σ ≠ , 0µ ≠ . 
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З’ясуємо питання про існування 0 0( , )P Yω λ -розв’язків рівняння (39) при 

0
1 2 2\ 0, , , , ,1
2 3 1

n
n

 −λ ∈  − 
…R , для яких виконуються умови 

 
( )

2
0

1

( )
lim ( ) ,       ,       lim 0

( ) ( )

y t

t t

p t e
y t Y

p t y t

µ

σ↑ω ↑ω
= ± ∞ = ± ∞ = . (40) 

Із теорем 1 і 2 отримаємо 

Наслідок 1. Нехай 0
1 2 2\ 0, , , , ,1
2 3 1

n
n

 −λ ∈  − 
…R  і 1σ ≠ . Тоді для існу-

вання 0 0( , )P Yω λ -розв’язків диференціального рівняння (39), які задоволь-

няють умови (40), необхідно, а якщо  
 2 ( )p t =  

 

(1 )1
1

1 1 0 1
02

1 (1 )1
1

0 1 0 1
02

1( ) (1 ) ( 1) ( )
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J t u C
a

o

σ −σ−
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−σ−

−

=

   − σ α λ − + 
  = ↑ ω 

   µν − σ α λ − + +      

∏

∏

/

/
, 

рівномірно за [ , ]u ∈ − δ δ  для деякого 0 1< δ < , де 

 1
0

0, 1,

, 1,
1

C b −σ
σ >= ν
σ < σ −

 

і алгебраїчне відносно ρ  рівняння  

 
1 1

0 0
1 1

(1 )
n n

i i
i i

a a
− −

= =

+ ρ + ρ = σ∏ ∏( ) , (41) 

у якому 0 0( ) ( 1)ia n i n i= − λ − − − , 1, , 1i n= −… , не має коренів з нульовою 

дійсною частиною, то і достатньо, щоб виконувалися умови  

 
1

1 0 0 0 0 1 01 0
1

1 ( ) 0,     ( 1) ( ) 0,     ] , [
n

n
i

i

t a a t t a
−

ω ω
=

α ν λ − π > ν ν λ − π > ∈ ω∏( )[ ] , 

 
1

1 1 011
1 0 1 1

0 1 02

(1 )( ) ( )1( 1) lim ( ) Z ,     lim
( ) 1

n
n

t tii

at J t
J t

a J t

−
− ω

↑ω ↑ω=

′ − σπ
α λ − = =

λ −∏ . 

Більше того, для кожного такого розв’язку справджуються асимпто-
тичні зображення 

 
1 (1 )1

1
1 0 1

02

1( ) (1 ) ( 1) ( ) [1 (1)],     
n

n

ii

y t J t o t
a

−σ−
−

=

 = − σ α λ − + ↑ ω 
 

∏
/

, 

 [ ]
( )

0
( 1)

0

( )
1 (1) ,     1, , 1,     

1 ( )( )

k
k

k

ay t
o k n  t

ty t−
ω

= + = − ↑ ω
λ − π

…
( )

. 

При цьому таких розв’язків існує m -параметрична сім’я, якщо серед ко-
ренів рівняння (41) є m  коренів (враховуючи кратні) таких, що знак їх 
дійсної частини співпадає зі знаком функції 0(1 ) ( )tω− λ π . 

Висновки. Для рівняння (1) при 0
1 2 2\ 0, , , , ,1
2 3 1

n
n

 −λ ∈  − 
…R  встановле-

но умови існування 0 0( , )P Yω λ -розв’язків у випадку, коли головним додан-

ком рівняння (1) є доданок із правильно змінною нелінійністю. Також знай-
дено асимптотичні зображення при t ↑ ω , ω ≤ +∞ , для таких розв’язків і 
їхніх похідних ( 1)n − -го порядку включно і розглянуто питання про кіль-
кість розв’язків зі знайденими зображеннями. 
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ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF SOME TYPES OF SOLUTIONS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 
WITH DIFFERENT TYPES OF NONLINEARITIES 
 
The differential equation of the n-th order containing regularly and rapidly varying 
nonlinearities in its right-hand side is considered. The asymptotic behavior of some 
types of solutions of this equation is established. 

Key words: different types of nonlinearities, differential equations of the n-th order, 
regularly varying nonlinearities, rapidly varying nonlinearities, asymptotic 
behavior. 
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