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НЕКЛАСИЧНІ ЛІНІЙНІ ТЕОРІЇ КОНТИНУАЛЬНОЇ МЕХАНІКИ 
 

Наведено короткий огляд некласичних лінійних теорій механіки суцільних 
середовищ. Стисло охарактеризовано нелокальну теорію пружності Ерінґе-
на – Еделена, теорії полярних і мікрополярних середовищ, моментну теорію 
пружності Тупіна, мікроморфну теорію Ерінгена – Сухубі – Міндліна, ґра-
дієнтну теорію пружності Міндліна, а також локально ґрадієнтну теорію 
деформування пружних середовищ, що враховує локальне зміщення маси.  

Ключові слова: лінійна пружність, некласичні моделі, нелокальна пружність, 
ґрадієнтного типу теорії, теорії з некласичною кінематикою. 

 
Вступ. Понад століття увага багатьох вчених спрямована на розвиток 

узагальнених (некласичних) теорій механіки, що враховують вплив локаль-
ної структури матеріалу на його макровластивості та описують спостере-
жувані ефекти і явища, які не обґрунтовує класична теорія. Йдеться, 
зокрема, про розмірні ефекти механічних характеристик матеріалу [28, 77, 
78], приповерхневу неоднорідність фізико-механічних полів [41, 69, 111], 
високочастотну дисперсію пружних хвиль [13, 36] тощо. Вплив мікрострук-
тури є вагомим у випадку поширення ультразвукових хвиль (пружних ко-
ливань, що характеризуються високими частотами та малими довжинами 
хвиль). Урахування такого впливу виявляє нового типу хвилі, які не опису-
ються в рамках класичної теорії. Розроблення некласичних математичних 
моделей стимулювали впровадження у сучасну техніку нових композитних 
і пористих матеріалів, потреба у керуванні структурою матеріалу, мініатю-
ризація технічних пристроїв, розвиток нанотехнологій та ін. Побудова но-
вих теорій механіки зумовлена потребою уникнути сингулярностей розв’яз-
ків у задачах з тріщинами, надрізами, дислокаціями тощо.  

Метою статті є стислий огляд некласичних (нелокальних і ґрадієнтних) 
теорій континуальної механіки. 

1. Короткий огляд стану проблеми. Некласична теорія пружності бере 
початок від робіт G. Piola [35, 42]. У 1909 році E. Cosserat та F. Cosserat за-
пропонували теорію полярних середовищ (polar continuum) [40]. Через два 
десятиліття T. Jaramillo сформулював співвідношення ґрадієнтної теорії 
пружних середовищ [68]. Наступний крок у розвитку некласичних теорій 
пружності було зроблено у 60-х роках минулого століття, коли закладено 
основи полярної теорії Аеро – Кувшинського [2], теорії моментних напру-
жень (couple stress theory) [90, 114], а також теорії пружних середовищ із 
мікроструктурою [46, 52, 86, 109] (відомої як мікроморфна теорія – theory 
of micromorphic materials). У працях [52, 109] розвинуто мікрополярну 
теорію (micropolar theory). У 1964 році A. Green та R. Rivlin репрезентували 
математичну модель мультиполярного континууму (multipolar continuum) 
[61]. У 1987 році Я. Бурак [4] запропонував континуально-термодинамічний 
підхід до побудови ґрадієнтного типу математичних моделей механіки. 
Побудована на цій основі теорія отримала назву локально ґрадієнтної 
пружності [6, 11, 20].  

Розбудова узагальнених теорій середовищ із мікроструктурою значною 
мірою завдячує працям Ерінґена (A. Eringen), який разом зі співавторами 
розвинув лінійну [45] і нелінійну [71, 72] теорії мікрополярної пружності, 
мікроморфну теорію [46, 52, 109] та теорію пружних тіл з мікророзтягом 
(microstretch continuum) [49]. 

Практично водночас із побудовою нових некласичних математичних 
моделей пружних континуумів опубліковано огляди різних напрямків роз-
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витку некласичних теорій пружності. Розділи у монографіях та оглядові 
статті за цією тематикою були опубліковані ще у 60–70-х роках минулого 
століття [23, 25, 47]. У роботах [18, 84, 101] висвітлено тенденції розвитку та 
перспективи застосування некласичних теорій. A. Eringen [47, 49] виклав 
математичні основи та відстежив розвиток теорій мікрополярних пружних і 
термопружних континуумів, середовищ із мікророзтягом, а у співпраці з 
C. Kafadar [51] – навів загальний огляд мікроконтинуумних теорій. 
W. Nowacki [95] подав низку розв’язків задач мікрополярної пружності. 
Y. Chen зі співавторами [38] із позицій теорії гратки і молекулярної 
динаміки проаналізували співвідношення нелокальної, мікроморфної, мікро-
полярної, полярної та моментної теорій. С. Саркисян [26, 27] та J. Altenbach 
зі співавторами [33] навели огляд моделей мікрополярних пружних тонких 
оболонок, пластин, балок і стрижнів. E. Aifantis [29–31] подав стислий огляд 
розвинених ним та його співавторами нелокальних і ґрадієнтних моделей 
пружності, дифузії та пластичності. E. Aifantis трактує побудовані ним 
узагальнені теорії пружних континуумів як своєрідний компроміс між 
класичною теорією пружності, яка не описує належним чином механічний 
відгук наноструктур на зовнішню дію, та молекулярною динамікою, 
застосування якої вимагає значних обчислювальних ресурсів [30]. S. Forest 
[55] встановив зв’язки між кількома відомими ґрадієнтного типу моделями 
термопружних і в’язкопластичних тіл, а у співпраці з C. Papenfuss [97] 
проаналізував вищого порядку теорії з внутрішніми змінними і до-
датковими ступенями свободи. M. Jirásek [70] сфокусував увагу на застосу-
ванні сильно та слабо нелокальних теорій механіки, а також моделей 
середовищ із внутрішніми ступенями свободи для опису розмірних ефектів 
і дисперсії коротких пружних хвиль у гетерогенних середовищах. П. Белов 
та С. Лур’є [3, 19] навели порівняльний аналіз теорій Коссера [40], Джере-
мілло [68], Аеро-Кувшинського [2], Міндліна [86], Тупіна [114] і Бєлова –
 Лурьє [3]. Є. І. Єрофеєв [13] застосував теорії середовищ із мікрострук-
турою (континуумів Леру, мікроморфного середовища Міндліна – Ерінґена, 
континууму та псевдоконтинууму Коссера) для вивчення закономірностей 
поширення пружних хвиль. C. Polizzotto [101] зосередився на співвідношен-
нях ґрадієнтних моделей механіки, які додатково містять одну, дві, три та 
чотири сталі вищого порядку, а також навів графічну схему зв’язків між 
цими моделями для ізотропних матеріалів. Праці [42, 112] дають ретроспек-
тиву розвитку некласичних моделей механіки, що враховують складну 
механічну поведінку матеріалів із мікроструктурою. Ряд авторів [28, 56, 59, 
100] провели порівняльний аналіз різних варіантів теорій середовищ із 
мікроструктурою та продемонстрували їхню ефективність для дослідження 
механічної поведінки мікро- та нанооб’єктів. У праці [18] досліджено 
застосовність методів континуальної механіки для вивчення механічного 
відгуку наноструктур, а в [91] вказано на певні застереження щодо 
використання визначальних співвідношень нелокальної пружності для 
опису механічної поведінки таких об’єктів. 

Інтенсивний розвиток мікроелектроніки стимулював побудову інтег-
рального та ґрадієнтного типів математичних моделей пружних мікро- і 
нанорозмірних трубок, оболонок, плит, балок і стрижнів. Здобутки у цьому 
напрямку проаналізовано в [34, 43, 113, 116, 118, 119].  

Окремий і надзвичайно важливий напрямок досліджень стосується ви-
значення вищого порядку сталих матеріалу, пов’язаних із урахуванням не-
локальних ефектів. В [75, 78, 85, 957, 111 та ін.] для визначення механічних 
характеристик середовищ (у тому числі характерної віддалі матеріалу – 
material length scale parameter) залучено експериментальні дані. У таких 
дослідженнях застосовують так званий «метод розмірного ефекту» (method 
of size effects). У цьому методі для оцінки вищого порядку сталих матеріалу 
використовують аналітичні розв’язки тестових крайових задач некласичної 
пружності, які описують розмірні ефекти в малорозмірних структурах, та 
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відповідні експериментальні результати для цих структур. Низка робіт 
пропагує атомістичний підхід для обчислення сталих матеріалу ґрадієнтної 
пружності [83, 95], а також ядер нелокальної континуальної пружності 
[110]. R. Mindlin [88, 89] для знаходження додаткових пружних модулів, по-
в’язаних із мікроструктурою матеріалу, застосував теорію ґраток. Огляд 
робіт, спрямованих на визначення вищого порядку сталих некласичних 
теорій пружності з ґрадієнтом деформації, наведено в [35, 76, 95]. 

Нижче стисло охарактеризовано некласичні теорії континуальної меха-
ніки з наголосом на концептуальних роботах, які містять основи математич-
ного опису цих теорій. Проаналізовано два напрямки розбудови некласич-
них математичних моделей теорії пружності, а саме, моделі ґрадієнтного та 
інтегрального типу. 

2. Нелокальні теорії середовищ із функціональними конститутивни-
ми рівняннями просторового типу. Згідно з нелокальною теорією, напру-
ження у фіксованій точці тіла залежать не лише від деформацій у цій 
точці, а й від реформацій у решті його точок. У рамках цієї теорії для 
опису ефектів далекодії прийнято подання для густини енергії деформації  
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і функціональний зв’язок між спряженими параметрами стану [99] 
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l{ }  – тензор четвертого рангу, компоненти якого є характе-

ристиками матеріалу (модулі пружності), ¢-r rK( )  – ядро релаксації (за-
никаюча функція впливу). Тут і далі жирні символи відповідатимуть век-
торним величинам, а жирні символи з шапочками зверху – тензорам дру-
гого і вищих рангів. Верхній індекс у дужках праворуч від символу вказує 
на ранг тензорної величини (використовуватимемо їх для позначення тен-
зорів третього і вищих рангів).  

Для певного класу ядер релаксації інтегральні визначальні співвідно-
шення (2) можна подати в диференціальній формі [48]: 
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Тут 2
0( )c e a=  – нелокальний параметр, 0e  – стала матеріалу (її визнача-

ють лабораторними методами або з використанням підходів молекулярної 
динаміки), a  – внутрішня характерна віддаль (internal characteristic length) 
– параметр гратки, розмір зерна або молекули. Такі математичні моделі 
іноді називають узагальненими моделями середовищ із ґрадієнтами 
(лапласіаном) тензора напружень [35].  

H. Askes та E. Aifantis [35] розглянули загальніший зв’язок між тензо-
рами напружень і деформації: 
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де 1c  і 2c  – ґрадієнтні коефіцієнти. Визначальне співвідношення (4) дозво-
лило уникнути сингулярностей на лініях дефектів і у вершинах тріщин. 

Диференціальну форму (3) рівнянь стану нелокальної пружності отри-
мано для безмежного середовища, що накладає певні обмеження на область 
їх застосовності. Зокрема, такі рівняння стану не можуть коректно описати 
нелокальні ефекти в усіх точках нанорозмірного тіла. Докладніше про це 
йдеться у статтях [53, 91]. E. Aifantis [29, 30, 35] неодноразово торкався 
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питання еквівалентності інтегральної форми визначальних співвідношень 
нелокальної теорії Ерінґена і диференціальних співвідношень (3), (4). Мо-
дель пружного середовища, що використовує рівняння стану (3), та її зв’я-
зок із нелокальною теорією Ерінґена аналізували також С. Polizzotto [100], 
G. Romano і R. Barretta [105] та інші дослідники. 

За теоріями, у яких закладено функціональний зв’язок між тензорами 
напружень і деформацій, закріпилася назва «нелокальних теорій інтеграль-
ного типу» (nonlocal theories of integral type), «нелокальних» (nonlocal theo-
ries) або «сильно нелокальних» (strongly nonlocal theories) теорій. Оскільки 
такі математичні моделі описують просторову дисперсію коротких хвиль, то 
їх ще іноді називають «нелокальними моделями середовищ із просторовою 
дисперсією» (nonlocal media with space dispersion).  

Диференціальна форма визначальних співвідношень є значно зручні-
шою для розв’язування задач математичної фізики. З огляду на це, дифе-
ренціальні співвідношення (3), (4) широко застосовують для дослідження 
механічного відгуку пружних тіл на статичне та динамічне навантаження. 
Нелокальні рівняння стану використали для дослідження механічної пове-
дінки балок [43, 103, 105, 116], дротів [73], наноплит [81, 113], нанотрубок 
[117], сферичних оболонок [115] та багатьох інших об’єктів. Огляд дослід-
жень статичної та динамічної поведінки нанобалок у рамках нелокальних 
теорій балок Ейлера – Бернуллі, Тимошенко, Редді, Левінсона та ін., наве-
дено в [103, 119]. Статті [34, 37, 79] містять огляд сучасних досліджень з 
точки зору використання нелокальної пружності для вивчення графенових 
листів та карбонових нанотрубок. Такі структури широко використовують у 
практиці як елементи транзисторів, сенсорів, давачів, наноконденсаторів та 
інших пристроїв, а також для проектування нових надміцних композитних 
наноматеріалів. J. Engelbrecht та M. Braun [44], а також M. Eltaher зі 
співавторами [43] навели огляд нелокальних теорій механіки з точки зору 
їх використання для дослідження хвильового руху.  

C. Lim зі співавторами [80] запропонували модифіковану нелокальну 
теорію балок, яка ґрунтується на загальнішому у порівнянні з (1) поданні 
енергії деформації:  
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де l  та 1
¢-r rK ( ) – характерна віддаль і додаткове ядро, введені для вра-

хування впливу ґрадієнта тензора деформації. Тут і далі індекс після коми 
означає операцію диференціювання за відповідною просторовою коорди-
натою. Визначальні співвідношення такої моделі та кінематичні гіпотези 
теорії балок Ейлера – Бернуллі і Тимошенка були застосовані для вивчен-
ня динамічної поведінки пружних нанобалок.  

В Україні нелокальну теорію пружного континууму розвивали Я. Під-
стригач [22], Ю. Повстенко [102] та інші дослідники. 

3. Теорії ґрадієнтного типу. 
3.1. Загальна характеристика. Теорії, у яких фазовий простір пара-

метрів стану розширено ґрадієнтами певних фізичних величин, називають 
«ґрадієнтними» (gradient-type theories) або «слабо нелокальними» (weakly 
nonlocal theories) теоріями. Ґрадієнтні теорії можна умовно поділити на дві 
підгрупи (див. схему 1). Для однієї з них властиве використання класичних 
кінематичних характеристик. У таких теоріях, як і в класичній пружності, 
єдиною кінематичною характеристикою є вектор переміщення ( , )tu x . Іноді 
такі теорії називають континуальними теоріями пружності вищого рангу 
(higher-grade continuum theories) [112], ґрадієнтними теоріями матеріалів 
простої структури чи середовищами Леру [13, 17] або ж класифікують як 
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теорії, що враховують ефекти далекодії [38]. До ґрадієнтних теорій із кла-
сичною кінематикою належать: моментна теорія Тупіна [114], теорія пруж-
ності Міндліна з ґрадієнтами деформації [87], а також теорії Джеремілло 
[68], Аеро – Кувшинського [2] та інші. Теорія Міндліна [87] та Ґріна – Рів-
ліна [60] з ґрадієнтами деформацій вищих порядків є найзагальнішою серед 
перелічених теорій. Як граничні випадки вона містить математичні моделі 
середовищ Тупіна, Аеро – Кувшинського і Джеремілло.  

 
Схема 1. Зв’язки між узагальненими теоріями ґрадієнтного типу. 

До ґрадієнтного типу теорій належить також локально ґрадієнтна тео-
рія пружності [4, 6, 11, 20]. Ця теорія ґрунтується на врахуванні у модель-
ному описі взаємозв’язку процесів деформування та локального зміщення 
маси. При цьому локальне зміщення маси пов’язується з потоком маси msJ  

недифузійної і неконвективної природи, зумовленим змінами структури ма-
теріалу фізично малого елемента тіла. Аналогом такого потоку в електро-
пружності є поляризаційний струм.  

Іншу підгрупу теорій укладають математичні моделі середовищ із до-
датковими ступенями вільності. Їх іноді називають континуальними теорія-
ми пружності вищого порядку (higher-order continuum theories) [112], ґра-
дієнтними теоріями матеріалів складної структури [17], середовищами з 
мікроструктурою [86] або середовищами з додатковими ступенями вільності 
[17]. У таких теоріях середовище моделюють сукупністю великої кількості 
репрезентативних елементів (макроелементів), кожен із яких характери-
зується скінченним розміром, структурою та орієнтацією. Макроелементи є 
системою взаємодіючих частинок (мікроелементів), які, у свою чергу, мо-
жуть деформуватися, повертатися відносно центра маси макроелемента і у 
підсумку впливати на макроскопічну поведінку тіла. Таким чином, у мік-
роморфних теоріях поряд із конвективним (трансляційним) рухом мікро-
елемента розглядають також обертальний рух і деформацію його мікрочас-
тинок. Залежно від того, які форми руху мікроелемента враховують (транс-
ляційні чи ротаційні), будують різні варіанти теорій середовищ із мікро-
структурою. При цьому макроелемент розглядають як жорстке орієнтоване 
тіло (у полярних і мікрополярних теоріях) або тверде деформівне тіло 
(у мікроморфній теорії, теорії пружних середовищ із дислокаціями). Таку 
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підгрупу теорій формують: полярна та мікрополярна теорії [49], мікро-
морфна теорія [52, 86, 109], теорії середовищ із мікророзтягом [49], 
пружних середовищ із незмінною кількістю дислокацій [3], а також різно-
манітні модифікації згаданих теорій. Серед перелічених найзагальнішою є 
мікроморфна теорія, яка як часткові випадки містить полярну й мікро-
полярну теорії, математичні моделі середовищ із мікророзтягом та ін.  

Розвиток статичних теорій ґрадієнтної пружності був стимульований 
потребою вивчення розмірних і приповерхневих ефектів, а також необхід-
ністю уникнення сингулярностей розв’язків у задачах з тріщинами, дисло-
каціями тощо. Опис динамічної поведінки пружних континуумів (зокрема, 
дисперсійних властивостей) за дії швидкозмінних навантажень вимагав 
побудови некласичних теорій континуальної механіки, що враховують 
інерцію ґрадієнтів деформації [86] (у рамках ґрадієнтної теорії пружності) 
або ж кінетичну енергію локального зміщення маси чи необоротний склад-
ник ґрадієнта модифікованого хімічного потенціалу [11, 14] (у рамках ло-
кально ґрадієнтної пружності). Розв’язувальні системи рівнянь таких моде-
лей містять доданки, пропорційні вищого порядку мішаним (часово-просто-
ровим) похідним від ключових функцій [11, 14, 35, 120]. Згадані математичні 
моделі дозволили описати поширення у твердих тілах нових типів пружних 
хвиль. Огляд таких математичних моделей наведено в [35]. Нижче стисло 
охарактеризуємо ґрадієнтні моделі механіки суцільних середовищ.  

3.2. Середовища Коссера. Мікрополярна теорія. Теорія середовищ 
Коссера (Cosserat continuum theory, 1909) стала першим кроком у розбудові 
некласичної теорії пружності [40]. Ця теорія розглядає репрезентативний 
елемент як тверде орієнтоване тіло. Тому її часто називають полярною тео-
рією. І. Кунін [17] класифікував полярні та мікрополярні континууми як мо-
делі суцільних середовищ зі слабкою нелокальністю пружних властивостей.  

Кінематичні властивості середовища Коссера описують дві незалежні 
векторні величини: вектор переміщень ( , )tu x  та вектор поворотів ( , )txw . 

Ці вектори визначають несиметричні тензори деформації ijg
)
g = { }  і згину-

кручення ij
)

= æ{ }æ  [21]: 

 Є, ,,ji i j ijk k ji i jug = + w = wæ . 

Тут Єijk  – компоненти псевдотензора Леві – Чівіта, Є(3)
ijk=

)
Є { } .  

У полярних середовищах виникають не лише силові ijs
)
s = { } , а й мо-

ментні ijmm
)

= { }  напруження, які визначаються такими рівняннями стану:  

 ,ij ij
ij ij

W Wm¶ ¶s = =
¶g ¶æ

.  

На відміну від класичної (симетричної) пружності, напружений стан 
середовища Коссера описується несиметричним тензором напружень 

)
s . 

Тому теорію Коссера також часто називають теорією несиметричної пруж-
ності [21]. Динамічну поведінку пружного середовища Коссера характе-
ризують рівняння: 
 ,ij j i iF us + = r&& , (5) 

 Є,ji j ijk jk i im M J+ s + = w&& . (6) 

Тут iF=F { }  і iM=M { }  – вектори об’ємних сил і моментів, J  – міра 
інерції під час повороту (динамічна характеристика середовища).  

Якщо для густини енергії деформації W  ізотропного континууму 
прийняти білінійне розвинення 

 1 1 1( , ) ( ) ( )
2 2 2ij ij ii jj ij ij ij jiW g = lg g + m + a g g + m - a g g +æ  
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 1 1 1( ) ( )
2 2 2ii jj ij ij ij ji+ b + g + e + g - eæ æ æ æ æ æ , 

то отримаємо такий явний вигляд рівнянь стану [21]: 

 2 2 , 2 2S A S A
ij ij ij kk ij ij ij ij kk ijms = mg + ag + lg d = g + e + b dæ æ æ . (7) 

Тут верхні індекси « S » та « A » позначають симетричну та кососиметричну 
частини тензорів деформації 

)
g  та згину-кручення 

)æ :  

 , , , ,
1 1,
2 2

S S
ij i j j i ij ij i j j iu u eg = + = = w + wæ( ) ( ) , 

 Є, , , ,
1 1,
2 2

A A
ij i j j i ijk k ij i j j iu ug = - - w = w - wæ( ) ( ) . 

Механічну поведінку ізотропного пружного матеріалу в межах полярної 
теорії описують шість модулів пружності, а саме: дві сталі Ляме ,l m  та 

чотири сталі матеріалу вищого порядку , , ,a b g e .  
Підставивши рівняння стану (7) у балансові рівняння (5) та (6), для 

визначення переміщень та поворотів отримаємо два векторні (шість 
скалярних) ключові диференціальні рівняння другого порядку  

 ( 2 ) ( ) ( ) ( ) 2l + m × - m + a ´ ´ + a ´ + = ru u F u&&Ñ Ñ Ñ Ñ Ñ w ,  

 ( 2 ) ( ) ( ) ( ) 2 4 Jb + g × - g + e ´ ´ + a ´ - a + =u &&Ñ Ñ w Ñ Ñ w Ñ w M w .  

Тут Ñ  – набла-оператор, «´ » та « × » – відповідно векторний та скалярний 
добутки, а крапка над символом позначає похідну по часу.  

Континуум Коссера став основою для математичного опису мікропо-
лярних середовищ, у яких, поряд із трансляційним рухом, частинка наді-
лена додатковими ступенями свободи – здатністю до жорстких поворотів 
[45]. Якщо мікроінерцію щодо поворотів вважати сталою величиною, то 
мікрополярна теорія зведеться до теорії середовищ Коссера [38].  

Пружні характеристики полярних і мікрополярних континуумів визна-
чали R. Lakes [75, 76], S. Hassanpour та G. Heppler [65], A. McFarland і 
J. Colton [85] та ін. 

Співвідношення континууму Коссера та мікрополярної пружності роз-
винули на теорію пружних оболонок, пластин і стрижнів [1, 106], балок [85] 
та інших малорозмірних структур. 

Y. Chen зі співавторами [38] з позицій молекулярної динаміки й теорії 
граток показали, що полярну теорію доцільно застосовувати для вивчення 
механічної поведінки матеріалів, які допускають суттєві зміни орієнтації 
мікроструктури (рідкі кристали та фероелектрики), а мікрополярну – для 
дослідження молекулярних кристалів, гранульованих матеріалів і деяких 
видів композитів .  

3.3. Псевдоконтинуум Коссера (1960). Спрощеним варіантом конти-
нууму Коссера є псевдоконтинуум Коссера (Cosserat pseudocontinuum 
theory). У цій теорії вектори повороту й переміщення пов’язані формулою: 

rot /2= uw . Згадану теорію іноді називають теорією Коссера з «обмеже-
ними поворотами» або моментною теорією. У цьому варіанті моментної 
теорії пружності є лише одна незалежна кінематична характеристика – 
вектор переміщення u , який визначає такі міри деформації: 

 Є, , ,
1 1,
2 2ij i j j i ij k j kie u u u= + = l l( ) æ . 

Кількість сталих для ізотропного пружного тіла у межах цієї теорії 
скорочується з шести до чотирьох. При цьому вектор переміщення 
задовольняє векторне диференціальне рівняння четвертого порядку. За 
відсутності масових сил це рівняння має вигляд [21]  
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 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 4

ImD + l + m × + g + e ´ ´ D - ´ ´ = ru u u u u&& &&Ñ Ñ Ñ Ñ Ñ Ñ . 

Тут l , m , g , e  – сталі матеріалу, які характеризують пружні властивості 

псевдоконтинууму Коссера, I  – стала матеріалу, яка характеризує інер-
ційні властивості макрооб’єму, D  – оператор Лапласа.  

Теорія Коссера з обмеженими поворотами належить до вищого рангу 
теорій пружності. Порівняно з класичною пружністю, вона додатково вра-
ховує моментні напруження і оперує несиметричним тензором напружень. 
Зважаючи на відносну простоту, ця теорія достатньо добре розвинена і 
доволі часто використовується у прикладних дослідженнях.  

Докладний аналіз системи рівнянь континууму та псевдоконтинууму 
Коссера можна знайти у монографіях В. Новацького [21] і Г. Савіна [23], а 
також у роботах Е. Аеро і Е. Кувшинського [2, 16], R. Mindlin i H. Tiersten 
[90], R. Toupin [114], Г. Савіна зі співавторами [24], A. Hadjesfandiari і 
G. Dargush [63] та ін.  

3.4. Мікроморфна теорія Міндліна – Ерінгена – Сухубі (1964). Мі-
крополярна теорія розглядає структурні елементи макрооб’єму як тверді 
тіла і враховує лише жорсткі повороти цих елементів щодо центра маси 
макрооб’єму. Загальнішою є мікроморфна теорія, кінематика якої описуєть-
ся не лише векторною, а й тензорними величинами. Така теорія враховує 
усі компоненти тензора вільної дисторсії, а не лише його кососиметричну 
частину (вільні повороти), як теорія Коссера.  

Основи мікроморфної теорії запропоновано у працях A. Eringen, E. Su-
hubi та R. Mindlin [52, 86, 109]. Мікроморфна теорія трактує тіло як непе-
рервну сукупність великої кількості деформівних частинок, кожна з яких 
характеризується скінченним розміром та внутрішньою структурою. Де-
формівні частинки (макроелементи) складаються зі структурних елементів 
– мікроелементів. Рух макроелемента є результатом його конвективного 
перенесення, повороту навколо центра маси та деформування. Наслідком 
деформування мікроморфного континууму є макродеформації (macro-
strains) та мікроскопічні внутрішні деформації (microscopic internal strains). 

Наведемо нижче основні співвідношення мікроморфної теорії першого 
порядку. Кінематичну поведінку точок такого середовища описують вектор-
ним полем переміщень u  та тензором другого рангу ij= c

)
c { } , компоненти 

якого характеризують мікродеформації. У рамках цієї теорії кожна точка 
тривимірного середовища має дванадцять ступенів вільності.  

Мікроморфне середовище першого порядку характеризують такими 
силовими факторами: «класичним» тензором напружень ijs

)
s = { } , тензо-

ром подвійних напружень (3)
ijk= t

)
t { }  (double stress), а також тензором від-

носних напружень ijs
)s = { }  (relative stress tensor). У стаціонарному випадку 

за відсутності масових сил ці напруження справджують балансові співвід-
ношення [39]: 
 , , ,0, 0ij j ij j ij ijk ks ss + = + t = . (8) 

Густина енергії деформації є функцією ( , , )ij ij ijkW W e= g   æ , де тензори 

ije=
)e { } , ij= g

)
g { }  та ( )3

ijk=
)

æ{ }æ  визначені формулами 

 , ,
1 , ,
2ij ij ji ij j i ji ijk ij ke u= c + c g = - c = cæ( ) , 

)e  – тензор макродеформацій, який характеризує відносні зміщення 
центрів мас макрооб’ємів (він збігається з тензором деформації Ґріна у кла-

сичній теорії пружності), тензор ( )3 = Ä
) )

Ñ cæ  введено для опису ґрадієнтів 

мікродеформацій, « Ä » – знак діадного добутку, 
)
g  – відносна деформація 
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(міра відмінності макродеформації 
)e  від мікродеформації 

)
c ). Тензори (3))æ  

та 
)
g  є новими мірами деформації, які відсутні в класичній теорії. 
Відповідні рівняння стану мають вигляд 

 , ,ij ij ijk
ij ij ijk

W W Ws
e

¶ ¶ ¶s = = t =
¶ ¶g ¶æ

. (9) 

Тензори звичайних 
)
s  [Н/м2], відносних 

)s  [Н/м2] та подвійних (3))
t  

[Н/м] напружень володіють такими самими властивостями симетрії, як і 

пов’язані з ними тензори деформацій 
)e , 

)
g  та (3))æ .  

У рамках лінійної теорії густину енергії деформації подають такою 
білінійною формою: 

 1 1 1( , , )
2 2 2ij ij ijk ijk ij k ijk ij k ijk mn ijk mnW e C e e B Ag = + g g + k k +  l l l l l læ  

 ijk ij k ijk m ij k m ijk m ij k mG e F e D+ g + + gl l l l l læ æ . (10) 

Тут ijkC l , ijkB l , ijk mnA l , ijkG l , ijk mF l  та ijk mD l  – характеристики мате-

ріалу. Механічну поведінку анізотропного середовища характеризують 903 
модулі. Для ізотропних матеріалів лінійна теорія передбачає 18 сталих 
матеріалу. Для такого континууму білінійна форма (10) набуває вигляду 

 1 2 1
1 1 1
2 2 2ii jj ij ij ii jj ij ij ii jjW e e e e b b g e= l + m + g g + g g + g +  

 2 1 2( )ij ji ij iik kjj iik jkjg e a a+ g + g + + +æ æ æ æ  

 3 4 5
1 1
2 2iik jjk ijj ikk ijj kika a a+ + + +æ æ æ æ æ æ  

 8 10 11
1 1
2 2iji kjk ijk ijk ijk jkia a a+ + + +æ æ æ æ æ æ  

 13 14 15
1 1 1
2 2 2ijk ikj ijk jik ijk kjia a a+ + +æ æ æ æ æ æ . (11) 

Тут l  і m  – сталі Ляме, ib , ia  і ig  – шістнадцять вищого порядку сталих 
матеріалу.  

Якщо подання (10) (чи (11) у випадку ізотропного середовища) підста-
вити у визначальні співвідношення (9), то отримаємо явний вигляд рівнянь 
стану. Для забезпечення однозначності розв’язків відповідних крайових за-
дач математичної фізики, балансові рівняння (8) та визначальні співвідно-
шення (9) доповнюють крайовими умовами, які задають на поверхні тіла 

вектор a a
i= tt { }  або тензор другого рангу a a

ij= t
)
t { }  [39]: 

 ( ) ,a a
ij ij j i ijk k ijs n ns + = t t = t . 

Базові положення мікроморфної і мікрополярної теорій, а також теорії 
середовища з мікророзтягом докладно подано у монографії [50], де також 
відстежено зв’язки між цими теоріями.  

Розглянувши певні типи внутрішнього руху, з мікроморфної теорії 
можна отримати різні варіанти ґрадієнтного типу некласичних моделей 
механіки [50, 58]. Якщо не враховувати зміну мікроструктури фізично ма-
лого елемента тіла, то з мікроморфної теорії отримаємо мікрополярну тео-
рію. Мікрополярний континуум враховує лише жорсткі повороти структур-
них елементів. Якщо рух репрезентативних елементів описувати мікропо-
воротами і мікророзтягом (враховувати деформації стискування-розтягу-
вання), то прийдемо до теорії середовищ із мікророзтягом (microstretch 
continuum). Вона розглядає міри деформації Є,ij j i jik ke u= + w , ,ij i j= wæ , 

,k kg = j , e = j , де j  – мікророзтяг, а iw  – мікроповороти. Якщо прийняти, 

що частинки деформуються так само, як увесь континуум, то з мікроморф-
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ної теорії отримаємо ґрадієнтну теорію пружності Міндліна. Якщо частинки 
здійснюють обертовий рух, який збігається з обертовим рухом усього 
континууму, то одержимо моментну теорію пружності. Якщо частинки 
звести до точок, наділених масою, то усі теорії середовищ із мікрострук-
турою зведуться до класичної теорії пружності.  

Мікроморфну теорію доцільно застосовувати для вивчення ковалент-
них, молекулярних та іонних кристалів [38] . Недоліком цієї теорії є велика 
кількість пружних сталих, для визначення яких відсутня експериментальна 
програма. Це безумовно обмежує використання цієї теорії у практиці.  

3.5. ¥радієнтні теорії пружності (stress-gradient theories). У 
ґрадієнтній теорії пружності зміни мікроструктури матеріалу асоціюються 
з ґрадієнтами деформації.  

Наявність великої кількості варіантів ґрадієнтного типу теорій пруж-
ності пояснюється принциповою можливістю включення у подання для гус-
тини енергії деформації складників трьох типів, а саме, доданків, пропор-
ційних до:  

(1) ґрадієнтів другого порядку вектора переміщень, (3)
ijk= h

)
h { }  

(ґрадієнт мікродисторсії), ,ijk k ijuh = ;  

(2) ґрадієнтів першого порядку тензора макродеформації, ije=
)e { } , 

, , ,( )/2 ( )/2ijk kj i k ji j ki ijk kije u ug = = + = h + h , , ,( )/2ij i j j ie u u= + ; 

(3) ґрадієнтів поворотів Є , /2ij i k k ju= l læ  та симетричного тензора 

другого ґрадієнта вектора переміщень: , , ,( )/3S
ijk k ij i jk j kiu u uh = + + .  

Зазначимо, що тензор деформації ije=
)e { }  має шість незалежних ком-

понент, тоді як тензор (3)
ijk= h

)
h { }  є симетричним тензором за першими 

двома індексами і має вісімнадцять незалежних компонент. Урахування бі-
лінійних комбінацій таких складових у розвиненні густини енергії дозволи-
ло побудувати різного типу теорії пружних середовищ із мікроструктурою.  

3.5.1. Теорія пружного континууму з першим ґрадієнтом дефор-
мації. У 1962 році R. Toupin [114] та R. Mindlin і H. Tiersten [90] сформулю-
вали систему співвідношень ґрадієнтної пружності, що враховує залежність 
густини енергії деформації від ґрадієнта деформації. Ця теорія відома як 
моментна теорія пружності. У 1964 році R. Mindlin [86] запропонував мате-
матично складнішу лінійну теорію пружного континууму з мікрострукту-
рою. На відміну від моментної теорії, математична модель середовища з 
мікроструктурою включає симетричну частину ґрадієнта деформації. З ог-
ляду на це, згадана теорія містить більше (порівняно з моментною пруж-
ністю) сталих матеріалу. Зокрема, пружна поведінка центральносимет-
ричних та ізотропних матеріалів характеризується двома сталими Ляме і 
п’ятьма додатковими сталими матеріалу (сумарно – сім констант) [86]. При 
цьому для густини енергії деформації R. Mindlin використав таке подання:  

 1 2
1( , )
2ij ijk ii jj ij ij iik kjj ijj ikkW e e e e e g gg = l + m + g g + g g +  

 3 4 5iik jjk ijk ijk ijk kjig g g+ g g + g g + g g , (12) 

де ig , 1,2, ,5i = … , – додаткові сталі матеріалу, пов’язані з урахуванням 
ґрадієнтів деформації. Рівняннями стану в рамках цієї теорії є:  

 ,ij ijk jik
ij ijk

W W
e

¶ ¶s = t = t =
¶ ¶g

. 

Тут (3) 
ijk= tt { }  – тензор подвійних напружень. Поряд із формулою (12) 

R. Mindlin розглядав іншу форму подання енергії деформації, а саме:  
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 1 2
1( , )
2ij ijk ii jj ij ij iik kjj ijj ikkW e e e e e a ah = l + m + h h + h h +  

 3 4 5iik jjk ijk ijk ijk kjia a a+ h h + h h + h h .  

У такій математичній моделі «класичні» і подвійні напруження визна-
чаються співвідношеннями 

 ,ij ijk jik
ij ijk

W W
e

¶ ¶s = t = t =
¶ ¶h

 

і задовольняють рівняння рівноваги 
 , , 0ji j kji kj iFs - t + = . 

Ґрадієнтна теорія пружності була взята за основу багатьма дослідни-
ками, які запропонували спрощені або навпаки, узагальнені варіанти цієї 
теорії. Нижче наведемо деякі з них.  

D. Lam зі співавторами [77] звели кількість додаткових пружних ста-
лих до трьох. Вони розглядали таке розвинення для потенціалу W : 

 ,
1( , , , )
2

SD S
ij mm i ijk ij ii jj ij ijW e e e e e eh = l + m +æ  

 2 2 2
0 , , 1 2

SD SD S S
mm i nn i ijk ijk ij ije e+ m + m h h + ml l l æ æ , (13) 

де 0l , 1l , 2l  – характерні віддалі, пов’язані відповідно з ґрадієнтом дила-

тації, девіаторним складником ґрадієнта деформацій розтягу і симетричним 
складником ґрадієнта поворотів:  

 SD S S S S
ijk ijk ij k jk i ik jh = h - d h + d h + d hll ll ll( ) ,  

 Є Є, ,( )/2 /2S
ij ij ij ip j p jp ie e= + = +l l l l læ æ æ ( ) .  

Таку теорію часто називають модифікованою теорією ґрадієнтної пруж-
ності. Вона розглядає такі силові чинники:  

 2
0 ,

,
2 , 2ij ij ij i nn i

ij nn i

W We e e
e e

¶ ¶s = = m + l d g = = m
¶ ¶ll l , 

 2 2
1 22 , 2SD SD S S

ijk ijk ij ijSD S
ijk ij

W Wm¶ ¶t = = m h = = m c
¶h ¶c

l l . 

Тут ijs  – компоненти тензора напружень Коші, ig  – ґрадієнт тиску, SD
ijkt  – 

компоненти тензора подвійних напружень, S
ijm  – симетрична складова 

моментних напружень. 
А. Гусєв і С. Лур’є [62] побудували ще більш спрощений варіант 

ґрадієнтної теорії пружності, яка для ізотропних матеріалів містить два 
класичні пружні модулі і дві сталі матеріалу вищого порядку (загалом – 
чотири константи). У теорії Гусєва – Лурьє компоненти тензора подвійних 
напружень визначаються формулою 

 1 2
SH S

ijk ijk ijka at = g + g , 

де S
ijkg  та SH

ijkg  – симетрична частина та кульовий складник тензора (3))
g ,  

 ( )/3 , /5S S SH S S S
ijk ijk jki kij ijk ijk i jk j ki k ijg = g + g + g = h g = g d + g d + g dll ll ll( ) . 

С. Tekoğlu й P. Onck [112] врахували у розкладі для густини енергії 
деформації доданки, пропорційні до дивергенції ґрадієнта деформації 

, , ,( )/2i j ij i jj ij ju u eh = + =% . Для анізотропних матеріалів вони використали 

білінійну форму  
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 1( , )
2ij i ijk ij k ijk ij k ij i jW e С e e B e Dh = + h + h h% % % %l l .  

Для центральносиметричних матеріалів компоненти псевдотензора ijkB  

дорівнюють нулеві, а рівняння стану мають вигляд 

 ,ij ijk k i ij j
ij i

W WС e D
e

¶ ¶s = = t = = h
¶ ¶h

%%l l .  

Тут it  – вектор напружень, який є спряженим параметром до дивергенції 

ґрадієнта деформації. Для ізотропних матеріалів 2ijk ij k ik jС = ld d + md dl l l , а 

ij ijD a= d , де a  – додаткова стала матеріалу, пов’язана з дивергенцією ґра-

дієнта деформації. Автори назвали цю теорію узагальненою теорією пруж-
ності з дивергенцією деформації (strain divergence theory). У рамках цієї 
теорії введені вище тензор і вектор напружень підпорядковані такому рів-
нянню рівноваги: 

 , , ,
1 ( ) 0
2ij i i ji j ii iFs - t + t + = . 

B. Altan та E. Aifantis [32] запропонували інше подання для енергії де-
формації  

 2
, , , , ,

1 1( , )
2 2ij ij k ii jj ij ij ii k jj k ij k ij kW e e e e e e e e e eæ ö= l + m + l + mç ÷

è ø
l ,  

де l  – характерна віддаль мікроструктури матеріалу. Тоді компоненти 

тензора подвійних напружень (3) 
t  визначаються співвідношеннями  

 2 2
, , ,

,
(2 )ijk jik ij k k ij ij k

ij k

W e e
e
¶t = t = = m + l d = s

¶ lll l , 

а рівняння рівноваги для ізотропних та анізотропних матеріалів є: 

 2
, , , ,2 ( 2 ) 0j ij i jj j ijmm i jjmm iu u u u Fl + m - l + m + =l , 

 2
, , 0ijk k j k j mm iC u u F- + =l l ll( ) .  

Варіаційне формулювання такого спрощеного варіанта ґрадієнтної 
пружності (з трьома сталими матеріалу, дві з яких є сталі Ляме і одна – 
характерна віддаль матеріалу) запропонували X.-L. Gao та S. Park [57]. 

Кососиметрична частина тензора подвійних напружень є тензором мо-
ментних напружень. У рамках сформульованої у 1962 році моментної теорії 
пружності [90, 114] визначальні співвідношення для ізотропних матеріалів 
містять дві додаткові сталі, які характеризують мікроструктуру матеріалу 
(разом зі сталими Ляме – чотири константи). Дещо пізніше були запро-
поновані модифіковані варіанти моментної теорії пружності, які містили 
більшу або меншу кількість сталих матеріалу. Зокрема, у 1993 році N. Fleck 
та J. Hutchinson [54] сформулювали співвідношення модифікованої момент-
ної теорії, яка характеризує ізотропний континуум ще трьома додатковими 
сталими матеріалу, пов’язаними з урахуванням ґрадієнтів повороту та 
розтягу (разом п’ять констант). У 2002 році F. Yang зі співавторами [122] 
запропонували спрощений варіант моментної пружності, яка сумарно 
містить лише три сталі матеріалу (два пружні модулі і одну характерну 
віддаль). У цій теорії, поряд із рівнянням балансу механічного імпульсу та 
моменту імпульсу, сформульовано також додаткове балансове рівняння, 
якому підпорядковуються напруження вищого порядку. Рівняння цієї моде-
лі можна отримати, якщо у формулі (13) прийняти 0 0=l  і 1 0=l . З огляду 

на невелику кількість сталих матеріалу, таку теорію доволі широко 
застосовували у практиці [82, 98]. 

A. Abazari зі співавторами [28] запропонували узагальнену теорію мо-
ментних напружень, в основу якої закладено постулат про відмінність ме-
ханічних властивостей матеріалу у приповерхневих областях тіла. Таку 
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теорію автори застосували для обґрунтування розмірного ефекту модуля 
Юнга.  

Взаємозв’язок між теоріями, які ґрунтуються на різних поданнях гус-
тини енергії деформації, аналізували у працях [35, 59, 93, 101, 112] та 
інших. Моментні теорії докладно розглянуто у роботах [63, 64].  

Теорії моментної і ґрадієнтної пружності, а також їх модифіковані 
варіанти застосовують для дослідження напружено-деформованого стану 
навколо тріщин [108], порожнин [112] тощо. Їх поширено на математичні 
моделі пружних плит [96, 104], балок [77, 93] та інші малорозмірні струк-
тури. Грунтовний аналіз ґрадієнтних моделей балок і плит можна знайти в 
працях [35, 113].  

Аналізуючи згин нанобалок, M. Shokrieh та I. Zibaei [107] вказали на 
переваги ґрадієнтної пружності над теорією балок із функціональними 
визначальними співвідношеннями.  

У рамках ґрадієнтних теорій прогин пружних балок і плит визнача-
ється з рівняння шостого порядку, тоді як класичні теорії ґрунтуються на 
рівнянні четвертого порядку. У мікро-/нанобалках, товщина яких сумірна з 
характерною віддаллю матеріалу, ґрадієнтні моделі передбачають збільше-
ння частоти власних коливань і зменшення (порівняно з класичною теорі-
єю) прогину балок під дією зосередженої сили чи розподіленого навантаже-
ння [74]. Таке зміцнення матеріалу добре узгоджується з результатами екс-
периментальних вимірювань, однак не обґрунтовується класичною теорією.  

Теорія пружності з першим ґрадієнтом деформації описує експери-
ментально спостережувану високочастотну дисперсію пружних механічних 
поздовжніх хвиль, однак передбачає невірний знак кривини дисперсійної 
кривої [87, 89]. Для усунення цього недоліку були запропоновані матема-
тичні моделі пружних середовищ, які враховують залежність внутрішньої 
енергії від ґрадієнтів деформації другого і вищих порядків.  

3.5.2. Теорія мультиполярних континуумів Ґріна – Рівліна 
(1964). Ґрадієнтна теорія пружності Міндліна (1965). У 1964 році 
A. Green та R. Rivlin [60, 61] розробили основи дуже загальної матема-
тичної моделі пружного континууму, яка включає ґрадієнти деформації 
довільного порядку. Кількість фізичних сталих у ній визначається поряд-
ком теорії. Така теорія отримала назву теорії мультиполярних континуумів. 
Ця теорія розглядає такі міри деформації: 

 , , , , ,( )/2, , ,ij i j j i ijk kj i ijk kj i ijk m kj i me u u e e e= + g = g = g =l l l l . 

Роком пізніше, R. Mindlin [87] запропонував простішу лінійну теорію, 
що враховує залежність густини енергії від тензора деформації, а також 
другого і третього ґрадієнтів вектора переміщень: ( , , )ij ijk ijkW W e= h h l . Тут 

,ijk ijkuh =l l , (4) { }ijk= h
)

lh . Щоб отримати лінійні визначальні співвідношен-

ня, R. Mindlin подав енергію деформації у вигляді полінома другого 
порядку з усіма можливими комбінаціями квадратичних доданків із 
компонент тензора деформації, другого і третього ґрадієнтів вектора 
переміщень. За такого опису він отримав рівняння стану 

 , ,ij ijk ijk
ij ijk ijk

W W W
e

¶ ¶ ¶s = t = t =
¶ ¶h ¶hl

l
,  

де { }ij= s
)
s  – класичний тензор макронапружень розмірності Н/м2; 

(3) { }pqr= t
)
t  – тензор подвійних напружень розмірності Н/м; (4) { }pqrs= t

)
t  – 

тензор четвертого рангу розмірності H, який отримав назву тензора потрій-
них напружень.  

Тензори класичних, подвійних і потрійних напружень підпорядковані 
одному диференціальному рівнянню рівноваги вищого порядку  



98 

 , , , 0ij j ijk jk ijk jk iFs - t + t + =l l . 

До цього рівняння долучаються також крайові умови, які визначають 
поверхневі значення проекції на нормаль до поверхні тіла вектора перемі-
щення та його першої й другої похідних (на поверхні задано векторні вели-
чини, на відміну від мікроморфної теорії, де на поверхні, окрім вектора пе-
реміщень, задаються тензорні величини – додаткові ступені вільності) [39].  

R. Mindlin проаналізував зв’язок системи рівнянь ґрадієнтної пружнос-
ті з результатами теорії ґраток [87, 89] і, ґрунтуючись на лінійних 
співвідношеннях, отримав формули для поверхневого натягу у рідинах, а 
також поверхневої енергії деформації, необхідної для поділу пружного 
твердого тіла вздовж деякої поверхні на дві частини [87]. Він показав, що 
теорія з другим ґрадієнтом деформації коректно описує приповерхневу 
неоднорідність механічних полів і дисперсію пружної поздовжної хвилі в 
області високих частот. 

Ефективність використання теорій, що враховують ґрадієнти тензора 
деформації другого, четвертого, шостого і восьмого порядків, проаналізо-
вано у праці [121] на прикладі пружного нанострижня.  

3.6. Ґрадієнтна теорія пружних середовищ із урахуванням ло-
кального зміщення маси. Цей напрямок був започаткований Я. Бураком 
[4] і розвинений у працях [5–7, 14, 20, 92 та ін.]. Запропонована у 1987 році 
математична модель термопружного континууму ґрунтувалася на враху-
ванні у рівнянні балансу маси потоку маси /ms m t= -¶ ¶J P  недифузійної і 

неконвективної природи. Цей потік маси Я. Бурак пов’язав зі зміною струк-

тури матеріалу фізично малого елемента тіла [4]. Вектор m
m iPP = { }  (роз-

мірності густини масового дипольного моменту, кг·м/м3) отримав назву век-
тора локального зміщення маси. Врахування потоку маси msJ  за припу-

щення, що він спричиняє потік енергії /m tm¶ ¶P , де m  – хімічний потен-

ціал речовини, дозволило побудувати ґрадієнтного типу теорію фізико-
механічних процесів у твердих пружних і термопружних тілах, названу ло-
кально ґрадієнтною [4, 10]. У такій теорії фазовий простір параметрів стану 
додатково розширено однією парою спряжених параметрів: ґрадієнтом 
хімічного потенціалу mÑ  та вектором локального зміщення маси [10]: 

 
,

m
i

i

W¶P =
¶m

. 

Перелік робіт, реалізованих у межах такого підходу, наведено в [10]. 
У працях [6, 7, 14] континуально-термодинамічний підхід до побудови 

локально ґрадієнтних моделей механіки суцільного середовища набув по-
дальшого розвитку. У цих роботах для опису процесу локального зміщення 
маси введено ще дві об’єктивні фізичні величини, а саме: густину наведеної 
маси m mpr = - ×Ñ P  та потенціал pm , який введено як міру впливу ло-

кального зміщення маси на внутрішню енергію системи. Аналогом густини 
наведеної маси в електропружності є густина наведеного електричного за-
ряду. Для цих фізичних величин одержано балансове рівняння [11]: 

 0m
mst

p¶r
+ × =

¶
JÑ .  (14) 

За такого модельного опису напружений стан тіла визначає моди-

фікований тензор напружень { }ij
*

* = s
)
s , який пов’язаний із тензором на-

пружень Коші 
)
s  співвідношенням ( )m m* p p p

¢ ¢= - r m - × m I
)) )

s s P Ñ . Тут 

p p
¢m = m - m  – модифікований хімічний потенціал. У такій математичній 

моделі у простір параметрів стану, поряд із тензорами напружень *
)
s  і де-
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формації 
)e , введено дві додаткові пари спряжених параметрів стану, 

пов’язаних із урахуванням локального зміщення маси. Модифікований хі-
мічний потенціал p

¢m  і питома густина наведеної маси mr  складають одну 

пару параметрів, іншу пару формують питомий вектор локального 
зміщення маси { }m mi= pp  і ґрадієнт модифікованого хімічного потенціалу 

,{ }ip p
¢ ¢m = mÑ . Рівняннями стану цієї моделі є [11]: 

 
,

, , m
ij i

ij m i

W W W
e

*
p

p

¶ ¶ ¶¢s = r m = p = ¢¶ ¶r ¶m
,  

де r  – густина маси, /m m= rp P , /m mpr = r r , m
m i= pp { } , 

)e  – тензор 

деформації Гріна. Для лінійного наближення функцію W  репрезентує така 
білінійна форма  

 2
, , 0 2

0 0
( )

2 2ij m i m ii jj m

d
W e e e I r

p p

ml¢ ¢r m = m r + + + r -
r r

,  

 2
,

0

2 ( )
3 2

m
ii m ier

p

a cæ ö ¢- l + m r - mç ÷r è ø
. 

Тут l , m  – сталі Ляме, dr , ra , mc  – пружні сталі вищого порядку, 0p
¢m  – 

значення модифікованого хімічного потенціалу p
¢m  у безмежному 

середовищі.  
Балансові рівняння моделі охоплюють рівняння балансу наведеної маси 

(11) та балансу механічного імпульсу 
 * *

¢× + + r = rF F u
) &&Ñ s . (15) 

Рівняння (15) поряд із масовою силою F  містить додаткову нелінійну 
масову силу * m mp p

¢ ¢ ¢= r m - × Ä mF Ñ p Ñ Ñ , спричинену зміною мікроструктури 

матеріалу (локальним зміщенням маси).  
Ключова система рівнянь локально ґрадієнтної пружності включає 

одне векторне диференціальне рівняння другого порядку для вектора пере-
міщення (рівняння руху) і одне скалярне диференціальне рівняння другого 
порядку для модифікованого хімічного потенціалу [11]. Якщо у матема-
тичній моделі такого середовища не враховувати необоротність та інерцію 
локального зміщення маси, то отримаємо динамічно незв’язану ключову 
систему рівнянь локально ґрадієнтної пружності. Така теорія дозволила 
пояснити низку явищ, які не охоплює класична теорія пружності, зокрема, 
описати приповерхневу неоднорідність напружено деформованого стану 
твердих тіл [12], дисперсію коротких механічних хвиль [12], розмірний 
ефект модулів пружності [66, 92], поширення SH хвиль в однорідному ізо-
тропному півпросторі [9], виникнення розклинювального тиску у тонких 
твердих плівках [12], зміцнення тонких пружних нанобалок [67] та інші 
ефекти.  

Співвідношення локально ґрадієнтної теорії використано для визна-
чення поверхневого натягу та поверхневої енергії деформації у твердих 
пружних тілах [8, 12]. Врахування необоротності локального зміщення маси 
дозволило описати перехідні режими формування приповерхневої неодно-
рідності полів у твердих тілах із плоскими межами [15], що не було зробле-
но в рамках інших теорій.  

Зв’язок локально ґрадієнтної пружності з іншими некласичними тео-
ріями пружних континуумів відстежено у низці робіт. Із рівнянь стану для 
тензора напружень *

)
s  можна виключити параметри, пов’язані з локальним 

зміщенням маси [11]. У підсумку отримаємо більш загальний зв’язок між 
тензорами *

)
s  та 

 e   
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 2 2 2
1

   
1 2 1 1 e* * *- D = m - D + l - D Is( ) ( ) ( )l l le ,  

аніж передбачає теорія Айфантіса (див. рівняння стану (4)). Тут *l  – ха-

рактерна віддаль матеріалу, 2 2
1 /(1 )* *= +l l M M , де M  – параметр взаємо-

зв’язку процесів деформування та локального зміщення маси [11].  
У роботі [11] на прикладі безмежного середовища показано, що враху-

вання у модельному описі локального зміщення маси в певному сенсі екві-
валентне також використанню інтегральних визначальних співвідношень 
просторового типу з експоненціальними ядрами релаксації. 

Роботу виконано за фінансової підтримки Slovak Science and Technology 
Assistance Agency (проект номер SK-CN-RD-18-0005) та Національної академії наук 
України (проект номер 0117U004156).  
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NONCLASSICAL LINEAR THEORIES OF CONTINUUM MECHANICS  
 
A surway of the nonclassical linear theories of continuum mechanics is presented. A 
brief discussion addresses the nonlocal Eringen – Edelen theory of elasticity, the theories 
of polar and micropolar continua, the Tupin’s theory of elasticity with couple-stresses, 
the Eringen – Suhubi – Mindlin theory of micromorphic materials, Mindlin's strain-
gradient theory, as well as the local gradient theory of deformation of elastic medium, 
accounting for the local displacement of mass.  

Key words: linear elasticity, nonclassical theories, nonlocal elasticity, gradient-type 
theories, higher-order theories. 

 
Інститут будівництва та архітектури  
Словацької академії наук, Братислава; 
Центр мат. моделювання  
Ін-ту прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів 22.10.19 
 
 
 
 
 

https://doi.org/10.1177/1077546314565808
https://doi.org/10.1016/j.physleta.2006.10.093
https://doi.org/10.1088/0957-4484/18/7/075702
https://doi.org/10.1007/s10409-015-0508-4
https://doi.org/10.1007/s00419-019-01542-z
https://doi.org/10.1016/j.euromechsol.2017.11.012
https://doi.org/10.15388/NA.2014.4.10
https://doi.org/10.1016/S0020-7683(02)00152-X

