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ОСЕСИМЕТРИЧНІ РЕЗОНАНСНІ КОЛИВАННЯ І ВІБРОРОЗІГРІВ 
ПОДАТЛИВОЇ ДО ЗСУВУ НЕПРУЖНОЇ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ З 
П’ЄЗОАКТУАТОРАМИ ПРИ ЖОРСТКОМУ ЗАКРІПЛЕННІ ЇЇ ТОРЦІВ 
 

Розглядається задача про осесиметричні резонансні коливання податливої до 
зсуву непружної циліндричної оболонки з п’єзоактуаторами при електроме-
ханічному моногармонічному навантаженні. Враховуються деформації попе-
речного зсуву, інерція повороту нормального елемента та температурна за-
лежність комплексних модулів п’єзопасивного та п’єзоактивного матеріалів. 
Нелінійна задача розв’язується за допомогою ітераційного підходу, в рамках 
якого система звичайних диференціальних рівнянь, до яких зводиться задача 
коливань, розв’язується із залученням ітераційної процедури за часом, а ін-
тегрування нестаціонарного рівняння теплопровідності здійснюється мето-
дом скінченних різниць. Досліджується вплив врахування деформації зсуву і 
температури вібророзігріву на амплітудно- і температурно-частотні 
характеристики та активне демпфування резонансних коливань оболонки за 
допомогою п’єзоактуаторів.  

Ключові слова: резонансні коливання, дисипативний розігрів, циліндрична оболон-
ка, п’єзоактуатор, зсув. 

 
Вступ. У сучасній техніці для гасіння вимушених коливань тонкостін-

них елементів конструкцій поряд з пасивними широко застосовують також 
і методи активного демпфування за допомогою п’єзоелектричних актуаторів 
[11, 15, 16]. На електроди таких актуаторів подається різниця електричних 
потенціалів відповідної амплітуди і фази з частотою механічного наванта-
ження з метою підсилення або зменшення амплітуди механічних коливань 
найбільш енергоємних мод. Коливні процеси при експлуатації тонкостінних 
елементів, зокрема виготовлених із в’язкопружних полімерних і композит-
них матеріалів із низькою зсувною жорсткістю, супроводжуються дисипа-
тивним розігрівом, спричиненим гістерезисними втратами. 

Важливими факторами, які можуть істотно вплинути на демпфування 
коливань тонкостінного елемента, є чутливість конструкційних матеріалів 
до деформацій поперечного зсуву, температурна залежність їхніх в’язко-
пружних характеристик, умови механічного закріплення і теплообміну. 

Побудова електротермомеханічних моделей в некласичній та уточненій 
постановках і розв’язки конкретних задач про вимушені коливання і диси-
пативний розігрів коливань тонкостінних шаруватих балок, пластинок і обо-
лонок та їх демпфування п’єзоактивними складовими містяться в оригі-
нальних монографіях [3, 6] і багатьох журнальних статтях [7–10, 14, 15 та 
ін.]. Результати більшості з цих робіт знайшли відображення в оглядах [4, 
5, 13]. Зокрема, в класичній постановці задачі про осесиметричні резонансні 
коливання в’язкопружних циліндричних оболонок з п’єзоактуаторами 
розглядаються у статтях [7–9]. 

У цій статті в рамках уточненої постановки розв’язується задача про 
вимушені коливання і дисипативний розігрів податливої до зсуву в’язко-
пружної оболонки з п’єзоактивними актуаторами при жорсткому закріп-
ленні її торців. Досліджується вплив деформацій поперечного зсуву, темпе-
ратурних залежностей електромеханічних властивостей пасивного і п’єзо-
активного матеріалів, розмірів актуатора на амплітудні і температурні час-
тотні характеристики коливань оболонки. 

1. Постановка задачі. Основні рівняння. Розглянемо тришарову ци-
ліндричну оболонку, складену з пасивного (без п’єзоефекту) трансверсаль-
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но-ізотропного в’язкопружного шару товщини 0h  і жорстко скріплених з 

його поверхнею п’єзоелектричних шарів товщини 1h . Оболонка довжини l  

віднесена до ортогональної системи координат , , za q  з координатою 0z =  
на серединній поверхні радіуса R  пасивного шару. П’єзошари (актуатори) 
виготовлені із протилежно поляризованої по товщині в’язкопружної п’єзо-
кераміки з однаковими властивостями, за винятком п’єзомодулів, які мають 
протилежні знаки. Вважаємо, що внутрішній п’єзошар 0 2z h£ - /  харак-

теризується п’єзомодулем 31d+ , а зовнішній п’єзошар 0 2z h³ - /  – п’єзомо-

дулем 31d- . На поверхнях п’єзошарів нанесено суцільні електроди, які не-

скінченно тонкими коловими розрізами з повздовжніми координатами 1a , 

2a  розділені на ділянки. Електроди, що контактують з поверхнями пасивно-

го шару, підтримуються при нульовому електричному потенціалі 0( 2) 0hj ± =/ . 

Оболонка навантажена поверхневим тиском 0 ( ) coszq q t= a w , що гар-

монічно змінюється за часом t  з коловою частотою w , близькою до резо-
нансної. Для нейтралізації дії цього навантаження до електродованих коло-
вих ділянок на поверхнях 1 0( 2)z h h= ± + /  ширини 2 1aD = a - a  з тою са-

мою частотою w  і протилежною фазою підводиться різниця потенціалів з 
амплітудою aV± . На ділянках 1a < a  і 2a > a  електроди закорочені 

( 0)aV = . Торці оболонки вільні в тангенціальному напрямку і жорстко за-
кріплені в поперечному. На її граничних поверхнях реалізуються умови 
конвективного теплообміну із зовнішнім середовищем температури сТ . 
В’язкопружну поведінку пасивного та п’єзоактивного матеріалів моделюємо 
з використанням концепції комплексних модулів, складові яких залежать 
від температури вібророзігріву. 

Електромеханічну поведінку розглядуваної оболонки описуємо на осно-
ві теорії шаруватих оболонок типу С. П. Тимошенка, що враховує деформа-
ції поперечного зсуву та інерцію повороту нормального елемента. Щодо 
електричних величин в п’єзошарах вважаємо, що складовими вектора ін-
дукції Da  і Dq  можна знехтувати. При цьому з рівнянь електростатики ви-

пливає, що нормальна складова constzD =  у п’єзошарах не залежить від 

товщинної координати z  [3]. Складові Еa  і Еq  вектора електричної напру-

женості знаходимо з тривіальних визначальних рівнянь 0,Da =  0Dq =  для 

поляризованої по товщині п’єзокераміки. Температуру дисипативного 
розігріву оболонки вважаємо постійною по товщині пакету шарів. 

На основі прийнятих припущень відносно комплексних електромеха-
нічних величин постановка задачі про вимушені гармонічні коливання 
розглядуваної оболонки зводиться до 

– рівнянь руху (множник і tе w  опускаємо): 

 2 20,       0z

dN dQ N
u w q

d d R
a a q

· ··+ r w = - + r w + =
a a

, 

 2 0
dM

Q
d

a
a ·· a- + r w y =

a
; (1) 

– визначальних співвідношень для зусиль і моментів: 

 11 12 12 11 44,      ,      s zN C C N C C Q k Ca a q q a q a a= e + e = e + e = e , 

 11 12,       E EM D M M D Ma a q a= + = +æ æ ; (2) 

– залежностей між амплітудними значеннями деформацій і перемі-
щень: 
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 ,    ,    ,    ,    z

ddu w dw
d R d d

a
a q a a a a a

y
e = e = = J = - e = y - J

a a a
æ ; (3) 

– виразів для електричної індукції відповідно у внутрішньому і 
зовнішньому п’єзошарах:  

 1,2
33 31 1 0 0

1
( ),       2,         2a

z

V
D b b h z h z h

h a= - ± e £ - ³∓ / /æ ; (4) 

– усередненого за період коливань і по товщині оболонки рівняння 
теплопровідності: 

 
2

c2

21 ( )
2

sT T T T W
a t H H

a¶ ¶ w= - - +
¶ l l¶a

%
 (5) 

з дисипативною функцією 

 W N N N N M Ma a a a q q q q a a a a
¢¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢¢= e - e + e - e + - +æ æ  

 1 2 1 2
z z z z z zQ Q D D V D D Va a a a a a

¢¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢ ¢¢+ e - e + + - +( ) ( ) . (6) 

Механічні граничні умови мають вигляд 

 0,      0,     0N wa a= = y = . (7) 

Граничні і початкові умови для рівняння теплопровідності запишемо 
так: 

 0, ( ),     0,c
T T T¶l = ± a - a =

¶a l% l , 

 0 ,  0T T t= =  . (8) 

У співвідношеннях (1)–(8) введено такі позначення: 

 1 1 0 1 1 44 0 44 12 ,      2E E
n n n zC c h c h C G h c ha= + = + , 

 
3 3

1 0 1 13 33 1
1 11 12 112

2 2
,      ,      

12 1

E
n n

n

c h c h h ED c c c
+ + g

= = = n
- n

, 

 12
11 12 112

11 11

1 ,      ,      
1

E
E E E

E EE E
E

s
c c c

s s
= = n n = -

- n( )
, 

 231
44 31 33 332

44 15 11 11

1 ,      ,      (1 )
(1 )

E T
pE T E

E

d
c b b k

s d s
= = = e -

- e - n/
, 

 
2

2 31 31 31
33 1 1 0 0

3333

2
,      ,      2p T

d b b
k h h

b ·= g = r = r + r
e

, 

 
3

3 2 21 13 0 0 1
13 1 1 0 1 0 1

2
,     4 6 3 ,     

12 2
h h h h

h h h h h h h·
··

r + r +
r = = + + = , 

 1 0 1 312 ,      2 ,      EH h h M h b Va a q= + = - e = e + e . 

Тут 1E s
kk kk kks s i¢= - d( ) , 1 d

ik ik ikd d i¢= - d( ) , 1T
kk kk kki e¢e = e - d( )  – залежні від 

температури комплексні податливості, п’єзомодулі та діелектричні 
проникності п’єзокераміки; constn =  – коефіцієнт Пуассона, а E E iE¢ ¢¢= +  

і z z zG G iGa a a
¢ ¢¢= +  – температурнозалежні комплексні модулі Юнґа і попе-

речного зсуву пасивного матеріалу; sk  – коефіцієнт поперечного зсуву; 

w w iw¢ ¢¢= + , u u iu¢ ¢¢= +  і ia a a
¢ ¢¢y = y + y  – комплексні амплітуди прогину, 

поздовжнього переміщення і кута повороту недеформованого нормального 
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елемента; Na , Nq , Qa  і Ma , Mq  – аналогічні амплітуди зусиль і згиналь-

них моментів; 0r  і 1r  – питомі густини пасивного шару і п’єзоактуторів; l  

і a  – усереднені коефіцієнти тепло- і температуропровідності; 
2s

+ -a + a
a =

% %
% ; 

±a% , 0,a l%  – коефіцієнти теплообміну на відповідних поверхнях і торцях обо-

лонки; 0T  – початкова температура оболонки. Тут і далі застосовуємо стан-

дартні позначення комплексних величин: а а іа¢ ¢¢= + , 2 2 1 2а а а¢ ¢¢= + /( ) , 

1і = - . 

2. Побудова розв’язку задачі. Після деяких перетворень рівняння гар-
монічних коливань (1)–(3) для чисельного розв’язання поставленої задачі 
подамо у формі звичайних диференціальних рівнянь нормального вигляду 
відносно комплексних величин Na , Qa , Ma , u , w , ay : 

 2 2
12 11

1,             z

dN dQ Wu C N C q w
d d R R

a a
· a ·

æ ö= - r w = - - - r wç ÷a a è ø
% % , 

 2
12

 
,     C

dM du WQ J N C
d d R

a
a ·· a a= - r w y = -

a a
% , 

 ( ),     D E SD

d dwJ M M J Q
d d

a
a a a

y
= - = - y +

a a
, (9) 

де  

 212
11

11 11 11 44

1 1 1,   ,   ,   (1 ),   C D C SD
s

C
J J C C J

C D C k C
= = n = = - n =% . 

При врахуванні залежності електромеханічних властивостей матеріа-
лів від температури дисипативного розігріву рівняння (9) вимушених коли-
вань оболонки і теплопровідності (5), (6) будуть взаємозв’язаними і неліній-
ними. Для їх розв’язання використовуємо метод покрокового інтегрування 
за часом [3, 6]. При цьому на кожному кроці tD  за часом комплекснозначну 
систему рівнянь електромеханіки (9) з граничними умовами (7) інтегруємо 
чисельним методом дискретної ортогоналізації [2] з використанням типової 
програми розв’язування звичайних диференціальних рівнянь. На першому 
кроці розв’язуємо задачу при ізотермічних характеристиках матеріалів 

0( )Т Т= . На другому кроці обчислюємо дисипативну функцію (6) і задачу 

теплопровідності (5), (8) розв’язуємо методом скінченних різниць з викорис-
танням явної схеми. Далі, на основі отриманого розподілу температури об-
числюємо жорсткісні характеристики і процес повторюємо на наступному 
кроці за часом. При чисельній реалізації такого підходу використовуємо 

безрозмірні просторову x = a l/  і часову 2att = l/  координати, а також 

параметри теплообміну Біо 0, 0,( ) ( )s sg = a ll l% / . 

3. Результати числових розрахунків та їх аналіз. При чисельних 
розрахунках обмежимося випадком гармонічного навантаження оболонки 
постійним тиском амплітуди 0( )zq qa = . Амплітуда електричного потенціалу 

для компенсації тиску 0q  визначається залежністю [7] 

 0( )V qa a a= Dæ , (10) 

в якій aæ  – коефіцієнт керування.  
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Значення aæ , що відповідає максимальному значенню амплітуди меха-

нічних коливань, визначається формулою 
1

max

1
max

q

E

w

w
a =æ , в якій 1

maxqw  і 

1
maxЕw  – розраховані на частоті лінійного резонансу максимальні ампліту-

ди прогину, отримані на основі розв’язання еталонних задач при 0 1q = Па, 

Va = 0 і 0q = 0, 1Va = В відповідно. Протифазність електричного потенціалу, 

що підводиться до електродів актуатора, враховується за формулою 
cos ( ) cosV t V ta aw + p = - w . Оскільки при розглядуваному навантаженні ре-

алізуються переважно згинні коливання, чисельні розрахунки проведено в 
околі першої частоти найбільш енергоємної згинної моди коливань оболон-
ки. Пасивний шар виготовлено з полімерного композиту [8], а п’єзоактуато-
ри – з в’язкопружної п’єзокераміки ЦТСтБС-2 [1]. Експериментальні за-
лежності їх електромеханічних характеристик від температури апрокси-
муються такими виразами:  

 6(1672 118.6 ) 10E T¢ = - × [Па], 6(15.01 1.205 ) 10E T¢¢ = - × [Па], 

 
2(1 )z

EGa =
+ n

, 0T T T= - , 0.37En = , 0.3636n = , 

 3 12
11 12.5(1 0.377 10 ) 10s T- -¢ = + × × [м2/Н], 

 3 12
44 39.7 1 0.5458 10 10s T- -¢ = + × ×( ) [м2/Н], 

 3 4 2
11 0.16 1 0.6155 10 0.4158 10s T T- -d = + × + ×( ) , 

 3 2
44 0.14 1 8.33 10 10s T- -d = + × ×( ) , 

 3 10
31 1.6 1 0.219 10 10d T- -¢ = - + × ×( ) [Кл/м], 

 2 4 2 2
31 0.4 1 1.198 10 1.823 10 10d T T- -d = + × + × ×( ) ,  

 3 10
15 4.5 1 0.9722 10 10d T- -¢ = + × ×( ) [Кл/м], 

 2 2
15 0.35 1 0.3571 10 10d T- -d = + × ×( ) , 

 2 2
11 018.5 1 0.4505 10 10T-¢e = e + × ×( ) , 

 2
11 0.5 1 0.015 10Te -d = + ×( ) , 

 3 4 2 2
33 021 1 0.111 10 0.8426 10 10T T- -¢e = e + × + × ×( ) , 

 12
0 8.854 10-e = × Ф/м, 

 3 2 2
33 0.35 1 0.0119 0.119 10 10T T- -¢d = + × + × ×( ) ,  

 0 929r = кг/м3, 1 7520r = кг/м3, 0.45l = Вт/(м ∙ °С). 

Коефіцієнт поперечного зсуву 5 6sk = /  [2]. Геометричні параметри обо-

лонки такі: 0.2R = =l м, 0 0.04h = м, 4
1 0.1 10h -= × м. 

На рис. 1 кривими 1, 2 показано залежності максимальних амплітуд 
прогину від параметра ширини хD = D l  кільцевого актуатора. Штрих-
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пунктирні лінії відповідають прогину 1 8(0.5) 10q qw w= ×% м при механічному 

навантаженні з амплітудою 0 1q = Па при 0Va = , а штрихові лінії відпові-

дають прогину 1 6(0.5) 10Е Еw w= ×% м при підведенні до актуатора електрич-

ного потенціалу 1Va
¢ = В, 0Va

¢¢ =  при 0 0q =  (штрихові лінії). Суцільними 

лініями показано криві при значенні коефіцієнта керування 10a a=%æ æ . 

Криві 1 обчислено для резонансної частоти 5
р 0.132 10w = × с–1 у випадку 

класичної постановки задачі, а криві 2 – на частоті 5
р 0.113 10w = × с–1 при 

врахуванні деформації поперечного зсуву. Ширину D  актуатора вибирали 
так, щоб його середина співпадала з координатою 0.5х =  максимальних 
нормальних прогинів оболонки. 

  

 Рис. 1  Рис. 2 
Розраховані в околі резонансної частоти найбільш енергоємної моди 

згинних коливань оболонки частотні залежності максимальних значень ам-

плітуд прогинів 5(0.5) 10w w= ×% м і температури вібророзігріву (0.5)mТ T=  

(штрихові лінії) і при врахуванні температурної залежності властивостей 
матеріалів (суцільні лінії) представлені на рис. 2 і рис. 3 відповідно. Криві 1 
відповідають розв’язку задачі в класичній постановці, а криві 2 – поста-
новці з урахуванням деформації поперечного зсуву для механічно наван-

таженої оболонки з амплітудою 4
0 0.4 10q = × Па і коефіцієнтом теплопро-

відності 3 0.4g = . 

 

Рис. 3 

Для вказаного навантаження на рис. 4а,б показано розподіл амплітуди 

прогинів 510w w= ×% м уздовж твірної оболонки при розв’язанні задачі в 
класичній (рис. 4а) та уточненій (рис. 4б) постановках. Тут штрихові криві 
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обчислено при ізотермічних електромеханічних характеристиках, а суцільні 
– при врахуванні їх температурної залежності. Штрихпунктирні криві роз-
раховано при сумісній протифазній дії механічного навантаження 0 0.4q = ´  

410´ Па та електричних потенціалів 16.7aV = В (рис. 4а), 28aV =  В (рис. 4б). 

  
 а) б) 

Рис. 4 
Аналіз кривих на рис. 1–4 і проведені числові розрахунки дозволяють 

зробити висновок, що при жорсткому закріпленні країв досліджуваної обо-
лонки існує актуатор оптимальних розмірів 0.5D = , 1 0.215a = l , 

2 0.785a = l , який реалізує максимальні прогини згинної моди коливань при 
мінімальній різниці електричних потенціалів на електродах актуатора. Та-
кий актуатор є найефективнішим при компенсації вимушених механічних 
коливань оболонки. Врахування деформацій поперечного зсуву і темпера-
турної залежності електромеханічних характеристик пасивного і п’єзоак-
тивного матеріалів (криві 2) призводить до зміщення амплітудних і темпе-
ратурних (рис. 3) частотних характеристик в сторону зменшення резонанс-
ної частоти, а також до збільшення прогинів і температури вібророзігріву 
на цій уточненій резонансній частоті згинних механічних коливань оболон-
ки. В результаті сумісної протифазної дії поверхневого тиску і компенсу-
вальної для нього різниці електричних потенціалів на частотах класичного 
(рис. 4а) та уточненого (рис. 4б) резонансів амплітуди механічних прогинів 
недемпфованої оболонки зменшуються майже на два порядки. При цьому 
температура вібророзігріву залишається близькою до початкової. 

Висновки. Розглянуто зв’язану задачу про вимушені осесиметричні ко-
ливання і дисипативний розігрів жорстко защемленої в’язкопружної ци-
ліндричної оболонки з п’єзоактуаторами при електромеханічному моногар-
монічному навантаженні. Враховуються деформації поперечного зсуву і 
температурна залежність комплексних характеристик пасивного і п’єзоак-
тивного матеріалів. Нелінійна задача розв’язується методом покрокового за 
часом інтегрування з використанням методу дискретної ортогоналізації для 
інтегрування рівнянь механіки та явної схеми методу скінченних різниць 
при розв’язуванні рівняння теплопровідності. Досліджується вплив дефор-
мації поперечного зсуву, геометричних розмірів актуатора і температурної 
залежності властивостей матеріалів на частотні характеристики амплітуди 
прогинів і температури вібророзігріву і на активне демпфування вимуше-
них коливань оболонки.  
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AXISYMMETRIC RESONANT VIBRATION AND DISSIPATIVE HEATING OF THE SHEAR 
COMPLIANT INELASTIC CYLINDRICAL SHELL WITH PIEZOELECTRIC ACTUATORS WITH 
RIGIDLY FIXED EDGES  
 
The coupled problem of forced axisymmetric vibrations and dissipative heating of a 
rigidly fixed viscoelastic cylindrical shell with piezoelectric actuators under an 
electromechanical monoharmonic loading is considered. Both transverse shear strain and 
temperature dependence of the complex characteristics of passive and piezoelectric 
materials are taken into account. The nonlinear problem is solved by the step-by-step 
integration method using the discrete orthogonalization technique to integrate the 
equations of mechanics along with the explicit scheme of the finite difference method 
to solve the heat equation. The effect of transverse shear strain, the geometric 
dimensions of the actuator and the temperature dependence of material properties on 
the frequency characteristics of the deflection amplitude and dissipative heating 
temperature and on the active damping of forced vibrations is studied. 

Keywords: resonance vibration, dissipative heating, cylindrical shell, piezoactuator, 
shear strain. 
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