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ТЕРМОНАПРУЖЕНИЙ СТАН ПІВПРОСТОРУ ЗА ТЕПЛОВИДІЛЕННЯ 
У СФЕРИЧНІЙ ОБЛАСТІ  
 

Побудовано функції Буссінеска стаціонарних задач термопружності для 
півпростору з вільною, жорстко, гладко або гнучко закріпленою межею за 
нульової температури або теплоізоляції на ній та дії тепловидільного 
термічного сферичного включення. Для побудови цих функцій використано 
термопружні потенціали переміщень у просторі з двома сферичними 
включеннями. 

Ключові слова: функції Буссінеска, явні розв’язки, осесиметрична задача термо-
пружності, півпростір, сферичне термічне включення. 

 
Вступ. Показники міцності крихких тіл у процесі нагрівання суттєво 

залежать від наявності дефектів структури, зокрема включень, в околі 
яких зазнають збурення температурне та термонапружене поля. Тому важ-
ливим є дослідити вплив включень на термонапружений стан тіл, зокрема 
коли включення розташовані поблизу межі тіла, яка зазнає теплової дії. 
Актуальність таких досліджень мотивована важливістю визначення показ-
ників напружено-деформованого стану твелів – тепловидільних елементів 
конструкцій ядерних енергетичних установок [1, 2, 7, 12]. У деяких типах 
установок використовують твели, виготовлені як матриці зі сферичними 
тепловидільними частинками [1, 9]. Для безпечного функціонування таких 
конструкцій важливо визначити рівні концентрації напружень у матриці 
залежно від віддалі мікротвела (включення) до межі твела, а також від 
відстані між мікротвелами всередині матриці [8].  

Розподіл напружень у тілах із включеннями залежить від низки гео-
метричних та фізичних властивостей включень і матриці, зокрема спів-
відношень між розмірами тіла та включень, форми та густини їх розта-
шування у матриці, механічних і теплофізичних характеристик матеріалів. 
Близьке взаємне розташування включень ускладнює аналіз напруженого 
стану через велику кількість параметрів, які необхідно врахувати при 
розрахунках. Якщо пружні властивості матеріалів включень і матриці 
різняться лише коефіцієнтами теплопровідності та лінійного теплового 
розширення (КЛТР), то можна побудувати точні розв’язки відповідних 
задач термопружності і якісно оцінити розподіли термонапружень. У праці 
[6] включення, які мають однакові з тілом пружні властивості, але різні 
КЛТР, названо термічними. Вплив включення у формі сфероїда на 
напружений стан півпростору при сталій температурі розглянуто в роботі 
[4]. У [3] досліджено напруження у пружному просторі з осесиметричною 
системою сферичних включень. Вплив межі у взаємодії зі сферичним 
включенням у кубічному кристалі вивчали в роботі [10].  

У цій статті побудовано функції Буссінеска задач термопружності для 
півпростору за наявності тепловидільного термічного сферичного включен-
ня. Межа півпростору є вільною, жорстко, гладко або гнучко закріпленою 
за нульової температури або теплоізоляції.  

1. Формулювання задачі. Розглянемо півпростір, віднесений до ци-
ліндричної системи координат ( , , )r zj  із початком на межі півпростору та 

віссю Oz , спрямованою уздовж зовнішньої нормалі. На віддалі h  від межі 
півпростору розташовано термічне сферичне включення радіуса a  з 
центром на осі Oz , яке виділяє тепло зі сталою питомою потужністю q . 
Межа півпростору є теплоізольованою або на ній забезпечується нульова 
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температура. За таких умов тепловий та напружений стан півпростору з 
включенням підпадають під гіпотезу осьової симетрії. Позначимо власти-
вості матеріалів включення і тіла, а також відповідні задані та шукані у 
них функції індексами 1 і 2 відповідно. Для визначення температури 
розв’яжемо рівняння теплопровідності [11] 
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де 
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, 1l  – коефіцієнт теплопровідності матеріалу вклю-

чення. 
Розв’язки рівнянь (1) отримаємо у вигляді [3] 
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Відповідні термонапруження у півпросторі з включенням шукатимемо 
за умов ідеального механічного контакту півпростору з включенням та 
заданих механічних крайових умов на межі півпростору 0z = , а саме: 

 ( ,0) 0, ( ,0) 0zz rzr rs = s =  (3) 

у випадку вільної від силових навантажень межі, 

 ( ,0) 0, ( ,0) 0r zu r u r= =  (4) 

при жорсткому її закріпленні, 

 ( ,0) 0, ( ,0) 0z rzu r r= s =  (5) 

для гладкого та  

 ( ,0) 0, ( ,0) 0z rzu r r= s =  (6) 

для гнучкого закріплень. 
2. Розв’язання задачі термопружності. Компоненти вектора перемі-

щень і тензора напружень шукаємо у вигляді сум 

 ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )u r z u r z u r z r z r z r z= + s = s + s , (7) 

де доданки ( , )u r z , ( , )r zs  характеризують напружено-деформований стан 

безмежного тіла, а доданки ( , )u r z , ( , )r zs  – переміщення і напруження у 
півпросторі 0z ³ , які забезпечують виконання умов (3)–(6). Розглянемо 
побудову вказаних складових розв’язку. 

2.1. Напружено-деформований стан безмежного тіла. Зумовлені 
сферичним включенням напруження і переміщення у безмежному тілі 
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визначає термопружний потенціал переміщень ( , )if r z , який задовольняє 
рівняння Пуассона 

 1( , ) ( , ), , 1,2
1i i tf r z mt r z m i+ nD = = a =

- n
, 

де ( , )it r z  задано виразами (2), ta – КЛТР і n  – коефіцієнт Пуассона, які є 
однаковими для включення та півпростору. Частковими розв’язками цього 
рівняння є функції 
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Компоненти вектора переміщень і тензора напружень визначаємо за 
формулами [5] 
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де G  – модуль зсуву. Підставивши вирази для if  у (8), отримаємо 
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Формули (9) за дзеркального відносно площини 0z =  розташування у 
просторі двох сферичних включень описують напружено-деформований 
стан півпростору, на межі якого підтримується нульова температура 
( 1k = ) і закріплено гнучку нерозтяжну плівку ( 0ru = , 0zzs = , 0rrs = , 

0jjs = ). Також межа може бути теплоізольованою ( 2k = ) та гладко 

закріпленою ( 0zu = , 0rzs = ). 

2.2. Визначення переміщень і напружень через функцію Буссінес-

ка. Переміщення ( , )u r z  і напруження ( , )r zs  поза включенням визначимо 
за допомогою функції Буссінеска F , яку подамо у вигляді суми двох гармо-
нічних функцій [6]: 

 ( , ) ( , ) ( , )F r z r z z r z= j + y , 
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Згідно з формулами (7)–(8), (10) запишемо переміщення і напруження 
у вигляді 
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З використанням виразів (11) побудову функцій Буссінеска за відомим 
термопружним потенціалом переміщень ( , )f r z  зводимо до визначення гар-
монічних функцій j  і y  у півпросторі. Запишемо ці функції для різних 
крайових умов. 

Нульова температура на вільній межі: 
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Нульова температура на жорстко закріпленій межі: 
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Нульова температура на гладко закріпленій межі: 
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Теплоізольована вільна межа: 
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Теплоізольована жорстко закріплена межа: 
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Теплоізольована гнучко закріплена межа: 

 1 2
2

( , ) 2 ln ( , )
( , )
hr z A z R r z z h

R r z
æ öj = + + +ç ÷
è ø

( ) , 
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Напружено-деформований стан півпростору визначаємо за формулами 
(7)–(10), (12)–(17). 

Висновки. Побудовано функції Буссінеска стаціонарних задач тепло-
провідності й термопружності для півпросторів із вільною, жорстко, гладко 
або гнучко закріпленою межею за нульової температури або теплоізоляції 
на ній за дії тепловидільного термічного сферичного включення. Із засто-
суванням принципу суперпозиції їх можна використати для розв’язання 
задачі про термопружну рівновагу півпростору з N  термічними сферич-
ними тепловидільними включеннями. 

Показано, що формулами для температури, переміщень і напружень 
при дзеркальному розташуванні відносно площини 0z =  двох термічних 
включень описується також напружено-деформований стан півпростору, 
межа якого є теплоізольованою і гладко закріпленою або за підтримання на 
ній нульової температури і підкріплення гнучкою нерозтяжною плівкою. 
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THERMOELASTIC STATE OF A HALF-SPACE DUE TO THE HEAT GENERATION  
WITHIN A SPHERICAL DOMAIN  
 
The Boussinesq functions are constructed for the stationary thermoelasticity problems in 
a half-space with a heat-generating thermal spherical inclusion. The limiting plane of 
the half-space is free of force loadings, rigidly or flexibly clamped, or under sliding 
support and kept under the zero-temperature or thermally insolated. For constructing 
these functions, the thermoelastic displacement potentials for a space with two spherical 
inclusions are implemented. 

Keywords: Boussinesq functions, explicit solutions, axisymmetric thermoelasticity 
problem, half-space, spherical thermal inclusion. 
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