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ОБ ОДНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ОБОБЩЕННОГО ГОЛОМОРФНОГО 
ВЕКТОРА ЧЕРЕЗ ПРОИЗВОДНЫЕ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
 

Статья посвящена исследованию теории эллиптических систем первого по-
рядка и обобщенных голоморфных векторов. С использованием системы 
Моисила – Теодореску получено представление обобщенного голоморфного 
вектора через производные двух гармонических функций от трех незави-
симых переменных. 

Ключові слова: эллиптические уравнения, гармонические функции, система Ко-
ши – Римана, обобщенный голоморфный вектор, система Моисила – Теодо-
реску, задача Коши – Римана. 

 
В настоящей работе продолжается исследование, опубликованное в [3], 

Система Моисила – Теодореску может быть получена простой модифика-
цией из системы 

 0,    0x y z z yu v w v w+ + = − = , 

 0,          0z x y xu w u v− = − = . (1) 

Градиент гармонической функции трех независимых переменных 
( , , ) ( , , )x y zU U U u v w=  удовлетворяет системе (1). Если в (1) введем четвер-

тую искомую функцию s  следующим образом:  

 0,      0x y z x z yu v w s v w+ + = − + = , 

 0,       0y z x z y xs u w s u v+ − = − + = , (2) 

то получим трехмерный аналог системы Коши – Римана. Аналогичное по-
строение в [6] получено с помощью эллиптического уравнения второго 
порядка с тремя независимыми переменными 

 2 0zz xx xy yyAU aU bU cU+ + + =  (3) 

с аналитическими коэффициентами, соответствующими условиям 0A > , 
2 0ac b− > . Так как градиент ( , , ) ( , , )x y zU U U u v w=  решения уравнения (3) 

удовлетворяет системе уравнений 

 0z x y x yAw au bu bv cv+ + + + = , 

 0,      0,      0z y z x y xv w u w u v− + = − = − + = , (4) 

то, по аналогии с системой (2), вводя в систему (4) четвертую функцию s , 
образуем систему 

 0z x y x yAw au bu bv cv+ + + + = , 

 0,      0,      0x z y y z x z y xs v w s u w s u v− + = + − = − + = . (5) 

В силу того, что характеристический определитель системы (5) имеет вид 

 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 32a b c A∆ = − λ + λ + λ λ + λ λ + λ + λ( )( ) , 

то она будет эллиптической тогда и только тогда, когда уравнение (3) явля-
ется эллиптическим. 

Затем любой наперед заданной гармонической функции σ  и любому 
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наперед заданному решению ω  уравнения  

 2 ( ) ( )zz xx xy yy xy yy xxAw aw bw cw a c b+ + + = − σ + σ − σ  (6) 

формулами 

 ,      ,      ,      z x y y x zs u v w= σ = ω − σ = ω − σ = ω  

ставится в соответствие решение системы (5). 
Здесь приведем другой подход к обобщению этой системы Моисила –

 Теодореску, который является более естественным, чем тот, который 
рассматривался в [5], а также построим представление решений через про-
изводные гармонических функций. 

Пусть 

 ,      1,2, , 6i i i i i
x y z
∂ ∂ ∂= α + β + γ =

∂ ∂ ∂
…l , (7) 

– линейные дифференциальные операторы с постоянными коэффици-
ентами. Рассмотрим систему четырех уравнений в частных производных 

 1 2 3( ) ( ) ( ) 0u v w+ + =l l l , 

 1 4 5( ) ( ) ( ) 0s v w− − =l l l , 

 2 4 6( ) ( ) ( ) 0s u w+ − =l l l , 

 3 5 6( ) ( ) ( ) 0s u v+ + =l l l  (8) 

с четырьмя искомыми функциями s , u , v , w . Характеристический опре-
делитель системы (8) имеет вид  

 2
1 6 2 5 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∆ = − λ ξ λ ξ − λ ξ λ ξ + λ ξ λ ξ[ ] , 

где 

 1 2 3 1 2 3( ) ,      , ,i i i iλ ξ = α ξ + β ξ + γ ξ ξ = ξ ξ ξ( ) . 

Система (8) эллиптична тогда и только тогда, когда эллиптичен оператор 
второго порядка  

 1 6 2 5 3 4L = − +l l l l l l . 

Пусть ϕ  и ψ  – произвольные достаточно гладкие функции. Тогда 
функции 

 6 ( )s = − ϕl , 

 6 ( )u = − ψl , 

 3 5( ) ( )v = ϕ + ψl l , 

 2 4( ) ( )w = − ϕ − ψl l  (9) 

удовлетворяют двум последним уравнениям системы (8), а из первых двух 
уравнений системы (8) получим  

 ( ) 0,            ( ) 0L Lϕ = ψ = . (10) 

Для системы (8) оператор L  играет такую же роль, как оператор Лап-
ласа для системы Моисила – Теодореску, а формулы (9) дают представ-
ление решений системы (8) через решения уравнения второго порядка (10). 
Точно так же, как в [2] для системы Моисила – Теодореску, для системы 
(8) можно исследовать задачу Римана – Гильберта.  

Всегда можем найти линейную замену независимых переменных та-
кую, что  

 1 2 3,      ,      
x y z
∂ ∂ ∂= = =

∂ ∂ ∂
l l l , 
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и тогда система (8) преобразуется к виду 

 0x y zu v w+ + = , 

 1 2( ) ( ) 0xs m v m w− − = , 

 1 3( ) ( ) 0ys m u m w+ − = , 

 2 3( ) ( ) 0zs m u m v+ + = . (11) 

Здесь  

 ,              1,2,3i i i im a b c i
x y z
∂ ∂ ∂= + + =

∂ ∂ ∂
, 

а функции (9) определяются формулами  

 3 3 3x y zs a b c= − ϕ − ϕ − ϕ , 

 3 3 3x y zu a b c= − ψ − ψ − ψ , 

 2 2 2z x y zv a b c= ϕ + ψ + ψ + ψ , 

 1 1 1y x y zw a b c= −ϕ − ψ − ψ − ψ . (12) 

Оператор L  в новых переменных примет вид 

 
2 2 2

3 2 3 1 32
( ) ( )L a a b a c

x y x zx
∂ ∂ ∂= − + − − + +

∂ ∂ ∂ ∂∂
 

 
2 2 2

2 2 1 12 2
( )b c b c

z yy z
∂ ∂ ∂+ + − −

∂ ∂∂ ∂
. 

Известно, что любому эллиптическому оператору L  всегда можно со-
поставить систему вида (11), причем одному и тому же оператору сопостав-
ляется некоторое множество систем вида (11), поскольку операторы опре-
деляются однозначно только коэффициентами 3a , 2b  и 1 .c  Рассмотрим 

случай, когда оператор L  совпадает с оператором .∆  Этого достигнем при 
выполнении равенств  

 2 3 3 1 2 1 3 1 2,    ,    ,    1,    1a b c c a a c b b a c b= = = − = = = = = − = , 

где a , b , c  – произвольные действительные постоянные.  
В этом случае система (8) принимает вид 

 0x y zu v w+ + = , 

 0x x y z x y zs av bv v cw w bw− − + − − − = , 

 0y x y z x y zs au bu u w cw aw+ + − + − + = , 

 0z x y z x y zs cu u bu v cv av+ + + − + − = . (13) 

Из системы (8) точно так же, как в случае системы Моисила – Теодо-
реску, который был рассмотрен в [6], исключением искомых функций по-
лучаем, что каждая компонента любого решения системы (8) удовлетворяет 
уравнению второго порядка 

 3 2 3( ) ( ) ( ) 0LU m U m U m U U
x y z
∂ ∂ ∂≡ − + ≡ −∆ =

∂ ∂ ∂
, 

 ( , , , )U s u v w= . 

Здесь 
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 1m a b
x y z
∂ ∂ ∂= − + −

∂ ∂ ∂
, 

 2m c b
x y z
∂ ∂ ∂= + +

∂ ∂ ∂
, 

 3m c a
x y z
∂ ∂ ∂= − + +

∂ ∂ ∂
. 

Следовательно, каждая компонента любого решения системы (13) явля-
ется гармонической функцией. 

Из системы (8) получается также и то обобщение системы Моисила – 
Теодореску, которое рассматривалось авторами в [3]. Для этого в системе 
(8) необходимо выполнить замену переменных 

 4 5 6,      ,      
z y x

∂ ∂ ∂= = − =
∂ ∂ ∂

l l l , 

и система (8) примет вид 

 1 2 3( ) ( ) ( ) 0u v w+ + =l l l , 

 1( ) 0z ys v w− + =l , 

 2 ( ) 0z xs u w+ − =l , 

 3 ( ) 0y xs u v− + =l . (14) 

Использованное в [1] решение системы (13) не является общим пред-
ставлением решения системы. Будем искать другое решение этой системы, 
выраженное через производные произвольных гармонических функций. 
Для этого положим 

 1 1 1 2 2 2 3 3 3x y z x y z x y zu = α σ + β σ + γ σ + α ω + β ω + γ ω + α ρ + β ρ + γ ρ , 

 1 1 1 2 2 2 3 3 3x y z x y z x y zv = δ σ + µ σ + ν σ + δ ω + µ ω + ν ω + δ ρ + µ ρ + ν ρ , (15) 

где iα , iβ , iγ , iδ , iµ , iν  – произвольные действительные постоянные, а 
σ , ω , ρ  – произвольные действительные гармонические функции.  

Подставляя (15) в первое и четвертое уравнения системы (13) и учи-
тывая гармоничность функций σ , ω , ρ , т. е. 

 ,      ,      xx yy zz xx yy zz xx yy zzσ + σ = − σ ω + ω = − ω ρ + ρ = − ρ , 

а затем полагая  

 ,      ,      1,2,3i i i i i i i− γ = µ = α − ν = δ = − β = , 

из первого уравнения (13) получим 

 1 2 3z zz zz zzw = α σ + α ω + α ρ −  

 1 2 3 1 2 3xz xz xz yz yz yz− γ σ − γ ω − γ ρ − ν σ − ν ω − ν ρ , 

а из четвертого уравнения (13) имеем 

 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( )z xz yzs c b a c b a= − γ + ν − α + δ σ + −γ − ν − β + µ σ +  

 1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( )zz xzc b a c b a+ α + β − γ + ν σ + − γ + ν − α + δ ω +  

 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )yz zzc b a c b a+ −γ − ν − β + µ ω + α + β − γ + ν ω +  

 3 3 3 3 3 3 3 3( ) ( )xz yzc b a c b a+ − γ + ν − α + δ ρ + −γ − ν − β + µ ρ +  

 3 3 3 3( ) zzc b a+ α + β − γ + ν ρ . 
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Интегрируя эти уравнения по ,z  получим 

 1 1 1 2 2 2x y z x y zw = α σ + β σ + α σ + α ω + β ω + α ω +  

 3 3 3 ( , )x y z x y+ α ρ + β ρ + α ρ + ϕ , 

 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( )x ys c b a c b a= α + β − α − β σ + α − β − β + α σ +  

 1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( )z xc b a c b a+ α + β + α + β σ + α + β − α − β ω +  

 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )y zc b a c b a+ α − β − β + α ω + α + β + α + β ω +  

 3 3 3 3 3 3 3 3( ) ( )x yc b a c b a+ α + β − α − β ρ + α − β − β + α ρ +  

 3 3 3 3( ) ( , )zc b a x y+ α + β + α + β ρ + ψ , 

где ( , )x yϕ , ( , )x yψ  – произвольные действительные гармонические функ-
ции от двух переменных x , y . Запишем функции u , v , w , s  в виде 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( )x y zu = α σ + α ω + α ρ + β σ + β ω + β ρ − α σ + α ω + α ρ , 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( )x y zv = − β σ + β ω + β ρ + α σ + α ω + α ρ + β σ + β ω + β ρ , 

 1 2 3 1 2 3( ) ( )x yw = α σ + α ω + α ρ + β σ + β ω + β ρ +  

 1 2 3( ) ( , )z x y+ α σ + α ω + α ρ + ϕ , 

 1 2 3 1 2 3( )( ) (1 )( )x xs c b a= − α σ + α ω + α ρ + − β σ + β ω + β ρ +  

 1 2 3 1 2 3(1 )( ) ( )( )y ya c b+ + α σ + α ω + α ρ − + β σ + β ω + β ρ +  

 1 2 3 1 2 3( )( ) (1 )( )z zc b a+ + α σ + α ω + α ρ + + β σ + β ω + β ρ +  

 ( , )x y+ ψ . 

Вводя обозначения 

 1 2 3 1 2 3,      f gα σ + α ω + α ρ = β σ + β ω + β ρ = , 

получим  

 ,      ,      ( , )x y z x y z x y zu f g f v g f g w f g f x y= + − = − + + = − + + ϕ , 

 ( ) (1 ) (1 ) ( ) ( )x x y y zs c b f a g a f c b g c b f= − + − + + − + + + +  

 (1 ) ( , )za g x y+ + + ψ . (16) 

Здесь f , g  – произвольные гармонические функции от трех независимых 
переменных, а ϕ , ψ  – произвольные гармонические функции, связанные 
формулами 

 ,      x x y y y xc cψ = ϕ + ϕ ψ = ϕ − ϕ . (17) 

Эти формулы получаются при подстановке формул (16) во второе и третье 
равенства в (13), поскольку функции ϕ  и ψ  подбираются так, чтобы они 
удовлетворяли всем уравнениям системы (13). 

Теперь в рассмотрение введем произвольную аналитическую функцию 

 ( ) ( , ) ( , )t p x y iq x yΦ = +  

от комплексной переменной t x iy= + , так что действительные функции 

( , )p x y , ( , )q x y  удовлетворяют системе уравнений Коши – Римана  
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 0,          0x y y xp q p q− = + = , (18) 

а также являются гармоническими функциями. 
Если гармонические функции ( , )x yϕ  и ( , )x yψ  представить в виде 

 ( , ) x yx y p qϕ = − − , 

 ( , ) x y x yx y cp cq q pψ = − − + − , (19) 

то формулы (16) в силу (17)–(19) можем записать как 

 ( ) ( ) ( )x y zu f p g q f p= − + + − − , 

 ( ) ( ) ( )x y zv g q f p g q= − + + − + + , 

 ( , ) ( ) ( ) ( )x y z x y zw f g f x y f p g q f p= − + + ϕ = − − + + − , 

 ( )( ) (1 )( ) (1 )( )x x ys c b f p a g q a f p= − − + − + + + − −  

 ( )( ) ( )( ) (1 )( )y z zc b g q c b f p a g q− + + + + − + + + . 

Теперь, обозначив функции f q− , g p+  снова соответственно через f , 
g , предыдущие равенства перепишем так: 

 ,      ,      x y z x y z x y zu f g f v g f g w f g f= + − = − + + = − + , 

 ( ) (1 ) (1 ) ( ) ( ) (1 )x x y y z zs c b f a g a f c b g c b f a g= − + − + + − + + + + + . (20) 

Таким образом, получено представление (20) решений системы (13) че-
рез производные двух гармонических функций f  и g  от трех независимых 

переменных. Из этого представления, в частности при 0a b c= = = , полу-
чается представление решений системы Моисила – Теодореску. 

С помощью этого представления, модифицируя метод Булигана – Жи-
ро [5], задачу Римана – Гильберта для системы (13) можно свести к экви-
валентной системе интегральных уравнений Фредгольма [2, 4]. 
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ПРО ОДНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ УЗАГАЛЬНЕНОГО ГОЛОМОРФНОГО ВЕКТОРА 
ЧЕРЕЗ ПОХІДНІ ГАРМОНІЧНИХ ФУНКЦІЙ 
 
Стаття присвячена дослідженню теорії еліптичних систем першого порядку і 
узагальнених голоморфних векторів. З використанням системи Моісила – Теодо-
реску отримано представлення узагальненого голоморфного вектора через похідні 
двох гармонічних функцій від трьох незалежних змінних. 

Ключові слова: еліптичні рівняння, гармонічні функції, система Коши – Римана, 
узагальнений голоморфний вектор, система Моісила – Теодореску, задача 
Коші – Рімана. 

 
ON ONE REPRESENTATION OF GENERALIZED HOLOMORPHIC VECTOR 
VIA DERIVATIVES OF HARMONIC FUNCTIONS  
 
The paper is devoted to investigation of the theory of first-order elliptic systems and 
generalized holomorphic vectors. By using the Moisil – Teodorescu system the represen-
tation of the generalized holomorphic vector is constructed via the derivatives of two 
harmonic functions of three independent variables. 

Key words: elliptic equations, harmonic functions, Cauchy – Riemann system, generali-
zed holomorphic vector, Moisil – Teodorescu system, Cauchy – Riemann problem. 
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