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ТЕРМОНАПРУЖЕНИЙ СТАН БІМАТЕРІАЛУ З МІЖФАЗНОЮ ЩІЛИНОЮ, 
ЗАПОВНЕНОЮ СТИСЛИВОЮ РІДИНОЮ 
 

Сформульовано задачу термопружності для біматеріалу з міжфазною щіли-
ною з урахуванням тиску і теплопровідності рідини, якою заповнена порож-
нина щілини. Розглянуто часткове закриття щілини по краях під дією 
стискального навантаження та теплового потоку. Задачу зведено до систе-
ми нелінійних сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь відносно 
стрибка температури між берегами щілини та її розкриття. Довжину 
ділянки контакту визначено з умови плавного змикання берегів щілини у 
точках, що розмежовують її розкриту і закриту частину. Проаналізовано 
зміну залежності довжини і висоти щілини та тиску рідини від стис-
кальних зусиль, густини і напряму теплового потоку. Визначено залежність 
коефіцієнта інтенсивності дотичних міжфазних напружень від тиску та 
коефіцієнта теплопровідності рідини. 

Ключові слова: термопружність, біматеріал, міжфазна щілина, стислива рідина, 
тиск і термоопір заповнювача. 

 
Вступ. Передача зусиль і тепла між поверхнями спряження тіл у ре-

альних умовах відбувається через середовище, яким заповнені просвіти, що 
утворюються в процесі навантаження чи при наявності різного роду де-
фектів. У літературі вживається термін «міжконтактне середовище», під 
яким розуміють дефект типу виїмки, тріщини, щілини тощо, порожнина 
яких заповнена рідиною або газом із заданими характеристиками. Перші 
дослідження в цьому напрямку проведено для напівнескінченних тіл за 
наявності заповнених теплопровідним середовищем міжконтатних зазорів, 
зумовлених шорсткістю поверхонь [11]. Запропоновано метод зведення за-
дачі термопружності до нелінійної системи сингулярних інтегро-диферен-
ціальних рівнянь відносно висоти зазорів та стрибка температури між їх 
поверхнями. На основі цього підходу вивчено вплив теплопроникного запов-
нювача міжконтактних зазорів на термопружний контакт тіл із поверхне-
вими виїмками [8, 9, 13] і термопружну поведінку біматеріального тіла з 
міжфазними тріщинами та щілинами [2, 5]. У цих роботах термічний вплив 
заповнювача враховано термоопором, що пропорційний висоті зазору або 
розкриттю тріщини, які змінюються під дією термомеханічного наванта-
ження. Також відомі дослідження для ортотропної площини з тріщиною 
уздовж однієї з осей ортотропії, в яких враховують термоопір заповнювача, 
що змінюється в процесі навантаження [16]. У працях [7, 12, 14] проаналізо-
вано механічний вплив заповнювача на пружну поведінку тіл з виїмками та 
тріщинами. Зокрема, враховано тиск, який чинить газ чи рідина на поверх-
ні дефекту, і проаналізовано залежність тиску від навантаження. Комп-
лексний термомеханічний вплив заповнювача досліджено на основі моделі 
ідеального газу, яким заповнені порожнини зазорів, утворені на межі з’єд-
нання матеріалів [10, 15]. Розв’язок задачі термопружності для біматеріалу 
з міжфазною щілиною, заповненою нестисливою рідиною під дією термоме-
ханічного навантаження, побудовано в [6]. На основі моделі розкритої трі-
щини показано, що у випадку щілини, заповненої рідиною, в процесі на-
вантаження відбувається часткове закриття щілини по краях. 

Ця стаття присвячена дослідженню термомеханічної поведінки бімате-
ріалу з міжфазною щілиною, заповненою стисливою рідиною, з урахуван-
ням контакту її берегів по краях і зміни тиску та термоопору рідини під 
дією стискального навантаження та однорідного теплового потоку. 
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1. Формулювання задачі та її зведення до системи сингулярних ін-
тегро-диференціальних рівнянь. Розглянемо біматеріальне тіло, складене з 
ізотропних півплощин 1D  і 2D , 
на лінії з’єднання яких розташо-
вана міжфазна щілина, яка має 
початкову висоту 0 ( )h x  і довжи-

ну 2a  (рис. 1). Матеріали півпло-
щин відрізняються коефіцієнта-
ми теплопровідності ( 1 2λ ≠ λ ) і 
лінійного теплового розширення 
( 1 2α ≠ α ), а також модулями 

зсуву ( 1 2G G≠ ) і коефіцієнтами 

Пуассона ( 1 2ν ≠ ν ). На безмеж-
ності в перпендикулярному до 
міжфазної лінії напрямі на тіло 
діють однорідні стискальні на-
пруження p  і однорідний стаціо-
нарний тепловий потік q . Окрім 

того, до кожної з півплощин nD  на нескінченності в напрямку, паралель-

ному до осі Ox , прикладено лінійно розподілені за координатою y  напру-

ження nS , 1,2n = , що компенсують глобальне викривлення і поздовжню 

деформацію спряжених тіл, які зумовлені зусиллями p  і потоком q . Вва-
жаємо, що під дією стискального навантаження береги щілини контактують 
на привершинних ділянках [ , ]a b− −  та [ , ]b a , довжина яких наперед невідо-
ма. Порожнина щілини цілком заповнена стисливою рідиною, що чинить 
тиск fP  на береги щілини і характеризується коефіцієнтом теплопровід-

ності fλ . 

У тілі реалізується стаціонарне двовимірне температурне поле і стан 
плоскої деформації.  

Вплив рідини на передачу тепла між берегами щілини враховуємо умо-
вами неідеального теплового контакту берегів зі змінним термоопором [1]: 

 
( )

( )
f

h x
r x =

λ
, (1) 

де ( )h x  – висота щілини після прикладення навантаження.  

Тиск рідини fP  на берегах тріщини також змінюється в процесі наван-

таження і визначається з рівняння стану баротропної рідини [4]: 
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де 0 0 ( )
a

a

V h x dx
−

= ∫l  – початковий об’єм рідини в ненавантаженому стані, 

що припадає на одиницю довжини щілини 1=l м у поздовжньому напрямі, 

( )
a

f
a

V h x dx
−

= ∫l  – об’єм рідини, що припадає на одиницю довжини тріщини 

1=l м у поздовжньому напрямі, B  – модуль об’ємної пружності рідини. 
Контактно-крайові умови на ділянці щілини x a< , 0y =  мають такий 

вигляд 

 
Рис. 1 
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– уздовж розкритої частини 0y = , x b< : 

 ,       ( )/ ,       y y f y y yq q T T h x q+ − − + + + −= − = λ σ = σ( ) , 

 ,       ,       0xy xy y f xyP+ − − −τ = τ σ = τ = , (3) 

– на ділянках контакту 0y = , b x a≤ < : 

 ,       ,       y y y yT T q q− + + − + −= = σ = σ , 

 0,       0,       ( )xy xy xy v v h x+ − − − +τ = τ τ = − = . (4) 

Температуру, компоненти векторів теплового потоку та переміщення і 
компоненти тензора напружень у біматеріалі, згідно з викладеною в праці 
[1] методикою, визначаємо через наперед невідомі функції стрибка темпе-

ратури ( ) ( ,0) ( ,0)x T x T x− +γ = −  і розкриття щілини 0( ) ( ) ( , 0)h x h x v x+= + −  

( ,0)v x−− , де ( ) 0h x =  при a x b< < . 
Враховуючи гранично-контактні умови на берегах щілини (3), (4), зада-

чу зводимо до нелінійної системи сингулярних інтегро-диференціальних 
рівнянь (СІДР) відносно ( )xγ  та ( )h x : 

 0 ( )( )1 1 1 1( ) ,     
2 2 2

b a

f
b a

h th t
dt x P p dt x b

t x t xG G

−

∗ ∗
− −

′′ λη+ γ + = + <
π − π −∫ ∫ , (5) 
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, 1 2

1 2
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1
G
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−
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, 3 4n n= − νæ , 2 1
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(1 )n n

n
n
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η =

λ
, 1,2n = , 

– термічні дистортивності матеріалів півплощин. 
На кінцях щілини функції ( )xγ  та ( )h x  задовольняють умови  

 ( ) 0,       ( ) 0b b′γ ± = γ ± = , (8) 

 ( ) 0,       ( ) 0h b h b′± = ± = . (9) 

Друга з умов (9) є умовою плавного змикання берегів щілини у точках 
x b= ± , що розмежовують розкриту і закриту її ділянки. Цю умову вико-

ристовують для знаходження півдовжини розкритої ділянки b . 

3. Методика розв’язування нелінійної системи сингулярних інтегро-
диференціальних рівнянь. Отже, для визначення стрибка температури 
( )xγ  і розкриття щілини ( )h x  отримано систему СІДР (5), (6), для визна-
чення тиску рідини – співвідношення (7), для визначення півдовжини роз-
критої частини щілини – другу з умов (9). Бачимо, що в рівнянні (5) пара-
метр b  входить нелінійно, а зусилля p  – лінійно. Тому для спрощення по-

будови розв’язку задачі параметр b  виводимо з числа невідомих парамет-
рів задачі, натомість вважаємо невідомим параметром зусилля p , за яких 

ділянка розкриття щілини досягає заданої довжини 2b , а ділянки контакту 
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берегів щілини – відповідно довжини a b− . В результаті задаємо набір зна-
чень параметра b  з можливого діапазону його зміни 0 b a< < , а за другою 
з умов (9) визначаємо зусилля p . 

Використовуючи розроблену в монографії [1] ітераційну процедуру, що 
базується на методі послідовних наближень, нелінійну систему СІДР (5)–(7) 
з урахуванням (8), (9) зводимо до послідовності лінійних систем СІДР 
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∫
, (12) 

де ( ) ( ) 0i bγ ± = , ( ) ( ) 0i b′γ ± = , ( ) ( ) 0ih b± = , ( ) ( ) 0ih b′ ± = , 1,2,i = … . 
Права частина інтегро-диференціального рівняння (10) містить набли-

ження стрибка температури ( 1) ( )i x−γ  та тиску рідини ( 1)i
fP − , отримані на 

попередньому кроці. Початкове наближення стрибка температури визнача-
ємо з міркувань, що термічні деформації не впливають на розкриття щіли-

ни, тобто (0) ( ) 0xγ = . Початкове наближення тиску рідини визначаємо з 
умови, що рідина на початковому наближенні займає такий самий об’єм, як 

і в ненавантаженому стані, тобто (0) 0fP = . 

Враховуючи лінійність рівняння (10) і структуру правої частини, його 
розв’язок подамо у вигляді 

 ( ) ( ) ( 1) ( )
1 2 3( ) ( ) ( ) ( )i i i i

fh x p P h x qh x h x−= − + +( ) , (13) 

де 1( )h x , ( )
2 ( )ih x , 3 ( )h x  є відповідно розв’язками таких СІР: 
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( )( )1 1 ,       ( ) 0,       
b a
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h th t
dt dt h b x b

t x t x
− −

′′
= ± = <
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Рівняння (14) і (16) розв’язуються аналітично [3], а рівняння (15) – чи-
сельно [1]. 

Розв’язок рівняння (11) подаємо у вигляді функції ( ) ( )( ) ( )i i
qx q xγ = γ , де 

( ) ( )i
q xγ  визначається з такого СІР: 

 
( ) ( )
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f qi
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x t
dt b x b

t xh x −

′γ γλλ − = γ ± = <
π −∫ . (17) 
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З умови плавного змикання берегів щілини на межі розкритої і закри-
тої частин (9) з урахуванням подання (13) отримаємо співвідношення для 

визначення параметра ( )ip : 

 
( )

( ) ( 1) 2 3

1

( ) ( )

( )

i
i i

f

q h b h b
p P

h b
− ′ ′⋅ +

= − ′ . (18) 

Далі, проінтегрувавши функції 1( )h x′ , ( )
2 ( )ih x′ , 3 ( )h x′  та підставивши 

отримані 1( )h x , ( )
2 ( )ih x , 3 ( )h x  і ( )ip  у формулу (13), визначаємо функцію 

( ) ( )ih x . Врахувавши ( ) ( )ih x  в інтегро-диференціальному рівнянні (17), роз-
в’язуємо його чисельно і визначаємо i -те наближення стрибка температури 

( ) ( )i xγ . Щоб визначити i -те наближення тиску рідини ( )i
fP , у формулі (12) 

враховуємо отримане наближення розкриття щілини ( ) ( )ih x . 
За критерій зупинки ітераційного процесу вибираємо одночасне вико-

нання умов 
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Якщо вони справджуються, то ітераційний процес завершуємо і шука-
ним функціям і параметрам присвоюємо їхні значення на останній ітерації. 

Для визначення коефіцієнта інтенсивності дотичних напружень вико-
ристаємо формулу [1] 

 1 2( )
( )

b

II
b

G
K x dx

a

∗

−

−λ η + η
= γ

π ∫ , 

( )xγ  – функція стрибка температури, визначена на останній ітерації.  

4. Числові результати та їх аналіз. На основі отриманого розв’язку 
проаналізовано залежності зміни довжини і висоти щілини, а також тиску 
рідини від стискальних зусиль, густини і напряму теплового потоку. Дослід-
жено вплив теплопровідності і тиску рідини на коефіцієнт інтенсивності до-
тичних міжфазних напружень.  

Для числових розрахунків вводимо в розгляд безрозмірні величини: 

розкриття тріщини /h h a= , змінну /x x a= , півдовжину розкритої ділян-

ки щілини /b b a= , модуль об’ємної пружності /B B G∗= , коефіцієнт теп-

лопровідності рідини /f fλ = λ λ , стискальні зусилля /p p G∗= , тепловий 

потік q qa −= η , тиск рідини /f fP P G∗= , коефіцієнт інтенсивності нормаль-

них напружень / ( )II IIK K G a∗= .  

Безрозмірний тепловий потік 2 1( )q qa= η − η  набуває додатних значень 

( 0q > ), якщо тепловий потік скерований до матеріалу з більшою термічною 

дистортивністю, і від’ємних ( 0q < ), якщо тепловий потік скерований до 
матеріалу з меншою термічною дистортивністю.  

Числовий аналіз проведено для форми щілини 2 3/2
0 ( ) 0.001(1 )h x x= − .  

На рис. 2 зображено залежність тиску рідини fP  від стискальних 

зусиль p  для значень густини теплового потоку 0.01, 0.02, 0.03q =  і двох 
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напрямів потоку. Виявлено, що тиск fP  рідини нелінійно залежить від ін-

тенсивності стискальних зусиль p , причому зі збільшенням зусиль тиск 

рідини зростає. При збільшенні густини теплового потоку q  тиск рідини 
зростає у випадку теплового потоку, скерованого до матеріалу з меншою 
термічною дистортивністю, і спадає у випадку теплового потоку q , скеро-
ваного до матеріалу з більшою термічною дистортивністю. Збільшення гус-
тини теплового потоку приводить до збільшення різниці між значеннями 
тиску для двох протилежних напрямів потоку.  

  

 Рис. 2 Рис. 3 

На рис. 3 проілюстровано залежність півдовжини розкритої ділянки 

щілини b  від стискальних зусиль p  для значень модуля об’ємної пруж-

ності рідини 0.001, 0.002, 0.004B = . На рисунку бачимо, що зі збільшенням 
інтенсивності зусиль півдовжина розкритої частини щілини зменшується, 
тобто зростає ділянка контакту берегів щілини. Для фіксованого значення 
зусиль p  ділянка розкритої частини є більшою для більшого значення мо-
дуля об’ємної пружності рідини, причому різниця між значеннями, визна-
ченими для протилежних напрямів потоку, є досить малою.  

Розподіл розкриття щілини ( )h x  під дією стискального навантаження 
0.002, 0.01, 0.04p =  зображено на рис. 4. Бачимо, що при збільшенні стис-

кальних зусиль зменшуються довжина і висота щілини для обох напрямів 
теплового потоку. Для теплового потоку, скерованого до матеріалу з біль-
шою термічною дистортивністю, розкриття щілини є більшим, ніж для теп-
лового потоку, скерованого до матеріалу з меншою термічною дистортив-
ністю. 

  

 Рис. 4 Рис. 5 
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На рис. 5 показано залежність коефіцієнта інтенсивності дотичних між-

фазних напружень IIK  від тиску рідини fP  для значень коефіцієнта тепло-

провідності рідини 0.01, 0.02, 0.04fλ = . Бачимо, що зі збільшенням тиску і 

коефіцієнта теплопровідності рідини коефіцієнт інтенсивності за абсолют-

ною величиною IIK  спадає. Різниця між значеннями IIK  для двох про-

тилежних напрямів потоку зростає зі зменшенням теплопровідності fλ  

заповнювача. Для теплового потоку, скерованого до матеріалу з більшою 

термічною дисторсивністю , значення IIK  є більшими, ніж для потоку, 

скерованого до матеріалу з меншою термічною дистортивністю. 
Висновки. На основі проведеного аналізу результатів можна зробити 

такі узагальнюючі висновки: 
• рідина чинить більший тиск на береги щілини для теплового потоку, 
скерованого до матеріалу з меншою термічною дистортивністю; 

• часткове закриття щілини під дією стискальних зусиль та однорідного 
теплового потоку відбувається швидше, якщо тиск рідини у щілині 
нижчий за значенням; 

• довжина ділянки контакту берегів щілини завжди буде більшою для 
теплового потоку, скерованого до матеріалу з меншою термічною дис-
тортивністю матеріалів; 

• неврахування тиску рідини у щілині приводить до завищення значень 
коефіцієнта інтенсивності дотичних міжфазних напружень.  
Отримані результати можуть бути використані для розробки рекомен-

дації для інженерних розрахунків допустимого комбінованого навантаження 
для біматеріалів, що можуть містити дефекти типу тріщин.  
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ТЕРМОНАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ БИМАТЕРИАЛА С МЕЖФАЗНОЙ ЩЕЛЬЮ, 
ЗАПОЛНЕННОЙ СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТЬЮ 
 
Сформулирована задача термоупругости для биматериала с межфазной щелью с 
учетом давления и теплопроводности жидкости, которой заполнена полость 
щели. Рассмотрено частичное закрытие щели по краям под действием сжима-
ющей нагрузки и теплового потока. Задача сведена к системе нелинейных сингу-
лярных интегро-дифференциальных уравнений относительно скачка температу-
ры между берегами щели и ее раскрытия. Длина участка контакта определена 
из условия плавного смыкания берегов щели в точках, которые разграничивают ее 
раскрытую и закрытую часть. Проанализировано изменение длины и высоты 
щели и давления жидкости в зависимости от сжимающих усилий, плотности и 
направления теплового потока. Определена зависимость коэффициента интен-
сивности касательных межфазных напряжений от давления и коэффициента 
теплопроводности жидкости. 

Ключевые слова: термоупругость, биматериал, межфазная щель, сжимаемая 
жидкость, давление и термосопротивление заполнителя. 

 
THERMAL STRESS STATE OF A BIMATERIAL WITH INTERFACE CRACK 
FILLED WITH COMPRESSIVE FLUID 
 
The problem of thermoelasticity for a bimaterial with a fluid-filled interface crack is 
formulated taking into account the pressure and thermal conductivity of the filler. The 
partial closure of the crack at the edges under the action of compressive load and heat 
flux is considered. The problem is reduced to a system of nonlinear singular integro-
differential equations for a temperature jump between the crack faces and its opening 
displacement. The length of the contact area is determined using the condition of 
smooth closing of the edges of the crack at the points separating the open and closed 
part of the crack. The changes of the length and height of the crack as well as the 
pressure of the fluid depending on the compressive loads, density and direction of heat 
flux are analyzed. The dependence of the Mode-II stress intensity factor on the pressure 
and the thermal conductivity coefficient of the fluid is determined. 

Key words: thermoelasticity, bimaterial, interface crack, compressible fluid, pressure 
and thermal resistance of crack filler. 
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