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АНАЛІЗ ЗАДАЧІ ПРО ГАРМОНІЧНІ ХВИЛІ В ПРУЖНИХ ТІЛАХ І  
ЇЇ h -АДАПТИВНА СКІНЧЕННОЕЛЕМЕНТНА АПРОКСИМАЦІЯ 
 

Сформульовано варіаційну задачу про гармонічну хвилю у в’язкопружному 
тілі з короткочасною пам’яттю, породжену розподіленими навантаження-
ми заданої частоти. Встановлено умови її коректності та еквівалентність 
задачі про сідлову точку відповідного лагранжіана. Побудовано h -адаптивну 
схему методу скінченних елементів розв’язання сформульованої задачі з по-
елементно визначеним апостеріорним оцінювачем похибки і критерієм 
локального покращення тріангуляцій Делоне для обчислення апроксимацій з 
наперед гарантованою точністю. Ефективність запропонованої методики 
проілюстровано на прикладі чисельного дослідження резонансних частот 
квадратної пластини з квадратним отвором.  

Ключові слова: в’язкопружне тіло, гармонічна хвиля, варіаційна задача, сідлова 
точка, h -адаптивна схема методу скінченних елементів. 

 
Вступ. Роль гармонічних хвиль (коливань) є дуже важливою в багатьох 

сферах людської діяльності, сучасних технологіях та інженерних застосу-
ваннях. Оскільки ці хвилі можуть приносити як користь в одних випадках, 
так і шкоду в інших, пізнання їхньої структури і керування їхніми харак-
теристиками складають актуальну наукову проблему як в розумінні фор-
мулювання моделей хвильових явищ, так і методів розв’язання (див., на-
приклад, [9, 11, 15]). Складність аналізу і відшукання розв’язків таких 
задач вже декілька десятиліть привертає увагу фахівців методу скінченних 
елементів (МСЕ) [4], для якого розроблено математичну основу [10–13] і по-
тужний комп’ютерний інструментарій [4, 13], доповнений адаптивними 
процедурами з можливістю побудови розв'язків з наперед заданою точ-
ністю [6, 7, 16]. 

Мета цього дослідження полягає у постановці задачі про гармонічну 
хвилю, яку породжують розподілені та поверхневі гармонічні навантаження 
заданої кругової частоти в пружному тілі з короткочасною пам’яттю, ана-
лізі коректності її формулювання і розробці числових методів знаходження 
її наближених розв’язків з наперед гарантованою точністю. Певною мірою 
результати та положення цієї статті розвивають і доповнюють методику 
аналізу, розроблену авторами в статтях [1–3] (див. також [4, c. 59–73]), і її 
застосування в [5]. 

У п. 1 описано початково-крайову задачу еластодинаміки, а також на-
ведено її варіаційне формулювання, рівняння балансу енергії і достатні 
умови розв’язності. Побудові варіаційної задачі про гармонічну хвилю в 
термінах амплітуди вектора переміщень присвячено п. 2. Коректність сфор-
мульованої задачі та її еквівалентність задачі про сідлову точку лаґранжі-
ана встановлено у п. 3. Енергетичні характеристики розв’язку задачі та 
спосіб їх обчислення визначено у п. 4. Короткий опис класичної схеми МСЕ 
подано у п. 5, а п. 6 присвячено апостеріорному оцінювачу похибок і h -
адаптивній схемі МСЕ. Результати числових експериментів, подані в п. 7, 
ілюструють можливості запропонованої методики.  

1. Задача еластодинаміки і попередні результати. Розглянемо в’язко-
пружне тіло з короткочасною пам’яттю, яке займає обмежену зв’язну об-

ласть dΩ ⊂ R , 1,2d =  або 3 , з неперервною за Ліпшицем границею ∂Ω = Γ , 

і одиничним вектором 1( ) d
i in ==n x{ } , cos ( , )i in x= n , зовнішньої нормалі до 
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Γ  у точці 1
d

i ix ==x { } . Приймаємо, що тіло перебуває під дією об’ємних сил 

1( , ) d
i if t ==f x{ } , 1

d
i ix == ∈ Ωx { } , поверхневих сил ˆ ˆ

1( , ) d
i it == σ x{ }  на частині 

σΓ  поверхні u σΓ = Γ Γ∪  і заданих початкових переміщень 0u  і швидкос-

тей 0v  на частині поверхні uΓ , час ,[ ]0t T∈ , 0 T< < +∞ .  

Визначимо компоненти вектора пружних зміщень 1( , ) d
i iu t ==u x{ } , тен-

зора напружень , 1
d

ij i j=σ{ }  і лінеаризованого тензора деформацій , 1
d

ij i j=ε{ }  із 

системи рівнянь руху 

 ,( ) 0i i ji ju f′′ρ − − σ =  (1) 

(тут і надалі за індексами, що повторюються, виконується звичайне підсу-
мовування), 

 ( ) ( )ij ijkm km ijkm kmc a ′σ = ε + εu u , (2) 

 , ,
1( ) ( )
2km k m m ku uε = +u , (3) 

за відомих крайових  

 ,           00 [ ], , mes, ( ) 0i u u uTu = Γ × Γ ⊂ Γ Γ > , 

 ˆ [ \,       ],0,ij j ui
n T Гσ σσ = σ Γ × = Γ Γ  (4) 

і початкових  

 0 00 0
,        t t= =

′= =u u u v  в Ω . (5) 

умов. Тут ( ) 0ρ = ρ >x  – густина матеріалу тіла; кома в індексі означає час-

тинну похідну за просторовою змінною (наприклад, , /k kg g x= ∂ ∂ ), штрихом 

позначено похідну за часом: /g g t′ = ∂ ∂ ; ijkmc  і ijkma  – відповідно модулі 

пружності і в’язкості тіла, які задовольняють звичайні співвідношення си-
метрії і додатної визначеності: 

 ijkm kmij jikmc c c= = , 

 0 0     ,      const 0ijkm ij km km km km mkc e e c e e e e c≥ ∀ = ∈ = >R , 

 ijkm kmij jikma a a= = , 

 0 0     ,      const 0ijkm ij km km km km mka e e a e e e e a≥ ∀ = ∈ = >R . (6) 

Запишемо варіаційне формулювання початково-крайової задачі (1)–(6), 
Для цього введемо простір комплекснозначних допустимих переміщень  

 1[ ( )] : 0dH= ∈ Ω =V v v{  на uΓ } , (7) 

де ( )mH Ω  –простір Соболєва, наділений скалярним добутком 

 ,( , ) :m
m

u v D uD v dxα α
Ω

α ≤ Ω

= ∑ ∫ , 

 
1

1 1
1

: ,     ,     ,     0
d

d
i i d ia a

d

wD w
x x

α
α

=
∂= α = α α = α + + α α ≥

∂ ∂
…

…
{ } , 

та асоційованою з ним нормою ,, ( , )mmu u u ΩΩ = . Тут через ( )v v= x  по-

значено функцію, комплексно-спряжену до функції ( )v v= x . Введемо та-
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кож простір 2 ( ) dL= ΩH [ ]  і простір антилінійних обмежених функціоналів 

′V , визначених на V  ( ′V  – простір, двоїстий до простору V ) [8, 12]. Тоді 
задачу (1)–(6) можемо переписати у такому варіаційному формулюванні: 

 задано: 2
0 0, , (0, ; )L T ′∈ ∈ ∈u V v H Vl , 

 знайти: 2 (0, ; )L T∈u V  такий, що 

 ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ), (     0, ] m t a t c t t t T′′ ′+ + = ∀ ∈u v u v u v vl , 

 0 0( (0) , ) 0, (      ) , 0  )  (0m c V′ − = − = ∀ ∈u v v u u v v . (8) 

Тут півторалінійні та антилінійна форми означено таким чином [8, 12]: 

 ( , ) : ,i im u v dx dx
Ω Ω

= ρ = ρ ∀ ∈∫ ∫u v uv u v H , (9) 

 ( , ) : ( ) ( )ijkm ij kma a dx
Ω

= ε ε∫u v u v , 

   ( , ) : (     ) (   ) ,ijkm ij kmc c dx
Ω

= ε ε ∀ ∈∫u v u v u v V , (10) 

 : ˆ, i i i if v dx v d

σΩ Γ

= ρ + σ γ ∀ ∈∫ ∫v v Hl . (11) 

За допущень (4) і регулярності густини та модулів пружності і в’яз-
кості 

 , , ( )ijkm ijkmc а L∞ρ ∈ Ω  (12) 

можна показати [4, 10, 13], що півторалінійні форми (9) і (10) неперервні, 
більше цього, форма (9) є H -еліптичною, а форми (10) – V -еліптичними. 
Ці фундаментальні властивості дозволяють ввести енергетичні норми 

 2 ( , )         m m= ∀ ∈v v v v H , 

 2 2( , ),           ( , )     c ac a= = ∀ ∈v v v v v v v V . 

Доповнюючи об’ємне і поверхневе навантаження умовами регулярності  

 2( ),    0,    ;     L T∈f H ˆ [2 20, ( ]); dL T L σΓ∈ ( ) , (13) 

можна довести [10, 13], що 2(0, ; )L T ′∈ Vl . У працях [4, 10] встановлено, що 

задача (8) має єдиний розв’язок 2 (0, ; )L T∈u V . Цей результат ґрунтується 
на аналізі рівняння балансу енергії  

 
2 221 ( ) ( ) ( ) ( ), ( )       (0, ]

2 cm a
d t t t t t t T
dt

 ′ ′ ′+ + = ∀ ∈  
u u u ul , (14) 

яке після інтегрування на довільному інтервалі часу [ ] [ ]0, 0,t T⊆  і враху-
вання початкових умов із (8) набуває такого вигляду [4, c. 87, 88]: 

 
2 22

0

1 ( ) ( ) ( )
2

t

cm a
t t d ′ ′+ + τ τ =   ∫u u u  

 
2 2

0
0 0

1 ( ), ( )       0 ]
2

,[
t

m c
d t T  ′= + + τ τ τ ∀ ∈   ∫u uv l . (15) 

Тут вираз 
21 ( )

2 m
t′u  визначає кінетичну енергію, 21 ( )

2 ctu  – потенці-
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альну енергію, 
2

( )
a

t′u  – енергію дисипації, а права частина (15) – енергію 

зовнішніх навантажень на момент часу t .  
2. Задача про вимушені гармонічні коливання. Припустимо, що на 

пружне тіло діють гармонічні навантаження із заданою круговою частотою 
0ω >  такого вигляду: 

 ( ) ( ) ( ) ,      )  ( , 1i t
I

i t
Rt i e e i− ω − ω= =+ = −f x f x f x xF[ ] , 

 ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) ( )R I
i t i tt i e e− ω − ω== +x x x xS  [ ] , 

 )      ( ) (  ( ]0,i t
I

i t
Rt i e e t T− ω − ω= + ∀ ∈= Ll l l . (16) 

З огляду на ефекти в’язкості знехтуємо початковими умовами задачі 
(8) і шукатимемо її наближений розв’язок у вигляді такого розвинення: 

 ( , ) ( ) ( ) ( )i t i t
R It i e e− ω − ω=≅ +u x u x u x xU[ ] , (17) 

де вектори ( )R R=u u x  і ( )I I=u u x  є дійсними складовими шуканої амплі-

туди пружного зміщення. Надалі нас буде цікавити лише дійсна частина 
цього комплекснозначного розв’язку: 

 ( , ) : ( ) cos ( ) sinR It t t∗ = ω + ωu x u x u x . (18) 

Підставляючи вирази (16) і (17) у (8) і нехтуючи початковими умовами, 
приходимо до варіаційної задачі про гармонічні коливання:  

 задано: 0ω ≥  і ′∈L V ; 

 знайти: ∈U V  такий, що  

 2( , ) ( , ) ( , ) ,       c m i a− ω − ω = ∀ ∈w v w v w v L v v V , (19) 

або в розширеному записі: 

 задано: 0ω >  і ( , )IR
′ ′ ′∈ = ×W V Vl l ; 

 знайти: ( , )R I= ∈u u Wψ  такий, що для всіх ( , )= ∈v w Wϕ  

 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )I Rc m a a∗ ∗− ω + ω − +u v u wϕψϕψ [ ]  

 ( , ) ( , ) ( , )I Ri aω ω ∗+ π − π − ω =u v u w ψ ϕ[ ]  

 ,, , ,R RI Ii= ++ −v w v w[ ]ll l l , (20) 

 де 

 2   ( ) ( , ) ( , , )  c mωπ = − ω ∈∀v, w v w v w v w V , 

       ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )R I R Ic c c m m m∗ ∗= + = +u v u w u v u wϕ ϕψ ψ , 

      ( ,  ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) R I R Ia a a∗ = + ∀ == ∈u v u w u u v w Wϕψ ϕ ψ . (21) 

Відокремлюючи дійсну та уявну частини (20), приходимо до задачі з 
дійсними змінними, яка надалі буде основним об’єктом цього дослідження. 

Теорема 1 (про дійсні складові амплітуди зміщень). Варіаційна зада-
ча (20) еквівалентна такій задачі: 

 знайти: ( , )R I= ∈ = ×u u W V Vψ  такий, що  

 ( , ) ( , ) ,R I Raωπ + ω =u v u v vl , 

      ( , ) ( , ) , ( , ) II Raω ∀ =π − ω = ∈u w u w w v w Wϕl . (22) 
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Із задачі (22) видно, що її рівняння взаємно пов’язані лише доданками, 
які описують ефекти в’язкості. Нехтування ними приводить до незалежного 
відшукання компонент амплітуди переміщень як розв’язків такої задачі: 

 знайти вектори ,R I ∈u u V  такі, що  

 ( , ) ,       R Rωπ ∀= ∈u v v v Vl , 

 ( ,      ) ,   IIωπ ∀= ∈u v v v Vl . (23) 

Зауважимо, що при 0ω =  задача (23) вироджується у дві задачі елас-
тостатики, розв’язанню яких h -адаптивними схемами МСЕ присвячено 
праці авторів [2, 3]. 

3. Коректність задачі про гармонічну хвилю. Щоб переконатися у 
розв’язності задачі (22), введемо такі лінійний функціонал :χ →W R  і бі-

лінійну форму :ωΠ × →W W R : 

   ,  :  , , ( , )  I Rχ = − + ∀ = ∈v w v w W l l , 

 ( , ) : ( , ) ( , ) ( , )R Iaω ∗ ω ωΠ = ω + π − πu w u vϕψ ϕ ψ  

 ( , ), ( ),R I∀ = = ∈u u v w Wϕψ . 

У цих позначеннях варіаційну задачу (22) перепишемо так: 

 задано: 0,    ′ω > χ ∈ W ; 

 знайти: ( , )R I= ∈u u Wψ  такий, що  

       ( , ) , ( ),ωΠ = χ ∀ = ∈v w Wψ ϕ ϕ ϕ . (24) 

Означимо на просторі W  скалярний добуток  

 ( , ) : ( , ) ( , ) ( , ) ,     a R Ia a a∗= ≡ + ∀ ∈u v u w Wψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ  

і асоційовану з ним норму 2 ( , )a a∗=ϕ ϕ ϕ  ∀ ∈w W . 

Повторюючи міркування з [10, 13], одержимо такі апріорні оцінки: 

     ( , ) ( ) · ,a aMωΠ ≤ ω ∀ ∈ Wψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ , 

 2( ) max 1, ,M ω = ω ω{ } , (25) 

 
0

,
, ,         supa

a
∗ ∗

≠ ∈

χ
χ ≤ χ ⋅ χ =

Wϕ

ϕ
ϕ ϕ

ϕ
. (26) 

Зазначимо, що білінійна форма :ωΠ × →W W R  є W -еліптичною: 

 2( , )           0aωΠ = ω ∀ ∈ ∀ω >W,ϕ ϕ ϕ ϕ . (27) 

Як наслідок одержаних оцінок (25)–(27) і теореми Лакса – Мільграма –
 Вишика (див., наприклад, [4, 8, 12, 13]) сформулюємо таке твердження. 

Теорема 2 (стосовно коректності задачі про гармонічні коливання). 
Для кожного 0ω >  варіаційна задача (24) або еквівалентна їй задача (22) 
має єдиний розв’язок ∈ W  такий, що 

 1
a ∗

−≤ ω χ . 

На завершення аналізу варіаційної задачі (24) відмітимо факт, який 
характеризує її хвильову природу. 
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Теорема 3 (про еквівалентність). Варіаційна задача (24) еквівалентна 
такій задачі про сідлову точку: 

 задано: 0ω ≥ ; 

 знайти: ( , )R I= ∈u u Wψ  такий, що  

 ( ; , ) ( ; , ) ( ,; )     ( ),I R I Rω ≤ ω ≤ ω ∀ = ∈v u u u u w v w WL L L ϕ , (28) 

де лаґранжіан : →WL R  визначається згідно з правилом 

 ,1( ; ) : ( , ) ( ) ( )
2

, ,a aωω = π + ω − +v w v w w w v vL [ ]  

 , ,      ( , )R I+ − ∀ = ∈w v v w Wl l ϕ . (29) 

На додаток, 1( ; , ) , ,
2R I R I I Rω = − +u u u uL [ ]l l . 

Д о в е д е н н я  цього альтернативного формулювання задачі про 
гармонічні хвилі проводимо аналізуючи приріст лаґранжіана в околі роз-
в’язку ( , )R I= ∈u u Wψ  задачі (24) або еквівалентної їй задачі (22). Зокре-

ма, з огляду на перше з її рівнянь отримаємо 

 ( ; ) ( ; , ) ( , ,, ,) )(R I R I R I Raω+ ε εω − ω = π + ω − +u u v u u u v u v vL L l[ ]  

 2 21 1( ) ( ) 0,
2

,
2

a a+ ε εω = ω ≥v v v v  

 ( )           ,∀ = ∈ ∀ε ∈0 v W,ϕ R . 

Подібно отримуємо 

 , ,( ; ) ( ; , ) ( , ) ( ,)R I R I I R Iaω+ ε εω − ω = π − ω − −u v u u u v u u v vL L l[ ]  

 2 21 1( ) ( ) 0,
2 2

,a a− ω = − ω ≥ε εv v v v  

 ( )           ,∀ = ∈ ∀ε ∈v 0 W,ϕ R . 

Одержані нерівності показують, що ( , )R I= ∈u u Wψ  одночасно є розв’яз-

ком (29). Обернене твердження теж є наслідком цих нерівностей.  

4. Енергетичні характеристики гармонічних хвиль.  
Теорема 4 (про енергетичні характеристики). Нехай ( , )R I= ∈u u Wψ  

– розв’язок задачі (24), а отже, і задачі (22). Нехай 

 2 22( ; ) :           0,      c mℜ ω = − ω ∀ω ≥ ∀ ∈ Wϕ ϕ ϕ ϕ . (30) 

Тоді будуть правильними рівності 

 ( ; ) , ,R R I Iℜ ω = +u uψ l l , (31) 

 2 , , Ra R I Iω = −u uψ l l , (32) 

 2 ( , ) ( , ) ( , ) , ,I R R R I I R I IRa ω ωω + π − π −=u u u u u u u ul l , (33) 

 2 ( , ) ( , ) ( , ) , ,R I I I R R R I I Ra aωπ + ω − = +u u u u u u u u[ ] l l . (34) 

Тут, крім норми 2 ( , )a a∗=   , впроваджено такі норми:  

 2 2: ( , ),           : ( , )     c mc m∗ ∗= = ∀ ∈ Wϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ . (35) 

Д о в е д е н н я  кожного із тверджень (31)–(34) зводиться до таких 
алгебричних обчислень. Додавши результати підстановок R=v u , I=w u  у 
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рівняння задачі (22), приходимо до рівності (31). Віднімаючи результат 
підстановки R=w u  у друге з рівнянь (22) від результату підстановки 

I=v u  у перше з них, одержимо (32) і т. д.  

Зауваження. (і) Рівності (32)–(34) також можна одержати як резуль-
тат підстановки розвинень (16) і (17) у рівняння енергетичного балансу (14). 

(іі) Рівностями (31) і (32) подаються двоїсті правила обчислення зна-

чень ( ; )ℜ ω ψ  і норми 2
aψ  як певні комбінації значень лінійних функціона-

лів R
′∈ Vl  i I

′∈ Vl  на розв’язку задачі (24). Цей факт дозволяє значно 

знизити обчислювальні витрати на використання ( ; )ℜ ω ⋅  та 2
a⋅  як важ-

ливих інструментів контролю якості наближених розв’язків. 

5. Дискретизація методом скінченних елементів. Наближений роз–
в’язок варіаційної задачі (24) за допомогою методу скінченних елементів [4, 
14] будуємо у скінченновимірному просторі  

 :        ,        d, im ( )h h h h h N h= × ⊂ = < + ∞W WΦ Φ Φ Φ , 

базисні функції якого конструюються з використанням певної тріангуляції 

h Kℑ = { }  області Ω , diamKh K= , max
h

K
K

h h
∈ℑ

= . Отже, апроксимація МСЕ є 

розв’язком коректно сформульованої задачі: 

 задано: 0,    ,    ,    dimh h
′ω > χ ∈ ⊂ < +∞W W W W ; 

 знайти: ( , )h h
h R I h= ∈u u Wψ  такий, що  

 ( , ) ,       h hωΠ = χ ∀ ∈ Wψ ϕ ϕ ϕ . (36) 

Як і в статті [2], виберемо множину лінійно незалежних кусково-визна-

чених поліномів 1i
n

i = ⊂ Vν{ } , ( )n n h= → ∞ , з 0h → , побудованих на трі-

ангуляції h Kℑ = { } , і утворимо підпростір 1span i i
n

h ==V ν{ }[ ] . Тоді шукана 
апроксимація ( , )h h

h R I= u uψ  матиме вигляд  

 
1 1

( ) ( ,) ( ) ( ), ( )
n n

h h
h R I i i i i

i i

q z
= =

 = =  
 ∑ ∑x x x x xu uψ ν ν( ) , (37) 

і з огляду на (36) вектори невідомих коефіцієнтів 1
n

R i iq ==Q { }  та 1
n

I i iz ==Q { }  

будуть розв’язками системи алгебричних рівнянь 

 
2

2

IR

RI

ω ω

−ω
=

−

+ ω

LQA M C

LQM C A
. (38) 

Тут матриці і вектори правих частин обчислюються за формулами 

 , 1 , 1 , 1( ,      ( ,   ,    () , ) , )j j
n n n

i i j i ji j i i ja m c= = == = =A M Cν ν ν ν ν ν{ } { } { } , 

 1 1       , , ,n n
I i iI i R R i= == =L L{ } { }ν νl l . 

Обчислена таким чином апроксимація ( , )h h
h R I= u uψ  є квазіоптимальною, 

тобто 

 1 ( ) inf      0,      0
h

h a aM h−

∈
− ≤ ω ω − ∀∀ω > >

Wϕ
ψ ψ ψ ϕ . (39) 

Крім того, якщо точний розв’язок 1 2( )k dH +∈ ΩW ∩ψ [ ]  з деяким 1k ≥ , 

а базисні функції 1i
n

i ={ }ν  на кожному скінченному елементі побудовано з 
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використанням повних поліномів порядку k , тоді з огляду на інтерполяцій-
ність такого базису оцінка (39) уточнюється до вигляду [4] 

 1
1,( ) ·            0   , 0k

h ka
M C h h−

+ Ω− ≤ ω ∀ωω > ∀ >ψ ψ ψ , (40) 

де const 0C = >  не залежить від величин, які нас цікавлять. Апріорна 
оцінка (40) визначає порядок збіжності ( )hp k=ψ  послідовності похибок 

апроксимацій h{ }ψ , але з огляду на наявність у ній невизначеного значен-

ня сталої С  не надає детальнішої характеристики похибки стосовно конк-
ретно обчисленої апроксимації hψ . 

6. Апостеріорний оцінювач похибок і h -адаптивний МСЕ. Щоб оці-
нити похибку \ hh h= − ∈e W Wψ ψ  знайденої апроксимації hψ , вико-

ристаємо поелементно визначений апостеріорний оцінювач похибки (АОП) 
[1–5] ( )h h= x  , норма якого обчислюється за правилом 

 
1/2

2( ) : ( )
h

h h K h
K∈ℑ

 
≡ η = η 

 
∑ψ ψ . (41) 

Відшукання індикатора похибки ( ) ( , )h K h hK K
= η = ℜ ω ψ ψ  на кож-

ному елементі hK ∈ ℑ  зводиться до розв’язання дискретизованої за Га-

льоркіним задачі про лишок апроксимації МСЕ [6, 7, 16]: 

 задано: ( , ) ,      dimh h
h R I h h= ∈ ⊂ < +∞u u W W Wψ ; 

 знайти: ( , ) ,     h h
h R I h h h= ∈ ⊕ ⊂W WΕ Ε   , такий, що  

 ( , ) , ( , )       h h hω ωΠ = χ − Π ∀ ∈ϕ ϕ ψ ϕ ϕ Ε , (42) 

з використанням поелементно визначених кубічних бульбашкових функцій 
(див. [2, 5]). З огляду на природну ортогональність таких базисних функцій, 
розглядувана задача (42) зводиться [1] до послідовного розв’язування сис-
тем алгебричних рівнянь порядку 2d  на кожному скінченному елементі 

hK ∈ ℑ . 

Для отримання розв’язку вихідної задачі з наперед заданою точністю 
запропоновано такий алгоритм процедури рекурсивного уточнення апрок–
симацій за допомогою локального покращення тріангуляцій: 

1°) задаємо рівень толерантності tol ; 
2°) будуємо початкову грубу тріангуляцію 0ℑ  області Ω  і підпростір 

0 ⊂W W , 0m = ; 

3°) обчислюємо апроксимацію m
h ∈ Wψ , розподіл індикаторів 

( ) mK h K∈ℑ
η{ }ψ  і значення апостеріорного оцінювача ( )hη ψ ; 

4°) якщо кожен елемент K  тріангуляції mℑ  задовольняє критерій 

 
2

( ) card
: 1

tol ( ; ) ( )

m
K h

K

h h

η ℑ
α = ≤

⋅ ℜ ω + η

ψ

ψ ψ
, (43) 

 то процес уточнення апроксимацій завершено; 

5°) інакше, кожен елемент K  підмножини : : 1m m
KK∗ℑ = ∈ ℑ α ≥{ }  

ділимо на Kα  елементів однакової площі так, щоб локально покра-

щена тріангуляція 1m+ℑ  залишалася тріангуляцією Делоне; 
6°) повертаємось на крок 3° алгоритму. 
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7. Результати числових експериментів. У постановці плоскої задачі 
теорії пружності дослідимо поведінку гармонічних хвиль у квадратній плиті 
з отвором. Для дослідження вибрано квадратну алюмінієву плиту (з ребром 

1a = м), в центрі якої розміщено квадратний отвір (з ребром 0.5b = м). 
Густина маси плити 2698ρ = кг/м3, модуль Юнга 70Е = ГПа, коефіцієнт 

Пуассона 0.33ν = . У площині 1 2x Ox  плита займає область 0 1\Ω = Ω Ω , де  

 0 1 2 1 2( , ) : 1 , 2x x x xΩ = = ≤ ≤x{ } , 

 1 1 2( , ) : 1.5 0.5, 1,2ix x x iΩ = = − ≤ =x{ } . 

Приймаємо, що зовнішнє нижнє ребро ( 2 1x = ) жорстко защемлене, 

зовнішнє ліве ребро ( 1 1x = ) навантажене тиском ˆ ( , ) cos( )t P t= ωx , P =  

1= MПа, решта ребер плити вільні від навантажень. 
Спочатку задачу аналізували в постановці статики ( 0ω = ). Щоб досяг-

нути рівня допустимої похибки (толерантності) tol 3= %, було виконано 15 

кроків адаптування тріангуляцій Делоне 15card 1425hℑ =  з переобчислення-

ми кусково-квадратичних апроксимацій переміщень. (Тут m
hℑ  – тріангуля-

ція, обчислена на m -му кроці адаптування.) На рис. 1 наведено розподіли 
модулів переміщень hψ  (рис. 1а) і головних напружень max ( )hσ xψ( )  

(рис. 1б), обчислених за формулою 

 2
max 11 22 11 22 12

1 ( ) 4
2

 σ = σ + σ + σ − σ + σ  
. 

В околах концентраторів напружень (вершини внутрішніх кутів і точки 
переходу від жорсткого защемлення до силового навантаження) спостері-
гаємо різкі піки значень головних напружень  

  
 а) б) 

Рис. 1. Розподіл на сітці з 15card 1425hℑ = , 0ω = : a) – модулів пе-

реміщень 3( ) 10h ⋅xψ [м]; б) – напружень max ( )hσ xψ( ) [МПа]. 

Мета наших експериментів при значеннях 0ω > : 1) визначити околи 
найменших частот резонансу конструкції при обчисленнях з tol 3= %; 
2) в околах резонансів оцінити ефективність h -адаптивної схеми МСЕ по-
рівнянням зі схемою з рівномірним згущенням сіток; 3) охарактеризувати 
зміни механічних полів в конструкції при переході через точки резонансу. 

Залежності характерної частоти конструкції від кругової частоти ω  
обчислювали як нульові значення ( ; )hℜ ω ψ . При цьому апроксимації hψ  

знаходили з толеранцією tol 3= % до похибки згідно з критерієм (43). На 
проміжку 0 6000≤ ω ≤  було виявлено дві частоти резонансу з такими око-
лами: 11970 1980≤ ω ≤  та 25840 5850≤ ω ≤ . 
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На рис. 2 наведено залежність функції  

 
2 22( ; ) :h h hc m

ℜ ω = − ωψ ψ ψ  

від кругової частоти ω . Добре видно, що в околах резонансів функція ℜ  
стрибкоподібно змінює знак з додатних значень на від’ємні. На дорезонанс-
них частотах значення потенціальної енергії значно перевищує значення 
кінетичної енергії, на резонансній частоті їхні значення раптово врівнова-
жуються і на післярезонансних – значення кінетичної енергії значно пере-
вищує значення потенціальної енергії. У такому порядку вони приходять до 
нульових значень на частоті антирезонансу, після чого спостерігається зно-
ву прискорений ріст потенціальної енергії i т. д. 

 

Рис. 2. Залежність функції ( ; )hℜ ω ψ від кругової частоти ω . 

На рис. 3а, б показано, як змінюються дорезонансні, 11970ω = < ω , та 

післярезонансні, 11980ω = > ω , максимальні головні напруження maxσ , об-

числені з використанням h -адаптивної схеми МСЕ.  

  

 а) б) 

Рис. 3. Максимальні головні напруження maxσ [МПа], адаптовані сітки, tol 3= %: 

a) – 11970ω = < ω , 14card 1277hℑ = , 5( ; ) 877 .52hℜ ω =ψ , ( ) 3.81hp =ψ ; 

б) – 11980ω = > ω , 14card 1273hℑ = , 5( 5; 9 8) 3hℜ ω = −ψ , 5( 2 6) .hp =ψ . 

Деякі числові результати, які характеризують відмінність адаптивного 
та рівномірного згущення сіток, наведено в табл. 1 та табл. 2 відповідно. Тут 

el card hN = ℑ , nodN  – кількість вузлів тріангуляції hℑ , ( )k k hp p= ψ  – по-

рядки збіжності схем у нормах 2( )kH Ω[ ] , 0, 1k = , 1: 100h h h
−δ = ⋅ ⋅ε ψ %. 
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Таблиця 1. Збіжність апроксимацій h -адаптивної схеми, tol 1= %, 1970ω = . 

m  elN  nodN  ( ; )h hℜ ω ψ  hε  1p  610h H
ε ⋅  0p  hδ  

0 12 36 213.688 7.4959  1.53030  25.42 

1 449 991 2485.27 17.7553 –0.48 0.62604 0.49 5.30 

2 1790 3766 6390.99 20.9453 –0.24 0.20707 1.60 2.43 

3 2865 5987 8668.90 12.4495 2.21 0.10923 2.72 1.07 

4 3429 7171 9402.69 8.09627 4.79 0.10046 0.93 0.64 

5 3713 7765 9548.90 6.71635 4.70 0.09118 2.44 0.52 

Таблиця 2. Збіжність апроксимацій МСЕ на рівномірно згущуваних сітках, 1970ω = . 

m  elN  nodN  ( ; )h hℜ ω ψ  hε  1p  610h H
ε ⋅  0p  hδ  

0 12 36 213.688 7.4959  1.53030  25.42 

1 48 120 668.384 11.5746 –0.63 1.26192 0.28 13.01 

2 192 432 1555.77 14.1221 –0.29 0.75962 0.73 6.79 

3 768 1632 2926.01 16.8979 –0.26 0.45451 0.74 4.28 

4 3072 6336 4689.36 18.2290 –0.11 0.24532 0.89 2.88 

5 12288 24960 6485.80 17.1921 0.08 0.11572 1.08 1.97 

Відмітимо, що адаптивна схема: 1) з tol 1= % демонструє монотонну 
збіжність послідовності апроксимацій з ефектом суперзбіжності (пере-
вищенням передбачуваного теорією порядку збіжності, в нашому випадку 

1 2p = ); 2) завершує обчислення за 5 кроків локального покращення стру-
ктури сіток зі значно меншими похибками (приблизно втричі), ніж в апрок-
симаціях на рівномірних сітках; 3) вимагає на останньому кроці приблизно 
втричі меншої кількості скінченних елементів. 

На рис 4 і рис. 5 подано розподіли знайдених апроксимацій максималь-
них головних напружень maxσ  і модуля переміщень 3( ) 10h ⋅xψ  в околах 

резонансних частот 1ω , 2ω . 

  
 а) б) 

Рис. 4. Напруження maxσ [МПа], адаптовані сітки, tol 3= %:  

а) – 25840ω = < ω , 10card 564hℑ = , 3805.3( ; )hℜ ω =ψ , 6( .5) 1hp −=ψ ;  

б) – 25850ω = > ω , 11card 547hℑ = , 7( ; ) 98 .216h −ℜ ω =ψ , 4( 3 2) .hp =ψ . 
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 а) б) 

Рис. 5. Розподіл модуля переміщень 3( ) 10h ⋅xψ [м], адаптовані сітки, tol 3= %: 
а) – 11970ω = < ω , б) – 25850ω = > ω . 

Висновки і заключні зауваження. На основі задачі еластодинаміки 
в’язкопружного тіла з короткочасною пам’яттю в термінах вектора амплі-
туд пружних зміщень сформульовано варіаційну задачу про гармонічну 
хвилю, яка породжується розподіленими навантаженнями заданої кругової 
частоти. Показано, що гіперболічна природа цієї задачі породжує еквіва-
лентну задачу про сідлову точку лагранжіана. Доведено коректність і одно-
значну розв’язність цієї задачі в термінах вектора амплітуд пружних 
зміщень. 

Серед енергетичних характеристик гармонічних хвиль вирізнено диси-

пативну норму a⋅  та різницю 2 22( ; ) c mℜ ω ⋅ = ⋅ − ω ⋅ , які, з одного боку, 

легко обчислюються як значення лінійних функціоналів на апроксимаціях 
розв’язків, а з іншого боку, дозволяють розпізнати до- і післярезонансні 
частоти та локалізувати їх околи з необхідною точністю. За відсутності 
в’язкості ( ; )ℜ ω ⋅  стає основним інструментом обчислення апостеріорних 
оцінок похибок і критерію адаптування. 

Аналіз числових результатів показав, що розглядувані задачі ефектив-
но розв’язуються h -адаптивним МСЕ з використанням ( ; )ℜ ω ⋅  як норми, 
а також продемонстрував ефекти суперзбіжності скрізь, крім вузьких око-
лів резонансів. Більше цього, ці числові експерименти засвідчили значну 
перебудову структури розподілу максимальних головних напружень при 
переході через точки резонансів, у той же час модуль амплітуд переміщень 
змінює свою форму в околах точок антирезонансів. 
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АНАЛИЗ ЗАДАЧИ О ГАРМОНИЧЕСКИХ ВОЛНАХ В УПРУГИХ ТЕЛАХ И ЕЕ 
h -АДАПТИВНАЯ КОНЕЧНОЭЛЕМЕНТНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ  
 
Сформулирована вариационная задачи о гармонической волне эластодинамики вяз-
коупругого тела с кратковременной памятью, порожденной распределенной на-
грузкой заданной круговой частоты. Установлены условия ее корректности и 
эквивалентность задаче о седловой точке соответствующего лагранжиана. По-
строена h -адаптивная схема метода конечных элементов решения этой задачи 
с поэлементно определенным апостериорным оценивателем погрешности и кри-
терием локального улучшения триангуляций Делоне для вычисления аппроксима-
ций с заранее гарантированной точностью. Эффективность предложенной мето-
дики проиллюстрирована на примере численного исследования резонансных час-
тот квадратной пластины с квадратным отверстием. 

Ключевые слова: вязкоупругое тело, гармоническая волна, вариационная задача, 
седловая точка, h -адаптивная схема метода конечных элементов. 

 
ANALYSIS OF THE PROBLEM ON HARMONIC WAVES IN ELASTIC BODY 
AND ITS h -ADAPTIVE FINITE ELEMENT APPROXIMATION  
 
A variational problem on the harmonic wave of elastodynamics of a viscoelastic body 
with short-term memory generated by a distributed load of a given circular frequency is 
formulated. The conditions for its correctness and equivalence to the saddle point 
problem of the corresponding Lagrangian are established. The h -adaptive scheme of the 
finite element method for solving this problem with an element-by-element a posteriori 
error estimator and a criterion for the local improvement of Delaunay triangulations to 
construct approximations with pre-guaranteed accuracy is constructed. The effecti-
veness of the proposed technique is illustrated by the example of a numerical study of 
the resonance frequencies of a square plate with a square hole. 

Keywords: viscoelastic body, harmonic wave, variational problem, saddle point, h -adap-
tive scheme of finite element method. 
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