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Досліджується задача сукупної оптимізації лінійних розмірів стоп і законів 
руху двоногого крокуючого робота. Робот моделюється плоскою системою 
дев’яти твердих тіл, хода розглядається на проміжку подвійного кроку, де 
враховуються основні ритмічні, кінематичні та динамічні умови антропо-
морфного переміщення. На опорні реакції стоп накладаються двосторонні 
нестаціонарні обмеження, за критерій оптимальності руху системи виби-
рається квадратичний (за керуваннями) функціонал. Запропоновано алго-
ритм побудови субоптимального розв’язку задачі, який ґрунтується на 
апроксимації узагальнених координат робота кубічними згладжувальними 
сплайнами з невідомими параметрами, а також використанні чисельних 
процедур нелінійного програмування. 
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Серед експлуатаційних характеристик крокуючих роботів з автоном-

ним живленням важливим є рівень енергоспоживання. Обмеженість енерге-
тичних ресурсів, зумовлених ємністю акумуляторних батарей, спонукає до 
пошуку проектних рішень цих систем із низькими енерговитратами [38]. 
Продуктивним підходом тут є, поряд із побудовою оптимальних режимів 
керування, також і розрахунок відповідних параметрів конструкцій роботів, 
які би загалом забезпечили низькі витрати енергії на їхнє переміщення (оп-
тимізаційне проектування [5]). Ефективним способом реалізації цього підхо-
ду є застосування математичного моделювання, теорії оптимізації і сучасної 
комп’ютерної техніки. Тому розробка математичних моделей крокуючих 
роботів і побудова відповідних алгоритмів та програмного забезпечення для 
оптимізації конструкцій і режимів керування є актуальними задачами ро-
бототехніки. 

Серед крокуючих роботів чільне місце займають двоногі роботи. Двоно-
га хода, особливо антропоморфного типу, завжди привертала увагу дослід-
ників, про що свідчить значна кількість відповідних публікацій, чимало з 
яких присвячено задачам оптимізації ходи. Дослідження таких задач, крім 
наукової новизни в пізнанні об’єктивних закономірностей антропоморфної 
ходи, має важливе практичне значення, оскільки отримані оптимальні рі-
шення прямо впливають на якість руху роботів. Характерною для задач 
оптимізації ходи є наявність нестаціонарних обмежень (кінематичного та 
динамічного характеру), що сильно ускладнює їх розв’язання. Як зазначено 
в [28], поширеним підходом у дослідженні задач оптимізації ходи роботів є 
параметризація їхнього руху. Це певною мірою звужує простір пошуку оп-
тимальних рішень, однак дає можливість за порівняно невеликий час і з 
незначними обчислювальними затратами побудувати субоптимальні режи-
ми ходи двоногих роботів. 

Відмітимо деякі публікації, присвячені задачам динаміки та оптимізації 
ходи двоногих роботів. У монографіях [2, 3, 6, 17, 25, 45, 46] відображено ре-
зультати багатопланових досліджень проблем кінематики, динаміки та ке-
рування рухом двоногих крокуючих роботів. У статті [28] наведено огляд 
основних методів оптимізації параметризованої ходи двоногих роботів, які 
ґрунтуються на еволюційних обчисленнях, зокрема, на генетичних алгорит-
мах, генетичному та еволюційному програмуванні, еволюційних стратегіях 
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тощо. Зазначено, що ці методи мають потужний глобальний потенціал по-
шуку, вони нечутливі до початкової точки (у просторі оптимізаційних па-
раметрів), не потребують гладкості цільової функції і легко піддаються 
розпаралелюванню. У [18] наведено класифікацію методів оптимального ке-
рування нелінійними динамічними системами, особливу увагу звернуто на 
прямі методи, зокрема методи параметричної оптимізації. Як приклад за-
стосування методу параметричної оптимізації тут побудовано субоптималь-
ний режим ходи двоногого робота. Робот моделюється системою семи твер-
дих тіл: корпус і дві триланкові нижні кінцівки з плоскими стопами. Систе-
ма має шість ступенів вільності, її рух відбувається під дією моментів ак-
тивних сил, прикладених у шарнірах. Хода досліджується у сагітальній 
площині в межах одноопорних фаз руху. Сформульовано задачу пошуку 
законів руху системи, які за накладених обмежень мінімізують квадратич-
ний (за керуваннями) функціонал. Алгоритм розв’язання задачі складаєть-
ся з таких основних етапів: дискретизація часового проміжку руху систе-
ми, апроксимація узагальнених координат на кожному з часових підпро-
міжків кубічними сплайнами з невідомими параметрами (значеннями коор-
динат у вузлах), розв’язання отриманої задачі нелінійного програмування 
за допомогою оптимізаційних процедур MATLAB (функції ga, fmincon). 
Аналогічні модель робота, постановку задачі оптимального керування, 
функціонал і методику розв’язування використано в [22]. Тут враховуються 
одно- та двоопорні фази руху стоп, узагальнені координати параметризу-
ються сплайнами четвертого порядку, мінімізація зведеної цільової функції 
проводиться за допомогою алгоритму послідовного квадратичного програму-
вання (SQP). 

У статті [32] хода двоногого робота моделюється плоскою дволанковою 
системою – циркулеподібними ходунками (без колінних шарнірів). Зверху 
ланки з’єднані між собою шарніром, знизу вони точково спираються на го-
ризонтальну поверхню. Переміщається система під дією моменту активних 
сил, прикладеного до опорної ланки в точці контакту з поверхнею кроку-
вання, що забезпечує її поворот щодо цієї поверхні, а заодно й відносний 
поворот (у режимі коливання) переносної ланки. Сформульовано та роз-
в’язано задачу оптимізації руху системи з урахуванням ряду двосторонніх 
обмежень на кутові координати та керування. Почергово розглянуто декіль-
ка критеріїв, що оцінюють кутове відхилення (від вертикалі) та швидкість 
переносної ланки, а також момент активних сил. Розв’язок побудовано за 
допомогою методу колокацій і числових процедур нелінійного програмуван-
ня. Зауважимо, що в традиційному варіанті, поширеному в літературних 
джерелах [27], розглянута модель ходунків використовується для дослід-
ження пасивної (без активних приводів) ходи робота вниз по похилій пло-
щині. Основна мета цих досліджень – побудувати енергоефективну ходу 
двоногого робота [26]. У праці [35] хода робота досліджується за допомогою 
плоского чотириланкового кінематичного ланцюга: чотири точкові маси, 
чотири шарніри, перша ланка шарнірно зв’язана з опорною поверхнею, 
четверта ланка на початку та в кінці руху точково контактує з поверхнею 
опори. Методом параметричної оптимізації побудовано субоптимальний ре-
жим руху системи за умови мінімізації квадратичного (за керуваннями) 
функціонала. При цьому системи узагальнених координат параметризують 
ся кубічними В-сплайнами, а реакції опорної поверхні наближаються кус-
ково-сталими функціями. Методику параметричної оптимізації використано 
також у [43], де ходу робота моделюють за допомогою просторового тринад-
цятиланкового кінематичного ланцюга (перша ланка – нерухома поверхня) 
з дванадцятьма циліндричними шарнірами, в яких прикладені моменти ак-
тивних сил. Ходу розглядають на проміжку одинарного кроку системи з 
урахуванням одно- та двоопорних фаз руху (з ударними ефектами). У ме-
жах побудованої математичної моделі (з використанням рекурсивних 
співвідношень для матриць у рівняннях руху) сформульовано задачу оп-



183 

тимального керування рухом робота з квадратичним (за керуванням) 
функціоналом і низкою обмежень на кінематичні і динамічні характерис-
тики: узагальнені координати та моменти сил, опорні реакції, положення 
точки нуль-моменту системи (ZMP). Тут ZMP визначають як точку на по-
верхні опори, у якій сумарний момент прикладених до системи сил (граві-
таційних, відцентрових, Коріоліса) дорівнює нулеві [44]. Чисельно побудо-
вано субоптимальний розв’язок задачі, який базується на параметризації 
узагальнених координат кубічними сплайнами. Отриману задачу оптиміза-
ції (з 42-ма шуканими параметрами) розв’язано за допомогою процедури 
fmincon пакета MATLAB.  

Параметричний підхід використано також для оптимізації ходи реаль-
них двоногих роботів, таких як HUBOT-4 [19] і Bioloid [42]. У статті [19] хо-
ду робота HUBOT-4 моделюють просторовою системою 11-ти твердих тіл (з 
10-ма ступенями вільності). Сформульовано та досліджено задачу парамет-
ричної оптимізації ходи робота, у якій якість руху оцінюють зваженою су-
мою двох критеріїв: перший критерій виражає відхилення точки ZMP від 
центра основи стоп, другий – відхилення висоти перенесення стопи від за-
даного значення. Рух робота задають шляхом параметризації (за допомогою 
тригонометричних функцій) лінійних координат стоп та корпусу, узагаль-
нені координати системи знаходять у процесі розв’язання оберненої задачі 
кінематики, мінімізацію цільової функції проводять модифікованим алго-
ритмом Jaya [37]. У [42] ходу робота Bioloid моделюють просторовою сис-
темою дев’яти твердих тіл (корпус і дві чотириланкові нижні кінцівки). 
Система має 18 ступенів вільності (по 6 ступенів на кожну ногу), її рух від-
бувається під дією моментів сил у шарнірах, що генеруються електропри-
водами Dynamixel AX-12A. Керування приводами забезпечує плата CM-530 
з відповідним програмним кодом і контролерами. Авторами розроблено 
електронний пристрій для вимірювання кількості електроенергії приводів, 
необхідної для реалізації того чи іншого закону руху робота. Проведено по-
рівняння енерговитрат для руху робота, побудованого: 1) методом парамет-
ричної оптимізації з використанням скінченних рядів Фур’є і квадратично-
го (за моментами сил) функціонала; 2) методом cart-table [33] на основі спів-
відношень між координатами точки ZMP і координатами центра мас систе-
ми. У першому випадку параметризують узагальнені координати системи, 
обмеження задовольняють методом зовнішніх штрафних функцій, мініміза-
цію зведеної цільової функції (із 60-ма параметрами оптимізації) проводять 
процедурою fminsearch пакета MATLAB. Показано, що енерговитрати для 
оптимізованого руху є меншими (приблизно на 10%) ніж енерговитрати ру-
ху, побудованого методом cart-table. 

Дослідженню задач сукупної оптимізації конструктивних параметрів і 
законів руху двоногих роботів присвячено праці [9, 21, 24, 36, 40]. В роботі 
[9] у межах плоскої системи дев’яти твердих тіл (корпус і дві чотириланко-
ві нижні кінцівки) розв’язано задачу спільної оптимізації параметрів (дов-
жини й маси ланок ніг) і законів руху крокуючого робота. Ланки робота оп-
тимізують за умови сталої довжини та маси кожної ноги, за критерій опти-
мальності вибрано квадратичний (за моментами активних сил у шарнірах) 
функціонал. Розв’язок задачі побудовано методом параметричної оптимі-
зації з використанням кубічних згладжувальних сплайнів і генетичного ал-
горитму для мінімізації зведеної цільової функції. Аналогічні модель робо-
та, умови руху, задача оптимізації та алгоритм її розв’язання розглянуто в 
статті [21]. Тут за оптимізаційні параметри конструкції робота вибрано па-
раметри пасивних приводів, задіяних у гомілковостопних і плеснофаланго-
вих шарнірах стоп. Пасивний привід моделюється послідовністю лінійних 
пружин (з покроковою активацією), за цільовий функціонал вибрано інтег-
рал від модуля потужностей у тазостегнових і колінних шарнірах. У [24] 
побудовано алгоритм розв’язання задачі сукупної оптимізації параметрів 
пасивних приводів (торсіонних пружин у шарнірах) двоногого робота і за-
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конів його руху. Алгоритм базується на методиці параметризації узагаль-
нених координат робота скінченими рядами Фур’є і числових процедурах 
нелінійного програмування. У праці [36] хода робота моделюється плоскою 
семиланковою системою твердих тіл. Вважається, що маса кожної ланки 
зосереджена в точці, віддаль до якої приймають за оптимізаційний пара-
метр. Узагальнені координати системи параметризують поліномами 4-го 
порядку, коефіцієнти яких також оптимізують. Для розв’язання задачі су-
купної оптимізації використовують генетичний алгоритм. У [40] запропоно-
вано загальну імітаційну структуру для сукупної оптимізації (на множині 
заданих кінематичних схем) конструктивних параметрів і режимів керу-
вання двоногим роботом, що крокує вниз по похилій площині. Розробка ба-
зується на ефективних методах обчислення динаміки систем твердих тіл і 
сучасних числових алгоритмах побудови оптимального керування. Тут роз-
глянуто множину з шести модельних схем робота: п’ять схем відповідають 
моделі з прямими ногами, одна – з колінними шарнірами. У моделях кон-
такт із поверхнею крокування є точковим, водночас враховуються ударні 
ефекти. Передбачено можливість активного та пасивного (за допомогою 
пружинно-демпферних пристроїв) керування ходою робота. За оптимізацій-
ні параметри конструкції вибрано розподіл мас і довжини ланок робота, 
швидкість його переміщення і кут нахилу поверхні крокування, за цільовий 
функціонал – питому (віднесену до одиниць ваги системи та пройденого 
шляху) суму потенціальної енергії системи та роботи активних керувань. 
Для розв’язання задачі сукупної оптимізації параметрів і режимів керувань 
використано прямі методи.  

Запропонована стаття продовжує дослідження, розпочаті в [9]. Тут роз-
в’язуємо задачу сукупної оптимізації параметрів стоп і законів руху дво-
ногого робота, що крокує по нерухомій горизонтальній поверхні під дією ке-
рувань (моментів сил у шарнірах). Для моделювання ходи робота викорис-
товуємо плоску систему дев’яти твердих тіл (корпус та дві чотириланкові 
нижні кінцівки), ходу розглядаємо на проміжку подвійного кроку, де врахо-
вуємо одно- та двоопорні фази руху стоп, а також основні ритмічні, кінема-
тичні та динамічні умови антропоморфного переміщення. На опорні реакції 
стоп накладаємо нестаціонарні обмеження, за критерій якості руху вибира-
ємо квадратичний (за керуваннями) функціонал. Запропоновано алгоритм 
наближеного розв’язування задачі, який ґрунтується на методиці парамет-
ричної оптимізації. З огляду на умови ходи робота вводимо множину неза-
лежно варійованих функцій, які апроксимуємо кубічними згладжувальними 
сплайнами з невідомими параметрами у вузлах дискретизації подвійного 
кроку. Далі, для введених функцій знаходи-
мо параметричні (залежні від параметрів 
апроксимації і параметрів стоп) сім’ї зако-
нів руху і керувань робота, що зводить ви-
хідну задачу оптимального керування (з па-
раметрами) до задачі нелінійного програму-
вання.  

Мета дослідження – побудувати алго-
ритм сукупної оптимізації конструктивних 
параметрів стоп та законів руху двоногого 
робота, розробити відповідний програмний 
комплекс, провести числові розрахунки та 
проаналізувати вплив параметрів стоп на 
характеристики руху досліджуваного робо-
та. Запропонована розробка розвиває підхід 
параметричної оптимізації в розв’язанні за-
дач оптимального керування нелінійними 
локомоційними системами антропоморфного 
типу [4, 8, 9, 20, 21]. 

 
Рис. 1 
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1. Математична модель ходи робота. Розглянемо ходу двоногого робо-
та (антропоморфного типу) по нерухомій горизонтальній поверхні. Обме-
жимось дослідженням його плоско-паралельного руху у сагітальній площи-
ні OXY  (рис. 1). Для моделювання руху використаємо систему дев’яти 
твердих тіл: тіло G  представляє корпус робота, тіла iNK , i iK A , i i iA H M , 

i iM S  – ланки i -ї нижньої кінцівки (відповідно стегно, гомілка та дволанко-
ва стопа); тіла зв’язані між собою ідеальними циліндричними шарнірами 
N , iK , iA , iM , осі яких ортогональні до площини OXY , 1, 2i = . Стопи 

вважаємо безінерційними, а їхні маси зосередженими в шарнірах 1A , 2A . 
Рухається механічна система внаслідок взаємодії активних моментів сил 

iq , iu , ip , iw , прикладених у шарнірах N , iK , iA , iM  відповідно, сил 

реакцій iR , 1, 2i = , опорної поверхні та прискорення сили тяжіння g .  
Рух досліджуваного робота можна описати системою нелінійних дифе-

ренціальних рівнянь [4, 8, 21] 

 
2

1 2
1

cos cos ( cos )ai i i bi i i r x x
i

Mx K K K R R
=

+ α α + β β − ψ ψ = +∑ i i&& &&& ( ) , 
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 1 2( cos sin ) sinr rJ K x y gK q qψ − ψ + ψ − ψ = − −&& && && , 

 2( cos sin ) cos( ) sin( )i i ai i i i bi i i i i i iJ K x y a Kα + α + α + β α − β + β α − β +&& &&& && && [ ]  

 sin ( cos sin )ai i i i i ix i iy igK q u a R R+ α = − + α + α , 

 2( cos sin ) cos( ) sin( )ci i bi i i i bi i i i i i iJ K x y a Kβ + β + β + α α − β − α α − β +&& && &&& && [ ]  

 sin ( cos sin )bi i i i i ix i iy igK u p b R R+ β = − + β + β , 

 1, 2i = , (1) 

та умовами кінетостатичної рівноваги безінерційних стоп 

 ( ) ,      1,2i i Ri iy i ixp x x R y R i= − − = , 

 
0, [ , ), 0,

( ) , [ , ], 0.
i Ri hi mi hi

i mi Ri iy mi ix Ri mi si si

w x x x y

w x x R y R x x x y

= ∈ =

= − − ∈ =




 (2) 

Тут позначено: ( , )x y  – координати точки N  в інерційній системі відліку 

OXY ; ψ , iα , iβ , iγ , iε  – кути відхилення тіл G , iNK , i iK A , i i iA H M , 

i iM S  від вертикалі; M  – сумарна маса механічної системи; ai ai aiK m r= +  

( )i bi fia m m+ + , bi bi bi i fiK m r b m= + , rK rm= , 2( )i ai i bi fiJ J a m m= + + , 

2
ci bi i fiJ J b m= + , i ia NK= , i i ib K A= ; m , r , J  – маса тіла G , відстань 

від його центра маси до шарніра N  і момент інерції відносно N ; aim , air , 

aiJ  – маса тіла iNK , віддаль від його центра маси до N  та його момент 

інерції відносно N ; bim , bir , biJ  – маса тіла iNK , віддаль від його центра 

маси до шарніра iK  та його момент інерції відносно iK ; fim  – зосередже-

на у точці iA  маса стопи i -ї ноги; ( , )hi hix y , ( , )mi mix y , ( , )si six y  – коорди-

нати точок iH , iM , iS  у системі відліку OXY ; ixR , iyR  – вертикальна та 
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горизонтальна складові головного вектора сил реакцій iR , прикладеного в 

точці ( , 0)i RiZ x , 1, 2i = ; g  – прискорення сили тяжіння. Крапкою позначе-

но диференціювання за часом t . Зауважимо, що диференціальні співвід-
ношення (1) є рівняннями Лагранжа другого роду [13], які описують динамі-
ку робота без урахування стоп. Алгебраїчні співвідношення (2) виражають 
баланс моментів активних сил ip , iw  та моментів сил реакцій ixR , iyR . 

Ходу робота досліджуємо на проміжку подвійного кроку [0, ]T , вважа-

ючи її періодичною та антропоморфною. Позначимо через kL , kT  довжину 

і тривалість k -го одинарного кроку, 1, 2k = , а через 1 2L L L= + , 1 2T T T= +  
– довжину і тривалість подвійного кроку. З огляду на антропоморфність 
ходи робота задамо послідовність фаз руху стоп. Для першої стопи прийме-
мо такі фази руху: 1[0, )ht ∈ τ  – перекочування через п’ятку, 1 1[ , )h mt ∈ τ τ  – 

опора на всю стопу, 1 1[ , ]mt T∈ τ  – плеснофалангове перекочування, 

1 1( , )st T∈ τ  – перекочування через носок, 1[ , )st T∈ τ  – перенесення стопи. 

Аналогічно означимо фази другої стопи: 2(0, )st ∈ τ  – перекочування через 

носок, 2 1[ , )st T∈ τ  – перенесення стопи, 1 2[ , )ht T∈ τ  – перекочування через 

п’ятку, 2 2[ , )h mt ∈ τ τ  – опора на всю стопу, 2[ , ]mt T∈ τ  – плеснофалангове 

перекочування.  
Із антропоморфності ходи робота випливають 

(а) ритмічні умови на тривалість фаз [15, 47]: 

 2 1 1 1 20 s m s mT T< τ < τ < < τ < τ < ; (3) 

(б) геометричні в’язі, які виражають умови контактування точок стоп iH , 

iM , iS  з поверхнею опори: 

 ( ) ,    ( ) 0,    0,    ( ) 0,     [ , )hi hi hi si mi Mi i hix t x y t y y t t≡ ≡ > > η ≡ ∈ τ τo , 

 ( ) ,    ( ) ( ) ( ) 0,        [ , )hi hi hi mi si hi mix t x y t y t y t t≡ ≡ ≡ ≡ ∈ τ τo , 

   1 ( ) , 0,    ( ) ( ) 0,     [ , ]mi mi hi mi si mi ix t x y y t y t t +≡ > ≡ ≡ ∈ τ τo , 

 3( ) ,  0,    ( ) 0,    ( ) 0,     ( , )  si si hi mi si Mi i six t x y y y t t t −≡ > > ≡ η ≥ ∈ τ τo , 

 40,      0,      0,      ( ) 0,      [ , )hi mi si Mi si iy y y t t −> > > η ≥ ∈ τ τ , 

 1, 2i = , (4) 

де ( ) ( ) ( )Mi i i Mit t tη ≡ ε − γ − ϕ  – кут у шарнірі iM  між прямими i iH M  та 

i iM S , Mi i i iA M Hϕ = ∠ , 1 0τ = , 2 1Tτ = , 3 Tτ = ; hixo , mixo , sixo  – задані 

параметри, які виражають абсциси точок iH , iM , iS  відповідно у моменти 
часу, коли стопа дотикається цими точками опорної поверхні; параметри 

hixo , mixo , 1sxo  однозначно задаються на проміжку [0, )T , параметр 2sxo  – на 

проміжках одинарних кроків (різні значення на різних кроках); зазначені 
параметри залежать від лінійних розмірів стоп та довжин кроків: 

1mi hi ix x= +o o l , 2si mi ix x= +o o l , 1i i iH M=l , 2i i iM S=l , 2 1 1h hx x L= +o o ; 

(в) обмеження динамічного характеру: 

 1 1 30,      ,      0,      [ , ) [ , )iy ix iy Ri i i i i siR R R x t + −> ≤ χ ≥ ∈ Λ = τ τ τ τ& ∪ , 

 2 4( ) ( ) 0,      ( ) 0,      [ , )iy ix R si iR t R t x t t −≡ ≡ ≡ ∈ τ τ , 
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 ,      [ , )hi Ri mi i mix x x t≤ ≤ ∈ τ τo o , 

   2 1 3,     [ , ) [ , )mi Ri si i mi i i six x x t + −≤ ≤ ∈ Λ = τ τ τ τo o ∪ , 

 1, 2i = , (5) 
де χ  – коефіцієнт тертя між стопою та опорною поверхнею. Співвідношен-
ня (5) виражають вільне упирання стоп на поверхню крокування і їхнє 
непроковзування, а також задають межі зміни положення точки iZ  та мо-
нотонність її переміщення. Як свідчать експериментальні дослідження ходи 
людини [47], під час опори на i -ту стопу точка iZ  монотонно переміщуєть-

ся від п’ятки iH  до носка iS . Для фази [ , )i mit ∈ τ τ , незважаючи на те, що 

i -та стопа контактує з опорною поверхнею всією своєю основою i i iH M S  

( ( ) ( ) ( ) 0hi mi siy t y t y t≡ ≡ ≡ ), вважаємо, що основне навантаження контактної 

взаємодії стопи з поверхнею опори припадає саме на відрізок i iH M . Для 
стопи на фазах перенесення опорні реакції відсутні (рівні нулеві), також на 
цих фазах, для визначеності, покладаємо 2 ( ) 0Rx t ≡ . 

Задамо положення (на опорній поверхні) окремих точок стоп у почат-
ковий момент часу 0t = , а також умови періодичності руху робота на про-
міжку [0, ]T  (за кутами та ординатою y ):  

 1 1 1 2 1 1,1 2 2(0) ,    (0) 0,    (0) ,    (0) 0h h h m h mx x y x x L y= = = + − =o o l , 

 ξ ξ ξ ξ( ) (0) ,        ( ) (0)T T= + =L & & , (6) 

де ξ 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , , , , , , , , )x y= ψ α α β β γ γ ε ε  – вектор узагальнених координат ро-

бота, ( ,0, , 0)L=L …  – вектор розмірності 11. Параметр 1hxo  виражає абсци-

су п’ятки 1H  на початку подвійного кроку, для визначеності у (4), (6) зада-

ємо 1 0hx =o . У момент часу 0t =  робот обома ногами спирається на опорну 

поверхню: перша нога винесена вперед і упирається на поверхню п’яткою 

1H , друга нога (позаду) – передньою частиною стопи 2 2M S . Водночас від-

стань між точками стоп 1M  і 2M  визначається довжиною «нульового» кро-

ку, рівною довжині другого кроку 2L . Перший крок робот здійснює другою 

ногою, другий крок – першою ногою. У момент часу t T= , згідно з умовами 

періодичності (6), маємо 1 1( )h hx T x L= +o , 1( ) 0hy T = , 2 1 1,1( )m hx T x= + +o l  

1L+ , 2 ( ) 0my T = . Зазначимо також, що у початковий момент часу 0t =  

кутові координати робота не за-
даються, вони визначаються під 
час розв’язання відповідної за-
дачі оптимізації. 

Розподіл фаз руху стоп на 
інтервалі (0, )T  схематично зоб-
ражено на рис. 2 (подограма хо-
ди). Області сірого кольору від-
повідають проміжкам часу, на 
яких відповідні точки стоп кон-
тактують з поверхнею опори. 
Наведені зверху величини виражають кількість ступенів вільності системи 
на відповідній фазі. 

2. Оптимізація параметрів стоп та законів руху робота. Під час дослі-
дження задачі оптимізації вважаємо, що нижні кінцівки робота є ідентич-

 
Рис. 2 
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ними між собою (за своїми лінійними та масоінерційними параметрами ла-
нок). Також, з огляду на те, що у розглядуваній моделі робота інерційними 
властивостями стоп нехтуємо, припускаємо, що варіювання лінійних роз-
мірів стоп не впливає на їхню масу.  

Виберемо (у безрозмірному вигляді) параметри стоп, які будемо опти-
мізувати: 1 1 1 2 2/ /c A C A C= =l l , 2 1 1 2 2/ /c H C H C= =l l , 3 2/c = l l , де 

1 2i i= +l l l  – довжина стопи, точкою iC  по-

значено проекцію шарніра iA  на основу сто-

пи i iH M , 1,2i =  (рис. 3). Зазначимо, що па-

раметри 1c , 2c  задають положення шарніра 

iA  відносно основи i iH M , параметр 3c  ви-

ражає відносну довжину носка i iM S . Опти-
мізацію параметрів стопи виконуємо за умови її сталої довжини, а також 
додаткових обмежень: 

 0 0 1
2 3,       ,    1,2,3,        1j j jc c c j c c= ≤ ≤ = + ≤l l , (7) 

де 0l , 0
jc , 1

jc , 1,2,3j = , – задані сталі величини, що задовольняють умови 

0 0>l , 0 1
1 10 1c c≤ < < , 0 1

2 20 1c c≤ < < , 0 1
3 30 1c c< < < . Остання нерівність у 

(7) означає, що під час варіювання параметрів стопи шарнір iM  не може 

розміщуватися між точками iH  та iC . 
Нехай також задаються обмеження на компоненти вектора опорних ре-

акцій iR : 

 0 1 0 1( ) ( ) ( ),       ( ) ( ) ( )ix ix ix iy iy iyR t R t R t R t R t R t≤ ≤ ≤ ≤ , 

 [0, ],       1,2t T i∈ = , (8) 

та обмеження на міжланковий кут у колінному шарнірі робота (хода колі-
нами вперед) 

 ( ) ( ) ( ) 0,       [0, ],       1,2Ki i it t t t T iη ≡ α − β ≥ ∈ = . (9) 

Тут 0,1( )ixR t , 0,1( )iyR t , 1,2i = , – задані на проміжку [0, ]T  функції. З огляду 

на вимогу антропоморфності ходи робота, ці функції можна побудувати за 
допомогою середньостатистичних даних експериментальних біомеханічних 
вимірювань ходи людини [47]. Доцільність використання цих даних можна 
також мотивувати тим, що хода людини є енергоефективною, відповідно і 
використання характеристик такої ходи сприятиме пошуку енергоощадли-
вих режимів керування рухом двоногого робота [34]. 

Позначимо через 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , , , , , )q q u u p p w w=u  вектор керування, а 

через 1 2 3( , , )c c c=c  – вектор оптимізаційних конструктивних параметрів 
стопи робота. Сформулюємо таку задачу [9].  

Задача 1. На проміжку подвійного кроку [0, ]t T∈  для заданих довжин 

1L > l , 2L > l  і тривалостей 1T , 2T  одинарних кроків визначити такі ∗c , 

ξ ( )t∗  та ( )t∗u , які з огляду на рівняння руху робота (1), (2) і накладені об-
меження (3)–(9) мінімізують функціонал  

 
2

2 2 2 2

10

1 ( ) ( ) ( ) ( )
T

i i i i
i

q t u t p t w t dt
L =

 Φ = + + +  ∑∫ . (10) 

Зауважимо, що квадратичний функціонал типу (10) часто використову-
ють у задачах оптимального керування робототехнічними системами [1, 9, 

 
Рис. 3 
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25, 39, 42, 43]. У випадку, коли системою керують за допомогою електро-
двигунів, такий функціонал (за певних припущень) характеризує сумарну 
кількість джоулевого тепла, яке виділяється в обмотках роторів двигунів [1, 
29, 39]. 

Вкажемо на деякі особливості задачі 1. По-перше, маємо задачу су-
купної оптимізації законів руху механічної системи та її конструктивних 
параметрів, тобто маємо задачу оптимального керування з параметрами. 
По-друге, досліджувана система характеризується істотною нелінійністю 
рівнянь руху та взаємною залежністю рухів для різних ступенів вільності, 
наявністю нестаціонарних обмежень кінематичного та динамічного характе-
ру. По-третє, на введеній послідовності ритмічних фаз система має змінну 
кількість ступенів вільності, а на двоопорних фазах 2[0, )sτ , 1 1[ , )sT τ  система 

є статично невизначеною. Водночас тривалості фаз hiτ , miτ , siτ , 1,2i = , 

невідомі. Усе це істотно ускладнює застосування методів класичної теорії 
оптимального керування [14] і відповідних числових алгоритмів [16] для 
розв’язання задачі. Зокрема, методи на основі принципу максимуму Понт-
рягіна приводять до розв’язання двоточкових крайових задач для систем 
нелінійних диференціальних рівнянь, що вимагає значних обчислювальних 
ресурсів. Використання методу динамічного програмування потребує роз-
в’язання нелінійних диференціальних рівнянь із частинними похідними, що 
також часто призводить до принципових труднощів. 

Ефективною в дослідженні сформульованої задачі є методика парамет-
ричної оптимізації, що базується на поданні узагальнених координат і/або 
керувань механічної системи у вигляді лінійної комбінації заданих (базис-
них) функцій із невідомими параметрами, що зводить вихідну задачу опти-
мального керування до задачі нелінійного програмування [3–5, 21–25, 30, 
40–43]. Основна перевага цієї методики – це можливість відмовитися від 
трудомісткого розв’язання двоточкових крайових задач для систем неліній-
них диференціальних рівнянь, які отримуємо згідно з принципом максиму-
му Понтрягіна. Щодо обчислювальних витрат, то алгоритми нелінійного 
програмування є дещо простішими (а набір відповідних процедур у бібліо-
теках прикладних програм є повнішим), ніж алгоритми розв’язання задач 
оптимального керування нелінійними багатовимірними системами. Проте 
успіх використання такого підходу повною мірою залежить від вибору спо-
собу параметризації і базисних функцій. Так, у працях [3, 24, 42] для па-
раметризації узагальнених координат використовують скінченні ряди 
Фур’є, у [22, 25] – поліноми четвертого степеня, в [31, 35, 43] – кубічні 
сплайни, в [4, 8, 9, 20, 21] – згладжувальні кубічні сплайни. У [30] узагаль-
нені координати параметризують кусково-кубічними поліномами, керуван-
ня – кусково-лінійними функціями, за параметри оптимізації приймають 
значення координат і керувань у вузлах дискретизації часового проміжку, 
у [40] керування параметризують кубічними поліномами. Проте парамет-
ризація всіх узагальнених координат і керувань призводить до порівняно 
великої кількості шуканих параметрів у відповідній задачі нелінійного про-
грамування, що ускладнює її розв’язання. Також у випадку параметризації 
керувань необхідно інтегрувати систему рівнянь руху, що призводить до 
додаткових витрат обчислювального процесу. Тому доцільною тут є пара-
метризація мінімально необхідної кількості незалежно варійованих функцій 
– частини узагальнених координат (або функцій від них), які вибирають з 
огляду на обмеження, накладені на рух системи. Це, своєю чергою, змен-
шує кількість шуканих параметрів оптимізації.  

Нижче для розв’язання задачі 1 використовуємо саме таку методику: 
1°) відповідно до кількості ступенів вільності робота на введених ритмічних 
фазах формуємо множину незалежно варійованих функцій, які однозначно 
визначають його рух на проміжку [0, ]T ; 2°) введені функції апроксимуємо 
кубічними згладжувальними сплайнами з невідомими параметрами у вуз-
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лах дискретизації [0, ]T ; 3°) із рівнянь руху (1), (2) знаходимо параметрич-
ну сім’ю керувань, що зводить функціонал (10) до функції багатьох змінних 
– параметрів апроксимації і конструктивних параметрів стоп; 4°) накладе-
ні на ходу робота нестаціонарні обмеження задовольняємо методом зовніш-
ніх штрафних функцій [7], заздалегідь звівши їх до інтегрального вигляду; 
5°) отриману задачу безумовної мінімізації функції багатьох змінних роз-
в’язуємо за допомогою генетичного алгоритму. Зауважимо, ùî òàêèé ï³äõ³ä 
дає можливість ïîáóäóâàòè наближений ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 1. Однак, врахо-
вуючи те, що використання êëàñè÷íèõ ìåòîä³â îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ 
наражається на çíà÷í³ òðóäíîù³, çàñòîñóâàííÿ запропонованої ìåòîäèêè 
äàº змогу упродовж порівняно невеликого проміжку ÷àñу розрахувати суб-
оптимальні параметри стоп і режим êåðóâàííÿ ходою двоногого робота. 

З огляду на кількість ступенів вільності крокуючого робота на прийня-
тих фазах руху введемо таку множину незалежно варійованих функцій: 

 
5

1 1 2
1

,      ( ), ( ), ( ), ( ) , [0, ]k g K K
k

x t x t t t t T
=

Ω = ω ω = η η ∈∪ { } , 

 2 2 1 1 3 1 2 1( ), ( ) , [0, ],         ( ), ( ) , [ , ]t t t T t t t T Tω = α γ ∈ ω = α γ ∈{ } { } , 

 4 2 2 2 1 5 1 1 1( ), ( ) , [ , ],     ( ), ( ) , [ , ]M s M st t t T t t t Tω = γ η ∈ τ ω = γ η ∈ τ{ } { } , (11) 

де ( ) sin ( )gx x t r t= − ψ  – абсциса центра маси тіла G , r  – віддаль від 

центра маси тіла G  до шарніра N . Функції множин 4ω , 5ω  описують рух 
стоп на фазах їх перенесення над поверхнею опори. 

Згідно з (11) на одноопорних фазах руху маємо 8 незалежних функцій, 
на двоопорних – 6, що досить для того, щоб задати рух робота ξ ξ( )t=  на 

проміжку [0, ]t T∈  (див. рис. 2). Справді, на всіх фазах руху кутове відхи-

лення корпусу рівне arcsin ( ( ) )/gx t x rψ = −[ ] . Для визначення решти уза-
гальнених координат механічної системи скористаємось співвідношеннями 

 sin sin ,      cos cosi i i i i i i i i ix x a b y y a b= + α + β = − α − β , 

 3 3sin ( ),    cos ( )  hi i i Ai i hi i i Ai ix x y y= − ϕ − γ = − ϕ − γl l , 

 4 4sin ,      cosmi i i i mi i i ix x y y= + γ = − γl l , 

 2 2sin ,      cossi mi i i si mi i ix x y y= + ε = − εl l , (12) 

де 3i i iA H=l , 4i i iA M=l , Ai i i iH A Mϕ = ∠ , 1, 2i = . На двоопорних фазах 

руху 1(0, ]hτ , 1 2( , ]h sτ τ  задано кут 1γ  і координати точки 1 1( ,0)hH xo , що дає 

змогу обчислити координати точки 1 1 1( , )A x y . Далі, за відомими x , 1x , 1y , 

1Kη  із перших двох співвідношень у (12) знаходимо ординату y  та кут 1α , 

після чого для заданих 2α  і 2 2 2Kβ = α − η  обчислюємо координати 2 2 2( , )A x y . 

Оскільки на зазначених фазах координати точки 2 2( , 0)sS xo  відомі, із чоти-
рьох останніх співвідношень у (12) визначаємо решту узагальнених коорди-
нат, 2γ , 2ε . На наступних двох фазах 2 1( , ]s mτ τ , 1 1( , ]m Tτ  друга стопа пере-

носиться, причому її кутові переміщення 2γ , 2 2 2M Miε = γ + η + ϕ  відомі. 

Аналогічно до перших двох фаз спочатку за відомим положенням точки 

1 1( , 0)mM xo  обчислюємо координати 1 1 1( , )A x y , після чого знаходимо решту 

шуканих узагальнених координат y  та 1α . Для фаз на другому кроці 

1( , ]T T  процедура визначення узагальнених координат робота збігається (з 
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точністю до номера ноги) з процедурою для відповідних фаз на першому 
кроці. Отже, для заданих незалежно варійованих функцій (11) узагальнені 

координати ξ  визначаються однозначно. Узагальнені швидкості ξ&  і приско-

рення ξ&&  обчислюємо диференціюванням виразів функціональних залеж-
ностей узагальнених координат від функцій (11).  

Для визначення векторів керувань ( )tu  і реакцій 1 1( , )Rx tR , 2 2( , )Rx tR , 

які реалізують заданий рух робота ( )tξ = ξ , скористаємось рівняннями 

руху (1), (2). Маємо 11 рівнянь з 14-ма невідомими iq , iu , ip , iw , ixR , 

iyR , Rix , 1, 2i = . Для зручності опису алгоритму позначимо ліві частини 

співвідношень (1) через 1f , 2f , 3f , 4if , 5if  відповідно. Розглянемо перемі-

щення робота на першому кроці. На двоопорних фазах 1[0, ]hτ , 1 2[ , ]h sτ τ  

шуканих керувань і реакцій є більше, ніж рівнянь (механічна система є 
статично невизначеною). За надлишкові невідомі виберемо 1( )Rx t , 2 ( )Rx t , 

2 ( )xR t , які задамо на вказаних фазах у вигляді кубічного полінома Ерміта, 
використавши для цього їхні значення і значення їхніх похідних у моменти 
часу 0t = , 2st = τ . Далі, підсумувавши з третього до сьомого рівняння в (1) 

і всі рівняння (2), після підстановки в отриману суму виразів для ix , iy  із 

(12) та 1 1 2x xR f R= −  остаточно одержуємо систему двох алгебраїчних рів-

нянь з невідомими 1yR , 2yR : 

 1 2 2y yR R f+ = , 

 1 1 2 2 6 1 2R y R yx R x R f yf xf+ = − + , (13) 

де 6 3 4,1 4,2 5,1 5,2f f f f f f= + + + + . Система (13) має єдиний розв’язок за умов 

2 2
1 2 0R Rx x+ > , 1 2R Rx x≠ . Перша з цих нерівностей виконується завжди 

(для розглядуваної моделі ходи), друга – за умови 1 2h sx x>o o , яка, з огляду 

на співвідношення 2 1 2s hx x L= + −o o l , еквівалентна умові 2L > l  (довжина 

кроку першої ноги має бути більшою, ніж довжина стопи). Підставивши 
розв’язки системи рівнянь (13) 

 1 2 2 6
1 2 2 1

2 1

( )
,      R

y y y
R R

yf x x f f
R R f R

x x
− − −

= = −
−

, (14) 

у співвідношення (1), (2), послідовно знаходимо шукані керування 

 1 2 2 2 2 2 20,           ( )m R y m xw w x x R y R= = − − , 

 5( ) ,      ( cos sin )i i Ri iy i ix i i i i ix i iy ip x x R y R u f p b R R= − − = + − β + β , 

 4 ( cos sin ),      1,2i i i i ix i iy iq f u a R R i= + − α + α = . (15) 

На наступних одноопорних фазах 2 1[ , ]s mτ τ , 1 1[ , ]m Tτ  друга стопа перено-

ситься над опорною поверхнею, тому для неї запишемо: 2 0xR = , 2 0yR = , 

2 0Rx = . Далі з рівнянь (1), (2) одержуємо 

 2 2 2 5,2 2 4,2 2 1 1 1 20,    0,    ,    ,    ,    x yw p u f q f u R f R f= = = = + = = , 

 1 1 3 1 1 4,1 1 1 1 2 1,      ( cos sin )q q f u q f a f f= − − = − + α + α , 

 1 1 5,1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1( cos sin ),      ( ) /R x yp u f b f f x x y R p R= − + β + β = − + , 
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 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1 1 1

0, ,

, .( )
h R m

m R y m x m R s

x x x
w

x x R y R x x x

= 


≤ <
− − ≤ ≤

o

o  (16) 

Для фаз на другому кроці, 1( , ]t T T∈ , алгоритм знаходження векторів 

( )tu , 1 1( , )Rx tR , 2 2( , )Rx tR  збігається (з точністю до номера ноги) з алгорит-

мом для відповідних фаз на першому кроці. На двоопорних фазах 1 2[ , ]hT τ , 

2 1[ , ]h sτ τ  невідомі 1( )Rx t , 2 ( )Rx t , 1 ( )xR t  довизначаємо (кубічними полінома-

ми Ерміта) за їхніми значеннями та значеннями їхніх похідних у моменти 
часу 1t T= , 1st = τ . Реакції 1yR , 2yR  знаходимо із системи рівнянь (13) за 

умови 2 1h sx x>o o , яка еквівалентна умові 1L > l  (довжина кроку другої ноги 

має бути більша від довжини стопи). Остаточно невідомі iyR , ip , iu , iq , 

1, 2i = , даються виразами (14), (15), 2 1 1x xR f R= − , 1 1 1 1( )m R yw x x R= − −  

1 1m xy R− , 2 0w = . Далі, на одноопорних фазах 1 2[ , ]s mτ τ , 2[ , ]m Tτ  задаємо 

1 1 0x yR R= = , 1 0Rx = , після чого з рівнянь (1), (2) знаходимо решту шука-

них невідомих. Вирази для них можна отримати зі співвідношень (16), у 
яких потрібно зробити взаємозаміну індексів 1 ↔ 2. 

Отже, задавши за допомогою функцій (11) рух робота на проміжку по-
двійного кроку [0, ]T , можна, згідно з описаним вище алгоритмом, обчисли-

ти необхідні для цього керування ( )tu  і реакції 1 1( , )Rx tR , 2 2( , )Rx tR . 

Для параметризації функцій множин 1ω , 2ω , 3ω  використовуємо ку-
бічні згладжувальні сплайни. Як зазначено у [8], такі сплайни вигідно від-
різняються від звичайних сплайнів, оскільки розраховані за їх допомогою 
кінематичні та динамічні характеристики механічної системи мають плавні-
шу поведінку і менші порогові значення. Відомо [10], що кубічний згла-

джувальний сплайн ( )S tω , що апроксимує на проміжку 0 1[ , ]t t  функцію 

( )tω , визначається вузлами дискретизації 0 0 1 n
t ω

ω ω ω ωΘ = = σ < σ < < σ =…{  

1t= } , значеннями функції ( )tω  у вузлах 0 1, , ,
n

z z z ω
ω ω ω…{ }  з відповідними ко-

ефіцієнтами згладжування 0 1, , ,
nω

ω ω ωρ ρ ρ…{ } , поліномом не вище третього 

степеня на проміжках 1[ , ]k k
ω ω

+σ σ , 0,1, , 1k nω= −… , та одним із таких типів 

граничних умов: 

 0 0( ) ( ),      ( ) ( )
n n

S S S S
ω ω

ω ω ω ω ω ω ω ωσ = σ σ = σ& & && &&  (17) 

або  

 0( ) ,      ( )
n

S a S bω
ω ω ω ω ω ωσ = σ =& & . (18) 

Зазначимо, що під час побудови сплайна Sω  коефіцієнти згладжування 

задаємо заздалегідь, водночас для вузла k
ωσ  з коефіцієнтом 0k

ωρ =  справд-

жується рівність ( )k kS zω ω ωσ = . Сплайн Sω  має на всьому проміжку 0 1[ , ]t t  

неперервні першу та другу похідні за часом t . 
Для функцій множини 1ω  використовуємо сплайни з умовами (17), для 

функцій множин 2ω , 3ω  – сплайни з умовами (18), де задаємо 1 2
0 0
ω ωσ = σ =  

0= , 2 3
2 0 1n

Tω
ω ωσ = σ = , 1 3

1 3n n
Tω ω

ω ωσ = σ = , дискретизацію проміжку [0, ]T  для 
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x , gx  проводимо за умови 1
xT ∈ Ω , 1

gx
T ∈ Ω  [4]. Для кожної функції 

1 2 3ω ∈ ω ω ω∪ ∪  коефіцієнти згладжування 0 1, , ,
nω

ω ω ωρ ρ ρ…  є параметрами 

алгоритму, які задаємо апріорі: для 1Kη , 2Kη  всі коефіцієнти рівні ηρ , для 

x , gx  у вузлах, що відповідають 10, ,t T T= , коефіцієнти рівні нулеві, для 

решти вузлів – відповідно xρ , gxρ , для iα  (на проміжку 3 4[ , ]i i− −τ τ ) для 

крайніх вузлів коефіцієнти рівні нулеві, для решти вузлів – αρ , для iγ  (на 

1[ , ]i i+τ τ ) для крайніх і двох проміжних вузлів (див. [4]) коефіцієнти рівні 

нулеві, для решти вузлів – γρ . Величини 0 1, , ,
n

z z z ω
ω ω ω… , aω , bω  – змінні па-

раметри (кінематики), які розраховуємо під час розв’язання задачі 1. Час-
тиною цих параметрів забезпечуємо виконання умов (4) (крім останнього 
рядка) і (6). Також до цих параметрів віднесемо величини (0)ψ , 1( )Tψ  і по-

хідні 
2

1 2 2 0,
, ,

s
R R x t

x x R
= τ

&& &{ } , 
1 1

1 2 1 ,
, ,

s
R R x t T

x x R
= τ

&& &{ } , 1 1( )Tγ& , 2 ( )Tγ& . Отримані в 

такий спосіб усі змінні кінематичні параметри системи позначимо через 
вектор z . 

Функції множин 4ω , 5ω , що описують рух безінерційних стоп під час 

їх перенесення, задаємо у вигляді лінійних функцій від часу t : 

 4
4

4 4 2
( ) ( ) ,      ( )si i

i i i i si Mi Mi si
i si i s

t t−
−

− −

− τ τ −
γ = γ τ − γ τ η = η τ

τ − τ τ − τ
[ ] , 

 4[ , ]si it −∈ τ τ , 

де момент часу завершення двоопорної фази siτ  визначаємо, аналізуючи 

розміщення точок iA , iM , iS  відносно осі OX , 1, 2i = . Тривалості решти 

фаз розраховуємо в процесі побудови обертового руху стоп ( )i tγ , 1[ , ]i it +∈ τ τ , 

водночас забезпечуючи виконання ритмічних умов (3), 1,2i =  [4]. Якщо під 
час перенесення стопа опускається нижче від допустимого рівня δ  ( δ  – за-
даний параметр) над опорною поверхнею, поворотом її ланок навколо шар-
нірів iA , iM  намагаємось розмістити стопу на допустимому рівні. Також за 

допомогою повороту ланок стопи забезпечуємо виконання умови 0Miη ≥ . У 

випадку, якщо такий поворот не приводить до бажаного результату, фіксу-
ємо стопу в горизонтальному положенні, а величину відхилення від рівня δ  
подаємо у вигляді відповідної штрафної функції (див. нижче). 

Зауважимо, що для використаного способу апроксимації другі похідні 

від узагальнених координат ( )tξ&& , крім ( )x t&& , ( )tψ&& , мають розриви (першого 

роду) в моменти часу 10, ,t T T= . Це пояснюється тим, що функції множин 

2ω , 3ω  апроксимуємо на проміжках одинарних кроків робота, і неперерв-
ність других похідних на кінцях цих проміжків не забезпечується. 

Решту умов (4), (5), (8), (9) задовольняємо за допомогою методики зов-
нішніх штрафних функцій, попередньо зобразивши обмеження типу нерів-
ностей у відповідній інтегральній формі  

 0 2 1 2 1 0 2

0 0

1 ( ) ( ) ,    ( )
ix ix

ix

T T

R ix ix ix ix R ix ix
R

V R R R R dt C R R dt
C + += − + − = −∫ ∫[ ] , 

 0 2 1 2 1 0 2

0 0

1 ( ) ( ) ,  ( )  
iy iy

iy

T T

R iy iy iy iy R iy iy
R

V R R R R dt C R R dt
C + += − + − = −∫ ∫[ ] , 
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i i
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τ
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1

1 ( ) ( )
mi

hi

i

x hi Ri Ri miV x x x x dt
τ

+ +
τ
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l
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2

2 2

2

1 ( ) ( )
si

i

x mi Ri Ri siV x x x x dt+ +
Λ

= − + −∫ o o
l

[ ] , 

 1, 2i = , (19) 

де позначено: ( )v v+ =  за умови 0v ≥  і ( ) 0v + =  за умови 0v < . У виразах 

(19) спочатку виконуємо операцію ( )v + , після чого підносимо до квадрату. 
Після параметризації функцій (11) знаходимо, згідно з описаним вище 

алгоритмом, параметричну сім’ю законів руху робота ( , , )tξ = ξ c z , де за-
лежність узагальнених координат від вектора c  конструктивних парамет-
рів стоп визначається співвідношеннями (12), від вектора z  – способом па-
раметризації. Далі, використавши підхід обернених задач динаміки, із рів-
нянь руху (1), (2) отримуємо відповідні ( , , )tu c z , ( , , )i tR c z , ( , , )Rix t c z , 1,2i = . 

Підстановкою цих параметричних виразів у функціонал (10) та інтеграли 
(19) зводимо задачу 1 до задачі нелінійного програмування [7, 23]: 

 ,( , ) , ( , ) minΦ + λ →c zc z V c z , (20) 

де Φ  – функція (багатьох змінних), до якої зводиться функціонал (10), λ  – 
вектор заданих величин (штрафних коефіцієнтів), V  – вектор-функція, 
компонентами якої є значення виразів (19). Також вектор V  містить компо-
ненти, які оцінюють величину розриву прискорень ( )y t&& , 1( )tα&& , 2 ( )tα&&  у мо-

менти часу 10, ,t T T= : ( ) ( )k ky y− +τ − τ&& && , ( ) ( )i k i k
− +α τ − α τ&& && , 1,2 3k = , 1,2i = . 

Введення цих штрафних величин дає змогу зменшити амплітуду збурень 
руху системи, зумовлених ударними ефектами, що загалом підвищує плав-
ність поведінки кінематичних і динамічних характеристик побудованого 
субоптимального процесу. Для розрахунку динамічних характеристик сис-
теми, а також для обчислення інтегралів (10), (19), використовуємо рівно-
мірні сітки часових проміжків 1[0, ]T , 1[ , ]T T . Зведену задачу оптимізації 
(20) розв’язуємо генетичним алгоритмом із дійсним кодуванням [12]. Перс-
пективним тут видається також використання новітнього евристичного ал-
горитму Jaya та інтелектуальних алгоритмів, що базуються еволюційних 
обчисленнях [19, 28, 37].  

Описаний алгоритм сукупної оптимізації параметрів стопи і законів 
руху двоногого робота реалізовано у вигляді комплексу програм (у середо-
вищі Inprise Delphi 7 [11]). Проведено серію числових експериментів, аналіз 
результатів яких підтвердив ефективність запропонованої методики. 

3. Числове моделювання. Опишемо окремі числові результати розв’я-
зання сформульованої вище задачі оптимізації. Аналогічно до [9] задачу 
розв’язували за умови симетричності ходи робота, коли одинарні кроки 
рівні між собою (за тривалістю і довжиною) і на проміжку подвійного кроку 
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одна нога повторює рух іншої із запізненням у часі /2T : 

 1 3 1 1 3( ) ( ) ,  ( ) ( ),  1,2,  [0,  ]      i i i iT t t T t t i t T− −ξ + = ξ + ξ + = ξ = ∈L
& &% % % % , 

де ( , , , , , , )i i i i ix yξ = ψ α β γ ε% , 1 1( , 0,0, 0,0,0,0)L=L  – вектори розмірності 7, 

1 2 /2T T T= = , 1 2 /2L L L= = . Параметри одинарних кроків робота задавали 

такими: 1 2 0.755L L= = м, 1 2 0.57T T= = с. 
Розглядали модель робота з такими конструктивними параметрами: 
46.7m = кг, 0.39r = м, 7.1J = Нм2, 0.508ia = м, 10.8aim = кг, 0.254air = м, 

0.943aiJ = Нм2, 0.492ib = м, 1.2bim = кг, 0.246bir = м, 0.0971biJ = Нм2, 

1.2fim = кг, 0.9χ = , 1,2i = . Зауважимо, що параметри тіл iNK , i iK A  за-

давали згідно з результатами статті [9], де було розраховано оптимальні 
лінійні та масоінерційні характеристики цих тіл. 

В обмеженнях на оптимізаційні конструктивні параметри стопи (7) ста-

лі величини приймали значення: 0 0.29=l м, 0
1 0c = , 1

1 0.5c = , 0
2 0c = , 

1
2 0.5c = , 0

3 0.05c = , 1
3 0.5c = . Межі 0

,ix iyR , 1
,ix iyR  областей зміни допустимих 

значень опорних реакцій задавали на підставі експериментальних дослід-
жень ходи людини [47]. 

Параметрам числової схеми алгоритму надавали таких значень: xn =  

25gx
n= = , 14inα = , 21inγ = , 22Kinη = , 210gxx α γ −ρ = ρ = ρ = ρ = , ηρ =  

410−= . Компоненти вектора λ  у виразі для зведеної цільової функції (20) 

приймали значення: 310
ix iy i ixyR R R Rλ = λ = λ = λ = , 510

Rixλ =& , 
hmsi Kiy ηλ = λ =  

710= , 410
hi six xλ = λ = , штрафні коефіцієнти у точках розриву функцій y&& , 

1α&& , 2α&&  задавали рівними 310 , 1,2i = . Значення вказаних параметрів були 
підібрані у ході числових експериментів з урахуванням компромісу між 
точністю і тривалістю обчислень. 

Мінімізацію функції (20) проводили модифікованим генетичним алго-
ритмом з дійсним кодуванням, в якому задавали такі параметри (див. [12]): 
розмір популяції – 900 особин, максимальна кількість епох – 500, ймовір-
ність схрещування – 0.95 , ймовірність мутації хромосом – 0.85 , у неодно-
рідній мутації 2b = , у SBX- η  схрещуванні 20η = , у UNDX схрещуванні 

6=æ , 0.1ι = , в операторах мутації параметр 0.01λ = . Точність за пара-
метрами оптимізації і значенням цільової функції становили відповідно 

610−  і 110− , сумарна кількість параметрів оптимізації – 86. Обчислення ви-
конували на комп’ютері з процесором Intel Сore I7–3610M (частота 2.3ГГц) 
та оперативною пам’яттю 8Гб. Час розв’язування задачі становив: для по-
слідовного аналога генетичного алгоритму – 303 хв 1 сек, а для розпарале-
леного аналога (8 потоків) – 79 хв 31 сек.  

У результаті розв’язання досліджуваної задачі отримали оптимальні 

значення конструктивних параметрів стоп 1 0.423c∗ = , 2 0.361c∗ = , 3 0.388c∗ = , 

які відповідають лінійним розмірам: 0.123i iA C = м, 0.105i iH C = м, 

0.113i iM S = м; решта параметрів стоп: 1 0.177i =l м, 3 0.162i =l м, 

4 0.143i =l м, 70.8Aiϕ = °, 59.7Miϕ = °, 1, 2i = . Мінімальне значення цільо-

вого функціонала (10) становить 2144.5∗Φ = , що є у 2.44  рази меншим від 
значення, досягнутого оптимізацією розмірів тільки стегна та гомілки [9].  

Побудований субоптимальний закон руху робота характеризується 
ритмічними параметрами:  
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1 0.15h Tτ = , 1 0.41m Tτ = , 1 0.61s Tτ = ,  

2 0.65h Tτ = , 2 0.91m Tτ = , 2 0.11s Tτ = . 

Відповідні кінематичні та динамічні характеристики зображено на 
рис. 4–11 (суцільні лінії). Тут час t  виражено у відсотках стосовно T , кути 
– у градусах, динамічні характеристики віднесені до сумарної маси робота 

74.1M = кг і виражені: моменти – у Нм/кг, реакції – у Н/кг. Для порівнян-
ня на цих графіках штриховими лініями наведено межі допустимих облас-
тей зміни відповідних величин, побудовані на підставі даних праці [47].  

На рис. 4–6 зображено графіки міжланкових кутів 1( )N t∗η , 1( )K t∗η , 

1( )A t∗η , де 1 1( ) ( ) ( )N t t tη ≡ α − ψ , 1 1 1 1( ) ( ) ( ) / 2A Mt t tη ≡ γ − β + ϕ − π . На графіках 

видно, що кінематичні характеристики робота зі знайденими оптимальними 
(за розмірами) стопами дещо відхиляються від загальноприйнятих серед-
ньостатистичних антропометричних областей їхньої зміни, хоча якісна по-
ведінка цих характеристик збігається з поведінкою відповідних харак-
теристик ходи людини. Зауважимо, що в досліджуваній задачі умову 
належності міжланкових кутів робота до допустимих областей не ставили. 
Накладали тільки умову невід’ємності міжланкового кута в колінному шар-

нірі (див. рис. 5). Відповідні моменти сил 1q
∗ , 1u∗ , 1p∗  у шарнірах системи, а 

також реакції 1xR∗ , 1yR∗  опорної поверхні наведено на рис. 7–11. Згідно з 

отриманими числовими даними, відносна похибка відхилення динамічних 
характеристик від допустимих областей становить: для опорних реакцій – 
1%, для моментів сил у тазостегновому та колінному шарнірі – 2%, у гоміл-
ковостопному – 51%. Відносну похибку порівнюваних кривих обчислюємо 
як відношення площі фігури за межами граничних кривих до площі від-
повідної допустимої області. Бачимо, що стопа зі знайденими оптимальними 
розмірами спричинює істотний перерозподіл моменту сил у гомілково-
стопному шарнірі – його рівень зміщується в додатному напрямку. 

   

 Рис. 4 Рис. 5 Рис. 6 

    

 Рис. 7 Рис. 8  Рис. 9 



197 

    

 Рис. 10  Рис. 11 
Висновки. У межах плоскої системи дев’яти твердих тіл, що описує 

ходу двоногого робота, сформульовано задачу пошуку конструктивних па-
раметрів стоп та законів руху робота за умови мінімізації цільового квадра-
тичного (за керуваннями) функціонала та наявності ритмічних, кінематич-
них і динамічних обмежень. Розроблено чисельно-аналітичний алгоритм 
розв’язання цієї задачі, який ґрунтується на методиці параметричної опти-
мізації. Відповідно до накладених обмежень вводимо множину (мінімально 
необхідної кількості) незалежно варійованих функцій, які апроксимуємо ку-
бічними згладжувальними сплайнами з невідомими параметрами у вузлах 
дискретизації часового проміжку подвійного кроку. У результаті отримуємо 
параметричні (залежні від параметрів апроксимації та параметрів стоп) 
сім’ї законів руху і керувань робота, що зводить вихідну задачу оптималь-
ного керування (з параметрами) до задачі нелінійного програмування. Ал-
горитм реалізовано у вигляді відповідного комплексу програм (у середовищі 
Inprise Delphi 7), за допомогою якого проведено серію числових експери-
ментів з моделювання субоптимального руху робота. Аналіз отриманих 
числових даних свідчить, що лінійні розміри стоп сильно впливають на ди-
намічні та енергетичні характерстики ходи робота. Для розглянутого мо-
дельного прикладу завдяки оптимальному вибору таких параметрів стопи, 
як довжини носка та заднього відділу, а також її висоти, було істотно змен-
шено (приблизно у 2.3 рази) енерговитрати на переміщення робота. 

Отже, розміри стопи двоногого роботу є важливими чинниками в фор-
муванні енергоощадливої ходи й повинні враховуватися на етапі його про-
ектування. Наявність запропонованих алгоритму та програм дасть можли-
вість ефективно розрахувати раціональні параметри стоп і режими ходи 
двоногого робота, які суттєво зменшують його енерговитрати. 
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ОПТИМИЗАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ СТОП И ЗАКОНОВ ДВИЖЕНИЯ 
ДВУНОГОГО ШАГАЮЩЕГО РОБОТА 
 
Исследуется задача совокупной оптимизации линейных размеров стоп и законов 
движения двуногого шагающего робота. Робот моделируется плоской системой 
девяти твердых тел, ходьба рассматривается на интервале двойного шага, где 
учитываются основные ритмические, кинематические и динамические условия 
антропоморфного перемещения. На опорные реакции стоп накладываются дву-
сторонние нестационарные ограничения, в качестве критерия оптимальности 
движения системы выбирается квадратичный (по управлениям) функционал. 
Предложен алгоритм построения субоптимального решения задачи, основанный 
на аппроксимации обобщенных координат робота кубическими сглаживающими 
сплайнами (с неизвестными параметрами) и использовании численных процедур 
нелинейного программирования. 

Ключевые слова: ходьба двуногого робота, математическое моделирование, опти-
мальное управление, оптимизация размеров стоп, сплайн-аппроксимация, 
параметрическая оптимизация, нелинейное программирование. 

 
OPTIMIZATION OF THE FEET PARAMETERS AND MOTION LAWS 
OF THE BIPEDAL WALKING ROBOT 
 
The problem of joint optimization of the feet linear dimensions and motion laws of the 
bipedal walking robot is investigated. The robot is modeled as a plane system of nine 
rigid bodies, the gait is considered on double stride period, where main rhythmic, 
kinematic and dynamic conditions of anthropomorphic displacement are taken into 
account. The bilateral nonstationary restrictions are imposed on the feet support 
reactions, the quadratic functional (in terms of control) is chosen as an optimality 
criterion of the system movement. The algorithm of construction of the suboptimal 
solution of the problem, based on approximation of the generalized coordinates of the 
robot by the cubic smoothing splines (with unknown parameters) and the using of the 
numerical procedures of nonlinear programming is proposed. 

Key words: bipedal robot gait, mathematical modeling, optimal control, optimization 
feet sizes, spline approximation, parametric optimization, nonlinear program-
ming. 
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