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ТЕПЛОВЫЕ ПОТЕНЦИАЛЫ для ПОЛОСЫ И СЛОЯ

Поступила 13 , редколлегию

25.10.79

в настоящее время достаточно хорошо разработаны теории ньютоновских

[7,8], тепловых [2, 6], аналогов логарифмических [5] потенциаловпростого

и двойного слоев. Как известно, все эти потенциалы определены в бесконеч

ных областях. В данной работе получены потенциалы для областей ' типа

полосы и слоя, исследованы их свойства и приведены предельные значения

потенциалов и их нормальных производных.

Пусть в двухмерной области G (О ~ г ~ h, Ix I < 00) задана гладкая

'кривая L, не выходящая на границы z=O и z = h области а. Считаем L ли

нией Ляпунова [7]. Рассмотрим в области G функции

t

фv= (х, z, t) = -it SS <Pt~ -T7:) к; (rmk, t - т) dad't, (1)
LO

t

Ч'v(Х, г, п '= 8~c SS &~-'7:;; R~(rтk' t-'t)dad't, (2)
, L О

где а - элемент дуги кривой L; т = 1, 2; - 00 < k < 00;
"'-

Rv(rтk, t -'t) = 2: Е} (v,k) [R (rlk, [- т) + E2(v) R (r2k' [-1:)];
k=-co

1 ~ . ~
Rv (rтk, t - т) = .l.J Е1 (v, k) [R (rlk' t - т) гl!? cos (rll~, n) +

k=-oo
)

+ Е2 (v) R (r2k, t - Т) f2kcos (Г2;;; n')];
. v ' v

('\I-I)(v-2) -6- k (V-2)(v-3) 2""
Е1 (v, k) = (- 1) Е2 ('\1) = (- 1)

rik = (х - S)2 + (z - ~ + 2kh)2; r~k = (х - S)2 + (z + ~ - 2kh)2;

[
,2тk 2 ]R (гти, t - 1:) = ехр - 4с (t _ 7:) - х с (! - т) ;

М '(х, z) - произвольная точка области а; N (~, ~) Е L; . п - внутренняя
нормаль к контуру L; n'---,-- зеркальное отображение нормали относительно

оси z == О или z :-- h.
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Теорема 1. Функции UV (Фу (х, г, t), ЧГV (х, г, [») удовлетворяют урав
нениям .

д
DФv = <р6 (L), DЧГ" = 'IjJ дn ,6 (L),

одному из граничных условий

'v = 1, U1!z=0 = U1!z=h = О,

v = 2, ди2 I = ди2 i = О,
дг г=О дг z=h

V = З, ддUЗ I = О, Uз!z=h = О,
г =0

начальному условию

_и исчезают на бесконечности

lim и" (х, г, t) = О,
[х/ -+ оо

где 6 '(L) - функция Дирака; оператор D имеет вид

вч); »о; 2 I во;
DU v = -- +---- -хUv -- -_.

. дх2 дг2 с д! '

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

Д о к а з а т е л ь с Т в о. Первые три утверждения теоремы легко до

казываются проверной. Исследуем поведение функций на бесконечности.

Действительио, если контур L ограниченный и t - 1: > О, то при больших

значениях х справедливы неравенетва

R (rik, t - 1:) < ~xp (- :; ) ехр [- (2~~t~2~)h)2 - х2с (t - 1:)] ,

R (r2k; t ~ 1:) < ехр (- ::! )ехр [- (2t ~t-=-2~~)2 ~ х2с (t - 1:)] •

Наличие этих неравенств дает ВОЗМОЖНОСТЬ доказать, что Ф" и чrv убыва

ют при Iх I-+ 00 по крайней мере, как ехр (- ::t) и х ехр (- ::t )
соответственно .

Теорема 2. Функции Ф, (х, г, t) и Ч'" (х,г, t) обладают свойствами по
тенциалов соответственно простого и двойного слоев. Для предельных зна

чений функций и их нормальных производных выполняются формулы

1

Ф~ = 4~C 55qJ/~ ;) н; (r~k~ t - т) dad1:,
L о

t

± I I 55 'Ф (О" , т) 1 О'P'v = +2'1/1 (ао, t) + --влс (t-'t")2 R"('r;tk, t-1:)dad1:,
L о

(11)

t

дФ$ _ i - 1 5S !j) (<1, 't") R2 ( О -
---ano=+2<р(а, '()+ 8лс (t-'t")2 V 'mk, t--r)dad1:, (12)

L о

t
дчr; I 5 - I О d't" ,а,

_~ = -вnc <р (а, 1:) Iv{rmk, t ~-r) (t_·t)2 а, +
О

t

+-1- -55[д'Ф (<1, т) 1 о · 2 ] d<1d't"8nс дО" Iv(rmk, t-1:)-'IjJ(а, ~)Iv(Гmk,t--r) ((- ..)2' (13)
L о
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М(хго)

гд:е
00

1 О ~Rv(rmk' t--r) = .l.J Е1 (v, k)x
k;=-oo

Х [R Иk, t - т) r?k sin (Xlk +
E 2'(v) R (r~k + t - т) ,gk sin a;k];

00

R~(r~k, t-'t)= L .E1 (v, k)X
k=-oo

00

( О ) ~ О О О11 rmk ,t - т = .l.J Е1 (v, k) [R (rlk, t - т) 'lk cos alk +
v k=-oo

+ Е2 (v) R (rgk, t - т) rgk cos a;gk];

00 {[ (гО)2 ]
l~(r~k, t-'t)=2k~ооЕ1('" k) 4С(::"'7:) -1 R(r?k,t-,;)X

О' [(rgk )2 ] О ' о}
x cos (a lk + a lk) + E 2 (v ) 4c(t- 't") -1 R(r2k, t-'t)cos(a2k+a2k) ;

r~k = V(~O - ~)2 + (~o - ~ +2kh)2: rgk = V(So - 6)2 + (~o + ~ - 2kh)2 ;

N (~, ~) и МО (~o, ~o) Е L; 0'1, 0'2- дуговые координаты начала и конца

контура L. Остальные обозначения показаны на рисунке.

д о к а з а т е л ь с т в о; Функции Rv (rmk, t - т) И R~ (rmk'
запишем в виде

Rv (rmk, t--r) = R (г1 0 , t - Т) + Rv (rmk, t - т),

I - ~Rv(rmk, t-'t)=R(г10, t-'t)г10СОS(Г1 0, n)+Rv(rmk, t--r).

Подставляя выражения (14) в (1), (2), получаем
t

е, (х, г, [) = ~ ss ЧJ,~ 7;7;) R (г1 0 , t -'t) dO'd't +
L О

t -'t)

(14)

I

1 SS ЧJ (а, 7;) - 5+4n t _ i: Rv (rmk, t - т) dO'd't, (1 )
L О

t

ч' 1 SS 1jJ (а , т) -v (х, г, t) = ---вnc (t _ ,,)2 R (г10 , t -,;) Г10 cos (г10 , n) dcrd,; +
L О )

I

+ 1 SS 1jJ (а , ") -R] ( .• ) d d
8nс (t _ ,,)2 v Гтп, ~ - 't а 't.

L О .

Первые слагаемые в формулах (15) представляют соответственно потен

циалы простого и двойного слоев в бескон ечной области. В силу непрерыв

ности функций я: и : R~ в области G имеем lim Rv (гmk, t - т) =
М ....М.

- О • -1 -1 О . .
= Rv(rmk' t-,;), 11т Rv(rmk' t-'t) = Rv(rmk, t-'t), т. е. предельные

М....М. .

:значения функций Rv и R~ равны их прямым значениям. При вепрерыв
ных плотностях <р (а, т) и 'Ф (а, т) интегралы, представленные . другими
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(20)

слагаемыми в соотношениях (15), будут непрерывными функциями свои х

аргументов..
Учитывая изложенное и используя известную методику [2, 5-8] ис

следования предельныхзначений потенциалови их производных,из формул

(15) приходим к формулам (10) - (13):
Пусть в трехмерной области о (O~ z ::( h, Iх 1< 00, Iу I< 00) зада

на гладкая в смысле Ляпунова [7] поверхность S, не выходящая на границы

г = О, г = h области О. Рассмотрим определенные в области G функции

с -

Wv(x, у, г, t)= ~ S5 ш (5 , :: Rv(rmk, t-1:)dsd't, (16)
8л лс s о (t - 1:) ,

I

Q v(x, у, г, t) = ~ ss~~- R~(Tmk' t--r:) аза», (17)
8rt ' лс s о (t - 1:) ,

где '
00

Rv (rmk, t - 1:) = ~ Е1 (v, k) [R ([lk, t - 1:) -1- Е2 (v) R (r2k, t - 1:)] ;
k=-oo

00 [ гя (rl k' 1-1:) . гя (r2k' t - 1:) ]
R~(Тmk,t-1:)=k=~ооЕl(V,k) дn -I-E2 (v ) дn ' ;

R (r~lk' t - 1:) = ехр (- 4с ~~ 1:) ); r fk = (х - 6У' -1- (у -1])2 -1-

-1- (г - ~ -1- 2kh)2; r~k ' (х - 6)2 -1- (у -1])2 -1- (г -1- ~ - 2kh)2;

М (х, у, г) - произвольная точка области О; N (6, 1], ~) Е S; n - внутрен

няя нормаль к поверхности S; n' - зер кальное отображение нормали п

относительно плоскости z = О или z = h.
Для трехмерной области G -еправедливы теоремы .

Теорема 3. Функции Uv {Wv (х , у, г, t), Q v (х , у , г, t)} удовлетворяют

уравнениям

д
DWv = wб(S), DQy = (о an б(S), (18) .

одному из граничных условий (4) - (6), начальному условию (7) и исчеза

ют на бесконечности: Нгп Uv (х, у, г, t) = О. Оператор D в этом случае имеет
1X\.lul-+oo

вид

ОU = д
2

иу д
2

Иу a2
Uv ~ _1_ _ди~ . (19)

v дА:2 -1- ду2 -1- az2 С д!

Теорема 4. Функции Wv (х, у, г , t), Q v (х, у , г , t) имеют соответственно

.свойства потенциалов простого и двойного слоев , предельные значения функ

ций и их нормальных производных определяются так :

(

W ± - 1 55 ш(5, 1:) О
v - 8л Vлс . (t _ 1:)3/' Rv (гтя« t - 1:) азо»,

S О

I

Q± ~ 1 ( t) -1- 1 55 00(5. 1:) R~(r~k' t-1:)dsd-r:, (21)
v = - ""2 (о So, 8л V лс (t .....:. 1:)'/ ,

s о

aw~ ~ 1 1
дiiO = + ""2 w (so, t) -1- 811: V л:с

(

J'S
s о

W (5, 1:) ? О .
(! _ .)'/; Rv (гmk, t - ""С) dsd-r:, (22)

7 2-118

aQ~ 1

~= 8л :Улс

1

~5
s о

00 (8, t) 1 (го t _ 1:) dsd-r:.
(t

'/ v mk,-.) . (23)
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в соотношениях (22), (23) введены

" о дRv (r~k' t-'t")
R~(rmk, t -'Т) = дn(}

обозначения

о дR~ (r~k' t - т)
, fv(rmk, t-T) = дnО

r~k = V(~o - ~)2 + ('1]0 - '1])2 + (~o - ~ + 2kh? ,

r~k = V(~o - ~)2 + (Чо - 11? + (~o + ~ - 2kh)2 ,
Мо (~o, Чо, ~o) и N (~, '1], ~) - точки поверхности S.

Доказательства теорем 3, 4 аналогичны доказательствам теорем 1, 2.
Функции фv, чгv (и соответственно Wv, Qv) будем называть тепловыми

потенциалами простого и двойного слоев в области G с оператором D. Как

частные случаи, из Ф, и ЧГV получаем тепловые [2, 6] логарифмические по

тенциалы [7, 8] и их аналоги [5], а из Wv И Qv - трехмерные тепловые [2,
6], ньютоновские [7, 8] потенциалы простого и двойного слоев.

Метод построения и исследования потенциалов для областей типа

полосы и слоя может быть использован при построении и исследовании по

тенциалов в более сложных областях с произвольным оператором, для ко

торого можно построить фундаментальное решение. Некоторые из таких

фундаментальных решений известны П, 3,4] или легко находятся для тел,

имеющих форму параллелограмма, параллелепипеда, клина.
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К ЗАДАЧЕ ОСЕСИММЕТРИЧНОГО КРУЧЕНИЯ УПРУГОй

ДВУхслойной СРЕДЫ, ОСЛАБЛЕННОй ПЛОСКой КРуглой ЩЕЛЬЮ

Кручение упругого однородного или двухслойного полупространства С

плоской щелью или жестким включением рассматривалось в работах [5,
6, 10, 11] для случая относительно глубокого размещения дефектов. В дан

ной работе исследуется кручение двухслойной полубесконечной среды, со
держащей в плоскости сопряжения материалов дискообразную щель, в

предположении слоя произвольной толщины.

Рассмотрим упругую систему, состоящую из слоя -h < г < О и полу

пространства z > О, ослабленную в плоскости г = О щелью радиуса а. Пусть

имеем тело скручивания осесимметричными касательными напряжениями,

приложенными к поверхности z = -h. Для определениясмещений и напря

жений в среде, и в частности коэффициента интенсивности касательных

напряжений в конце щели, следует решить уравнения осесимметричного

кручения [2] при следующих условиях:

и~-+O (Vr2 + z2-+oo, j=1, 2), .~z=O (O~r<a, г=О, (=1,2),

и~ = и~, T~z = T~z (r> а, г = .0), T~z = О2Т (r/a) (r> О, г = - h).(l) .
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