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ВАРИАЦИОННЫй ПРИНЦИП для РАВНОУСКОPEtftЮrC ADOМВi~

Равноускоренное движение пробных частип з ~ .. ~ львой теории относи

тельности интересно по двум причинам. B:-=::: 3::iI . :у::дествуют примеры

такого движения в конкретных физических .: .~.:o :;: ;.:'. ::2 ]. во-вторых, оно

рассматривается в теории равноускоренных : ;;: :-:-:::>1: :':·.:чета [51. Опреде

ляющее уравнение мировой линий т (t) = / х" <'1. .У!- i { I , .t..3 (t)) равноуско-

ренно движущейся частицы записано в работе I-! ! :-2. ::: .

[ 1~ ( ~~ п ~~~ + 3 ~:~ ( :~~ . ~~ = О . (*)

с другой стороны, существует понятие геодезическоэ окружности в (псевдо)

римановом пространстве V~ , которое изучается Т2Б называемой концирку
лярной геометрией [1, 61. Определяющее уравневне геодезической окруж

ности х (Т) = (х1.(Т), .. ., х" (-с)), параметриэованвой параметром -С, не за

висит от выбора параметра и имеет согласно работе [6] вид

D 3X/ D2X
i D2X ' Dx1

~ + gij---rE2~ (fS = о (l = 1, .. . , n), '. (**)
. .

. .. I dx i dxi u •

где ' ds =v .~ (ft gijd-c и деиствует правило суммирования в преде-

лах от 1 до п, Если в качестве параметра 'L выбрать время t =х'l,поло-
dx4 . " , -- . ....

Ж~~ CFt = 1, то уравнения ' (*) и (**) становятся ашебраически , эквива-

лентными(в четырехмерном пространстве - времени) . Таким образом, миро
вые линии равноускоренных частиц совпадают с геодезическими окружное
тями. Последние можно охарактеризовать еще и тем СВОЙСТВОМ , что вдоль

них первая кривизна постоянна, а все остальные равны нулю. В настоящей

работе получено уравнение (векторное) третьег.о порядка, решения КОТОРО-
. . 2 ' '

ГО суть парамегр изованные геодезические окружности в Vk И которое обла-

дает тем дополнительным свойством, что может рассматриваться как урав

нение экетремалей вариационной . задачи в параметрической форме с

лагранжианом, включающим высшие производные. Это позволяет рассмат

ривать двухмерную конциркулярную геометрию с точки зрения простран

стваКавагучи, геодезические которого, как известно , являются экстрема

лями вариационного принципа с высшими производными. С другой стороны,

открывается возможность построить механику Остроградского с высшими

ПРОИЗВОДНЫМИ дЛЯ равноускоренного движения в теории относительности,

В статье использованы матричные обозначения. Знаки «@ », «0 » И «/\1
обозначают соответственно тензорное, симметрическое и внешнее произве

дения. Запись А . В означает свертку матрицы.А с матрицей В по всем па

рам соответствующих индексов, начиная справа . для выполнения-сверткв
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необходимо, чтобы в каждой из упомянутых пар индексов один был верх

ним, а один нижним. Если заданы правила поднимания и опускания индек

сов, то операцию свертки можно применять к любой паре матриц. Например,

если А...:- (A11) , В = (ВР) и Ь = (b
l
) , тоА· В = (A 1/B~) и В· Ь =

·= (Bi1b/). в частности, определен скалярный квадрат и модуль любой мат
рицы. Знак «.» опускается, если свертка выполняется в первую очередь.

Присутствие точки зззначает выполнение соответствующей свертки в по-

следнюю .очередь. .
В двухмерном псевдоевклидовом пространстве E~ индекса k с матри

цей метрического тензора G действует псевдоевклидова группа движений

Е (2; k). Кривизна параметрически заданной линии х (Т) в этом простран-

· К I р Л q I dx . . d2x .• d3x

стве = . IР 13 ,где р = ""([t ' q = d 't2 И В дальнеишем г = d't3 .

Поднимание и опускание индексов в матрицах (в том числе в столбцах и

строках) производится с помощью метрики G. Ниже w = w (х, р, q, г) об

означает строку (W 1, W 2), зависящуюот переменныхх, р, q, г, и решения диф

ференциального уравнения третьего порядка w = О рассматриваются как

параметризованные кривые в E~. Если Е: = L (х, р, q) - некоторый лаг
ранжиан, то 'tbL обозначает соответствующее выражение Эйлера - Пуассо-

на. Геодезические Б V~ - это решения уравнения

<е .. D2x ·
@JpI2==~ =0.

Лемма [3]. Строка w = (w1 , W 2) является выражением Эйлера - Пуас

сона в том и только том случае , если найдутся зависящие от переменных

х и р матрица В, кососимметрическая матр ицаА и строка с такие, что w =
= Аг + qap • Aq + Bq + с. Матрицы А, В и строка с должны удовлетво
рять условиям, указанным в работе [3], из которых здесь будут использо

ваны лишь следующие:

Л2. 2Аив - 3рдх • А = О,

Л3~ удр ' Symb-ар 0 Ву + рдх • др 0 Ау = о.

Здесь у означает произвольный столбец и, как обычно,

дх.= (a~l ' д~2)' др = (д~ , д~~)'
Предложение 1. Уравнение третьего порядка w (х, р, q, г) = О тогда и

только тогда является

(i) Е (2; k)-инвариантным,

(Щ уравнением Эйлера - Пуассона,

(Ш) имеющим кривизну К первым интегралом,

(iv), которое удовлетворяется также на геодезических пространства E~,
когда

w = 8 (аК + Ь Iр 1)
принекоторых действительных а и Ь, где а =1= О.

· .д ок а з а т е л ь с т во. Условие(ii) использует лемму. Условие

(iv)устраняет оттуда строку с. Обозначим d't= рдх+ qap+ raq• Условие
(Ш) означает,ЧТО ~K = О, если w = О или

Iр /2 (р /\ q) @ (qap • А) . р @ А-1 @ q +
+IР /2 (р /\ q) @ В . Р @ А-1 @ q + 31 р /\ q j2 рц = О,

что расщепляется по степеням q:

B.p@q=O, (ц2)

Iр 12 цдр • А + ~pц . А= О, (q3)
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так . что

А12 . а Iр ,-3 . . ,
с произвольной скалярной функцией а (х) , Если матрица В удовлетворяет
уравнению (q2) , то всегда можно найти такой столбец Ь, что Bq = Р /\ q .Х
Х Ь. Тогда условие Л2 принимает вид

р /\ Ь = Зрдх • А. (1)
Генераторы продолженной группы Е (2; k) можно записать следующим

образом:

. дх ; Q ·x /\ д; + Q . Р /\ др + Q . q /\ aq+ Q . г Л д.,

где Q - произвольная кососимметр ическая матрица. Условие (i) означает;
что везде , где w = О. имеем " •

ax@ w = О, (2)

(Q . х /\ д; + Q • р /\ др + Q . q /\ дq + Q ·_r /\ дг)w = О. (З)

Уравнения (2), (З) после подстановки в них выражения w преобразуются
в следующие: .

адх@(р Л q) . Ь -(р /\ q . Ь) ® дха = О . (4)
и с учетом выражения (4)

2А @ Q @ (р /\ q) . G @ А-1 @ Ь +р@ Q . q /\ Ь +

+ рЬ . Qq - qb . Qp + р @ Q . р /\ др . qb - q @ Q . р /\ др . рЬ = О. (5)

в частности , выражение (5) MO~HO CBep~YTЬ с q . При этом

A@Q @q @p . q@G @A-1 @ Ь = О ,
а .

1 .
A @Q @p@q· q@G @A- @ Ь = ,-qb · Q. р /\~q,

так что (5) превращается в такое:

pq . Q . q /\ Ь + pq . Q . р /\ др . qb -1 q 12 . Q . р /\ др . рЬ ' О. (6)

К. уравнению (6) целесообразно применить сначала оператор Q • р /\ ' дq ,

а потом оператор рдq , что приведет к следующему: .

(Q • р /\ др) Q . р /\ Ь = О .

в силу условия (1) и (q3) это означает , что (Q . р /\ дх) Q . А =0, так что

А не зависит от х, а столбцы Ь и р коллинеарны. При этом условии ур авне- :

ние (6) требует, чтобы

21р /\ q 12 Q . р /\ др IЬ 1 = О,

откуда видно , что 1 Ь I зависит лишь от I р 12 (и не зависит от х согласно

выражению (4». Окончательный вид столбца Ь следует из условия ЛЗ, свер

нутого с матрицей р @ у:

+Iр /\ у /2(рдр /Ь I+ ЗI Ь 1) = О,

откуда 1 Ь I = 2Ь I р 1-3, где ь -'- действительн ое число . В двухмерном про

странстве I р /\ q I = ~f2 (р /\ q)12sgn I р /\ q 12, поэтому W можно пред
ставить в следующем виде:

w - V2 а sgn (1 р /\ q) 12) Iр 1-51р /\ q г' (1 р 12 р /\ q . r .....,

_ Зрq ; р /\ q . q) + 2Ь Iр ,-3 Р /\ q . р,

что совпадает с ~ (+ аК + Ь Iр I), знак «+» соответствует области

j р /\ q /2> О.

с помощью кососимметрической матрицы Е такой, чтоЕ12 = 1, строка

w выразится следующим образом:

w = а (J р ,-3 Ег - 31 р г
5
11q . Eq) + 2Ь Iрг ~ л q .р. (7)
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' з '

U=ФР+ЧJр. (11)
Если для лагранжиана (8) ~L = О,то , 'как легко , показатъ непосред

ственно , необходимо др ® д)= О и др Л u = О, откуда 1= const. При

специальномвиде u из равенства (11) дЛЯ Ф12 получаем уравнение

Iр 12 d I~ 12 Ф12 + Ф12 = О
с решением Ф12 = const . I р 1-2.

Замечание 2. Уравнение ~ (аК + Ь Iр 1) = О, рассматриваемое в про

странствах E'k и V'k, сохраняет то свойство, что первая кривизна линии К
постоянна вдоль его решений.

Для доказательства необходимо прямым подсчетом показать. : что

с4К , р. ~K,

р. ~Ipl =0.
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у

.2

Задачам, связанным с передвижением двуногих шагающих аппаратов, по

священ ряд исследований (см., например , работы [1-10, 12]). Особый инте

рес представляет проблема построения эффективных алгоритмов управления '

движением подобного рода механических систем. В настоящее время из- .

вестно ряд подходов к решению проб

лемы управления. В работах [5, 12]
предложены алгоритмы свободной ста

билизации , обеспечивающие устой- ,

чивое движение двуногого механизма

в произвольном режиме из заданного

класса . Эффективные методы синтеза
оптимальных линейных систем успеш

но применены в работах [8-10] для

решения ряда задач стабилизации дви

жения шагающего аппарата . Метод'

разделения движений оказался пло- '

дотворным при организациижесткого

Ri управления движением двуногого ме

ханизма [6]. Результаты статьи [13]
являются примером использования

N;- .J.-________ общей теории Ляпунова для иауче - :

Х ния устойчивости антр опоморфных си

стем . В настоящей работе с помощью

принципа максимум а Понтря гина ре- '

шена задача оптимальной по быстро-

действию стабилизации движения т-корпуса двуногого шагающего аппарата

для модели, отличающейся от принятых в работах [5, 7- 10, 12], а также ·

изучено влияние отдельных кинематических и динамических параметров

на величину времени оптимальной стабилизации . .
Рассмотрим плоскую модель шагающего аппарата, состоящего из ве

сомого корпуса и пары трехзвенных одинаковых ног [2] (рис . 1). Два ве

сомых звена моделируют бедро и голень , третье невесомое звено - стопу

конечности . Полагаем , что звенья аппарата соединены между собой идеаль

ными шарнирами . Уравнения, описывающие движение механизма в Фазе

опоры на одну из ног, можно записать ' в виде [2]

11 (t) - Кг (~cos qJ - ~2 sin qJ) = Rlx (t ),
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