
в работах [1, 2] получено выражение для температурной функции пласти

ны, не позволяющее получить рассмотренные нами частные случаи. Темпе

ратурная функция (14) может быть использована для определения темпе

ратурных полей пластины с теплоотдачей при ее нагреве линейными, плос

кими и объемными источниками тепла.
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Опишем машинно-аналитический способ определения собственных значений

многопараметрических краевых задач, характеристические определители

которых являются функциями нулевого рода от некоторых параметров.

Такие задачи возникают, в частности, при изучении малых колебаний и

устойчивости сложных континуально-дискретных упругих систем. Для их

исследования разработан метод характеристических рядов, основой которо

го является построение характеристического ряда задачи (системы) и по

следующее применение обобщенных критериев устойчивости и двухсторон

них оценок для низших частот и критических значений [4]. Существенно,

что предлагаемый способ позволяет определить в некоторой области про·

странства параметров все собственные значения.

Пусть известно представление характеристического определителя не

которой краевой задачи в виде ряда

(1)

где л - основной спектральный параметр (например, параметр частоты,

приведеиной нагрузки и т. п.); В! (р1' Р2' ... , Рг), i = О, k ~ целые функции

всех других параметров Р1' Р2' ... , р.:

Изучим уравнение (1) в неиоторой области Q пространства параметров,

такой, что для значений рЕ Q (Р = (Pt, Р2' ... , Рг» все собственные значе

ния (корни уравнения (1» являются положительными и простыми (для

консервативных упругих систем Q- область устойчивости, для неконсер

вативных - то же. если отсутствует дестабилизация [1 ]). Для этого рас

смотрим уравнение

k

~ 'Ф, (В1 , В2 • • •• , Bk ) л
i
= о.

1=0
(2)

При k-+ 00 количество действительных корней этого уравнения стремится

к бесконечности. Обозначим эти корни через

1.1' 1.2' Аз, ••• (3)
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(6)

(8)

Пусть s корней уравнения (2) при k = s и s + 1 корней этого ур авнени я

при k = s + 1 уже найдены (s~ 2). Обозначим их через .
~ (5) ~ (5) ~ (5) ~ (5) . ~ (5)
"'1 , /'1,2 , ...... , /\'s-2, "'5-1, "'5 t.

~ (8+1) ~ (8+1) ~ (8+1) ~ (8+1) ~ (8+1) ~ (s+l)
"'1 ,"'2 , ..• , "'8-2 , "'8-1 ,"'s ,"'s+l.

Величины в последовательностяхразмеLЦены в порядке возрастания моду

лей. Два последних числа в каждой последовательностимогутбыть комплек

сно-сопряженными, остальные, как правило, действительные.

Как известно [2],
л~s) < л~S+2) < л~S+I) , i = 1, s --;' 2,

RеЛ~~l <л~~?) <л~~l), (4)

лi~2) < лis+2) = Re л~8+1) .

Из неравенств (4) следует, что значения л~+2 (i = ТS) можно определить
как решения уравнения (2) при k = s + 2 (s = 1, 2 ... ), причем процесс

этот сходящийся. Два оставшихся приближения к собственным значениям

л~~2) и лi+'22) находятся как корни квадратного уравнения, получен
ного в результате деления правой части уравнения (2) при k = s + 2 на

8 + 2
величину П (s - л~ ). Алгоритм нахождения собственных значений начина-

._ = 1
ется с решения уравнения (2) при k = 2, 3 (квадратного и кубического урав

нений).

В качестве примера рассмотрим краевую задачу

f1V + af" - ~!" - "1f' - бf . . О; (5)
3 ~ 3

~ ai;) (О) = О, 1: bi[) (О) = О, ~ c;t<° (1) = О,
;=0 [= 0 ;=0

3

~ di[) (1)'= О.
[=0

Ее характеристический определитель выражается, как известно [5], через

параметры а., Ь;, С;, а, (i = 0:3) краевых условий и функции .
F2s = [чр-s) ] 2 - ep(2-,-8)ep(4-S), W$ = [ф(S+4)j 2 - ер(8+З)ер(8+5), S = О, 1, (7)

где

~ /nхn+3

ер (х, а, ~, у, s) = ~ (n + 3)1
n=О

1
О при k < О,

Ik = 1 при k = О,

Мk- J + ~Ik-2 + "11 k - 3 +Ыk-4 при k > О;

Sk - корни соответствующего характеристического полинома

Р4 (s) = S4 ~щ3 - ~S2 -"1s - б.

Отметим, что ер (х) - решение задачи Коши дляуравнепия (5) при на

чальных условиях f (О) = f' (О) = f" (О) = О, f//f (0)- 1. В случае а = О,

У = О выражения ДЛЯ функций (7) упрощаются, причем указанные функции

выражаются через основную функцию Р4 И ее производные:

РО (х, ~, б) = 1 ---'БF4 (х, ~, б),

Wo (х, ~, б) = - ~ - БF2 (х, ~, б),

W1 (х, ~, б) = ~2 + б2F4 (х, ~, б),

F ( А б) 1 д2Р4 (х , В , 6) 1 F ( А б)
2 Х, 1", . = 2 дх2 - 2 4 Х, 1'" ,
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а

ер (Х' . ~ , 6) = f!2 ~ 2 ( Shf!X _ s iл vx) ,
v ~! V

где

Рассмотрим выражение для функции РО в виде характеристического
ряда [5]

Здесь
(9)

со

_ 2k- 1~ 2k- 1 Bmx2m+4k

В, - 2 ""'- Cm+2k- 1 (2т -+ 4k)!
m=О

Поскольку

в = 2 дf (х . В)
] дх '

где

, k = 1,2, ... (10)

·f ( R) _ С!l cV13x) - ] х2 Вх4 В2х6
Х,!" -----= - - -1- --1---1-

В 2! 41 61
то

. 22k- 1 д2k- 1 f (х, В)
Bk = (2k.- ])1 дх2k- J , k = 1, 2, ...

Эта формула позволяет путем последовательногодифференцированияполу
чать суммы рядов (10) в замкнутом виде с использованием ЭЦВМ [6]~ Ко

эффициенты В 1- В в, вычисленные на ЭЦВМ <<МИР-2», приведены ниже:

в []] = ф2 Х Х -+ (-2) Х В t (-1) Х фl -+ 2 Х В (-2) ,
В [2] = 1]/2 Х В t (-2) Х ф2 Х Х + (-3)/2 Х В t (-2) Х ф] Х Х t 2:+ 1/6 Х ..
Х в t (-]) Х ф2 Х Х t 3 -+ (-8) Х В t·(-3) Х ф] -+ 8 Х В t (-4), .
В [3] = ]93/8 Х В t (-4) Х ф2 Х Х -+ (-65)/8 Х В t (-4) Х фl Х Х t 2 -+ 37/24 Х

-+ Bt (-3) Х ф2 Х Х t 3 -+ (-1)/6 Х Bt (":"'-3) х с: Х Х t 4+ 11]20 Х Bt (-2) Х Ф2 Х

Х Х t 5 + (-32) Х В t (-5) Х ф] -+ 32 Х В t(- 6),
В [4] = 16]9/]6 Х В t (-6) Х ф2 Х Х -+ (-595)/] 6 Х В t (-6) Х фl Х Х t 2 -+
-+ 397/48 Х В t (-'-5) Х ф2 Х Х t 3 -+ (-29)/24 -+ В(-5) Х ф] Х Х t 4 -+ 7/60 Х

Х в t (-4) Х ез Х Х t 5 + (-])/144 Х В t (-4) Х ф] Х Х t 6 + 1/5040 Х В t (-3) Х
Х ф2 Х Х Р+ (-128) Х В t (-7) Х ф] -+ 128 Х В t (-8),
В [5] = 5338]/ ]28 Х В t (-8) Х ф2 Х Х +(-20613)/128 Х В t (-8) Х ФI Х Х t 2 +
-+ ]4893/384 Х В t (-7) Х ф2 Х Х t 3 -+ (-103)/16 Х В t (- 7) Х ФI Х Х t 4 +
-+ 147111920 Х В t (-6) Х ф2 Х Х t Б + (-21)/320 Х В t (-6) 'Х Х t 6 -1- 79/20 ]60 Х

Х В t (-5) Х ф2 Х Х t7 -+ (-1) /6720 Х В t (-5) Х фl Х Х t 8 -+ 1/362880 Х

Х в t (-4) Х ф2 Х Х t 9 -+ (-512) Х В t (-9) Х ФI + 512 Х В t (-10),
В [6] = 436109/256 Х В t (-10) Х ф2 Х Х -+ (-1 73965)/256 Х В t (-10) Х ог Х

Х t 2 -+ ]31975/768 Х В t (-9) Х ф2 Х Х t 3 -+ (-11773)/384 Х В t (-9) Х фl Х Х t
t 4 -+ ]559/384 Х В t (-8) Х ф2 Х Х t 5 -1- (-1567)/ 3840 Х В t (-8) Х фl Х Х t 6 +
-+ 839/26880 Х В t (-7) Х ф2 · Х Х t 7 -+ (-1)/560 Х В t (-7) Х фl Х Х t 8 -+
-} 53/725760 Х В t (- 6) Х ф2 Х Х t 9 -+ (-1)/518400 Х В t (-6) Х фl Х Х t 10 +
-+ 1/39916800 Х B t (-5) Х ф2 Х Xt 11 -+ (-2048) Х ВН-11) Х фl -1- 2048 Х

Х в t (-1 2).

Здесь использованы такие обозначения: В = ~, Ф! = ch (х v~)ф , ф2 =
= sh (х V~)/~. ПО описанному алгоритму найдены корни многочленов вида
(2) невысокой степени (k < 4) для следующих случаев: .

1) РО (1) = О (задача о малых колебаниях и устойчивости прямолиней

ной упругой консоли, нагруженной следящей силой [3]). Краевые условия

для этой задачи f (О) = t' (О) = f" (1) . tm (1) = О;
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2) F~ (1) = О (аналогичная задача для сжатого (растянутого) стержня.
один конец которого закреплен шарнирно, другой жестко) и 1 (О) = 1" (О) =
= 1 (1) = l' (1) = о. ;

с увеличением степени многочлена (1) выражения для его коэффициен

тов все более усложняются и вычислять корни описанным выше способом

становится затруднительно.

для больших /"'1 могут быть использованы асимптотические выражения.

получаемые из формул

'.' 1
Fo = (v.2 + V2)2 [,\,4 + I-L4 + 2I-L2V2ch I-LX СОБ »х + I-L'V (v2 - I-L2)sh I-Lx sin vxl, .

F 1 [2 2 'sh f!x sin vx 2 1 ]4 = (j.t2 +V2)2 (I-L - V ) tJ.V + ( - ch [1Х СОБ vx) ,

F2 = (р.2 ~ V2)2 [2[1vsh I-Lx sin vx + (v2 - [12) (1 - СОБ vx ch I-Lx)] ,

Wo = (tJ.2~ V2)2 [v6 + I-L6 + I-L2V2 (v2 - I-L2) - 2I-L3V3sh [1Х sin vxl, (11)

W1 = (р.2 ~V2)2 [/-t8 + v8 - 21J.4v4 ch [1XCOS vx·+ I-L3V
3 (I-L2 ~V2) sh [1Х sin vxl.

Формулы (11)- результат подстановки значений (7) в выражения (8).
Из равенства F o (1) = О получаем для /"'i асимптотическое выражение-

Ф« б)

J

2

Рис. ] .

(
n .)4"'1= ""2 + JЛ

I f3
I -f6
I

- 8

о

8

16

о г

Рис. 2

(12)

к такому выражению можно прийти исходя из уравнений F 1 (1) = О или

W1(1)=0.
Для случая F~ (1) = О при тех же условиях получаем асимптотическое

.выражение

"'1= (~ + jл)4, j = 4, 5, ... (13)

Формулы (12), (13) достаточно точны при j> 5 и ~ ~ 20. Так, при j = 5.
~ = 20 ошибка асимптотической формулы (12) для случая F о (1)=0-5 %, а

при j=10, ~=19-1,3%.

Полученные по асимптотическим формулам значения корней могут

быть уточнены (как решения соответствующих трансцендентных уравне

ний). Результаты решения рассмотренных примеров (ветви кривых собст

венных значений "'1- "'4) приведены на рис. 1, 2 соответственно.

Предложенный метод определения частот малых колебаний многопара

'метрических упругих систем применим к более сложным случаям, когда

например, правая часть соответствующего трансцендентного уравнения яв

ляется линейной комбинацией функций (11) и их производных, параметр

'1' :;6 0 и т. д.
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ОПТИМИЗАЦИЯ ИМПУЛЬСА ПЕРИОДИЧЕСКОй ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ.

ПАДАЮЩЕЙ НА УПРУГИй СЛОй В АКУСТИЧЕСКОй СРЕДЕ

Рассмотрим упругий слой (среда 2) толщины 2h, контактирующий со

стороны плоскопараллельных границ z = ±IL С акустической средойг .ха

рактеристики которой дляz>h (среда 1) равны Р1' С1; а для z< -h (среда

3) - Рв- Сз (Pi' С; - плотность и скорость продольных волн в i-й среде) .

В среде 1 на расстоянии z = Zo (zo> h) расположена плоскость сосредото-

ченных массовых сил вида F = {о, о, kof~t)cos (~~ ) :z б (z - zo)} , воз
буждающих периодический по координате у импульс продолжительности

z -пt1 , который достигает поверхности z = h в момент времени t = _о-с-'- •
1

Задача определения отраженной волны, возникшей в результате взаи-

модействия звукового импульса супругим слоем, с использованием метода

разделения переменных [1] сводится к решению системы волновых уравне

ний

д
2
фj 2 д

2
Фj 2 2 D . ( ) ~ (!: .!:)

д~2 ~ к,~ - а со ( i = nO!i ~" u '" - "'о ,

д
2

Ч' 2 д
2

Ч' 2 2Ш О (/' -_ -1,3)
-а' О - С -д о -а со т =

;- Т"

(1)

(2)

{6}

s= + 1;

lim ФЗ = О
~-to-CXI

д2Ч' ( д2Ч' дФ )
дт2 - 2с-2 д1;2 + асо д[; 2 = О при

УСЛОВИЯМИ затухания на 'бесконечности

~ условиями сопряжения на границах раздела

эс, дФ2..L нr д2Фl + -2f( ) ~ (!: !: , _
-д~ = -д~ I асо т , -до nо'Х т u "' - "' 0) -; s Т- "

r д2ф ( дЧ' )'1= т1 L д't"22 + 2с-2асо аСОФ2 + ---щ- J при ~ ~ 1; (3)

дфз дФ2 чr д2фз _ r д2Ф2 + 2 _2 ( Ф + дЧ' )] (4)
г-щ- = дГ + ав: , ~ - тз .~ С ав: асо 2 --ar-

при ~ = -1;

(5)
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