
Отметим, что уравнение (10), учитывающее инерционность процесса

диффузии в твердом растворе, аналогично обобщенному уравнению тепло

проводности, учитывающему конечную скорость распространения тепла [3].
Такого же типа уравнение диффузии получено в работе [4] путем построе

ния и минимизации соответствующего функционала.
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Первым шагом в исследовании сварочных деформаций и напряжений 13 пла

стине является определение температурного поля, возникающего при нагре

ве пластины сварочным источником тепла. При движении точечного источ

ника тепла, моделирующ его сварочный источник , по траектории, лежащей

в плоскости параллельной боковым поверхностям пластины, обычные

трудности, связанные с применением формулы обращения для преобразова

ния Лапласа, могут быть легко преодолены.

Пусть в пластине толщиной 21, начальная температура которой равна

нулю, в момент времени т = О включается и начинает движение .в плоскости

г = го от точки (О; О; го) точечный источник тепла мощности q (.).В момент

времени т = 1:1 источник прекращает движение и выключается. Для со

кращения выкладок температуры сред, омывающи х боковые поверхности

z =+1 пластины, принимаем равными нулю. Если закон движения источ

ника тепла

т т

Х (1:) = f их (;;) d;;, у (Т) = SиlI (;;) d;;, г = го,
n . n

где их (т),иу (Т) - известные проекции вектора скорости источника на оси

координат, то в предположении постоянства теплофизических характери

стик материала пластины температурная функция должна удовлетворять

уравнению теплопроводности

ы-+ :~ =- q ~"t') б(х-х(т))б(У-У(1:))б(z-zо)[S+('t)-

- s+(т - т1)] (1)
и краевым условиям

( aat + h1t) = О, (дд! -h2t) " = о,
\ z =+1 Z z=-I

t 1,=0 = О, t 11 х I -+ 00 = О, :t I = О, "~ = О. (2)'
, I у I -+ 00 Х 1х I -+00 ду I у , -+00

Здесь а, л - коэффициенты температуропроводности и теплопроводности;

0::1' а2 - постоянные коэффициенты теплоотдачи с боковых поверхностей

. 70



z = ±l пластины;

д2 . д2 д2

, L\ = дх2 + ду2 + дz2 ;

Введем обозначение
+00 +00 +00

f1 (~, Т\, s) =~ I I I q (1:) б (х....:... х (1:» б (у - у (1:» [5+ (1:) -:..
-00 -00 о

- S+ (1: - 1:1)] el(~X+1] Y)~S7:d1:dxdy .

. Применяя преобразование Лапласа по т, экспоненциальные преобразова

ния Фурье по х и у, вместо задачи (l), (2) получаем такую:

d2t* 1
----CJ22 - '( 2i* = - т f1 (s, т\, s) б (г - го), (3)

(~ + h t*) = о (~ - h t* ) = о (4)
~ 1 z~1 '~ 2 =~ ,

где

+00+00+00
t* = 2~ I I I ,tеЩХ+l1У)-S1: d1:dxdy;

- 00 - 00 о

решением уравнения (3) будет

t* = А сЬ '(г + В sh '(г + 11 (~л.~' s) ехр (- '( 'г - го 1). (5)

Постоянные А и В находим, удовлетворяя условиям (4). Найденные выра

жения для А и В подставим в (5) и после несложных преобразований пр иве

дем правую часть формулы (5) к виду

t* = 2
1
л. f1 (6, т\, s) f2 (s, Т\, г, s). (6)

Здесь

f2 (s, Т\, г, s) = 1*{[ch '( (1 + г).+ ~2 sh ,\, (l + г)] (,\,2-,\,h1) Х

х ехр (- '( 11 - го 1) + [сь '\' (l - г) + ~1 sh,\, (l - г)1х

х (,\,2 - ,\,h2 ) ехр (- '\' '! + го 1)} ++ехр (- '\' IZ - го 1); (7)

L\* = '(2 ['\' sh 2'(! + (h1+ h2)ch 2'(! + h;2 sh 2'\'l] .

Положив в формулах (7) h1 = h2 = О, из равенства (6) получим трансфор

манту температурной функции для пластины с теплоизолированными по

. верхностями:

* 1 [ ch '1' (l + z)t =Tf1(6,rt,S) ysh2yl exp(-,\,Il-zoi)+

chу (1 - z) I 1 ]+ у sh 2уl ехр (- '\' l + го 1) + v ехр (- '\' IZ - го 1) • (8)

Перенесем начало системы координат на поверхность г = -1 и положим
h1= О или устремим h1 к бесконечности. Затем, переходя в полученной из

(6), (7) формуле к пределу при 21- 00, получаем трансформантутемпера

турной функции для полупространства с теплоотдачей, нагреваемого дви-

ЖУЩИМС51 точечным. источником тепла: -

t* = 2~ f1 (6, ч . s) { у~;-:~~ ехр [- '( (г' + г~)] ++ехр (- '( Iг' - г~ ')} :

(9) -
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Из формулы (6) находим

+ 00 +00 er+loo

t == 4~Л JS 2~i S fl (~, 11; s) f2 (~, '11, а.) ехр 1s,; - i (~x + 11У)] х
- 00 - 00 G-loo

х dsd~d11.

,
(1О)

Если fl (~, 11, s) есть трансформанта функции F1 (х,у, Т), а {2 (~, '1, г; s) 
трансформанта функции F 2 (х, у, г,т), то, используя теоремы о свертках

для преобразования Фурье и Лапласа, вместо формулы (10) получаем

+00 + 00 ~

t = 4~Л ) I I Р1 (х -хо , У - н; 1: - То) Р2 (хо , уо, г, То) dTodxodyo' (11)
_ 00 -00 о

для определения функции

+ 00 -00

Р2(х, у, г, Т) = 2~ I I р; (~, 11, г. Т) ехр [- i(~x + 11У)] d~d11 (12)
- 00 - 00

сдела~~ в интеграле правой части формулы

er+i oo

Р; (~, 11, г, Т) = 2~i I {2 (~, 11, г, s) епаз
G-loo

(13) .

замену переменной

в результате будет

р; (~, 11, г, Т) = ехр ]- ат (~2 + 112)] {; (г, Т),

где

er*+ loo

{;(г, Т) = 2~i I [<!Jl (р, г) <Р2 (р) + 'Фl (р, г) 'Ф2(Р) + со (р)] eP~dp;
a*-loo

ch(l+z) 11 ~ + h1
p
a sh (I+z) 11 ~

1IP h Уа 117ch(l-z) -+~sh(l-z) -
а )! р а

р[V+Sh 21 .(f + (h1 + h2) Ch 21Vf+
+h1hz v+ Sh2lV : J

'Фl (р, г) = а ---:::---===---'----==-...:....-'-----~==---

'Ф2(Р) =(+-h21( ~)ехр(-,II+Zоll/ : -);

со (р) = v;ехр (-1 г - го IV~) .
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Подставляя найденное значение р; (~, 1'), г, Т) в выражение (12) и выпол
няя интегрирование, получаем

Р2 (х , у , г , т) = 2~.exp[-( х
2

1;:2 )]t;(Z, т) .

Внося F1 (х, у, Т) И F 2 (х, У, г, Т) в соотношение (11) и используя свойства

дельта-функции, получаем искомую температурную функцию для пластины

с теплоотдачей:

т

t = 8;Лй I q(T-То)[S+(Т-То)-S+(i-'tО-Т~)] Х
О

[
(Х-Х(.-.0))2+(у_у(.-.0))2] ,'( ) d.o

Х ехр - 4 2 г, То -- ,. а.о .0

Положив т - То = ~, правую часть формулы (14) приведем к виду

т.т,

t.= _1_ Sq(~) ехр l'- (х-х @)2+ (y~-y (~»2] f* (г т - ~)~
8nЛй 4а (т _ (;) 2 , т _ ~ ,

о

(14)

где верхний предел следует взять равным Т при Т < Т1 И равным Т1 при т>> Т1. Если источник тепла движется достаточно долго (Tг~ (0), то при по

стоянной мощности q (Т - То) = q источника вместо функции (14) будет

функция
'I '

t ~ -q_' О S (_ (х - х (• .- ·0)2 + (у - у (. - ·0))2 Jf' ( ) d·o (15)
- 8лла ехр 4а.о 2 г, То '0 .

о

Функцию ,; (г, То) находим, используя теорему разложения и теорему о
свертке:

, . Iyёi {l" . ~ )1 ( 1-20 ) ( (/-20)2)'2 (г, То) = ,r- ао - 4~ ak (г 2а - h1ехр - 4 +
r Л.о 1<=1'0 а·о

+ [Ьо - 4~ bk (г)1eI2~':0 - h2) ехр (- (1 t~~)2 )}+

,~ ( ' a.of.l.~)+ a '~ ftk ехр - 4i2" [~k (г) Ф, (h1 , го) + bk (г) Ф, (h2 , - го)] +

+ уа ехр [- (2-20)2] (16)
У:n'о 4а·о'

где

. 1+ h 2 (l + г) Ь 1- h! (l - г)

ао = 1(hI +h2+ 21h1h2) о = / Ф1 + 112+ 21h1h2)

_ 1 ( / + Z 2/h2 • / + z ) .
ak (г) - 'I5:k cos f-Lk -21- +~SШ!-Lk -2-/-' ,

Ь ( ) 1 ( 1 - z 2/h1 · • 1 - z )
k г = ~ соз р., -2-/- +~sш !-L1<-2-'- ;

[
4/2h h], L

/).k = 1 +Щ (h1 + h2) + f.l.i 2 ftk SШ ftk + (!-Lk - 4ZZh1h2) COS !-Lk;

Ф (h ) ( f.l.k +'h) [ if.l.k (l О)] f ( / - Zo i/-!k~)
k 1, го = 2г l 1 ехр - 2г - го er с 2'va:t;;' - ' 2/ +

+ ( f.l.k 'h ) [if.l.k (l ')] f (/ - 20 if.l.k va:r;;)--w- - t 1 ехр 2г ~ Zg ег с 2 Уа.о + .2' •
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Характеристические числа !lk определяются из уравнен:ия

ft2- 412h
1h2

ctg !l = 21ft (h
1
+ h

2
)

Переходя в выражении (16) к пределу при 1-+ 00, получаем

. Уа r (z - zo)2 ]f2 (z, 1:0) = ,~ ехр - 4 .
. r 'l:1:o L а1:0

Подставляя это в формулу (14), находим температурное поле, неограничен

ного пространства, нагреваемого движущимся источником тепла постоян

ной мощности q (т - 1:0) = q:
't

t = q г; r [5+ (1: -1:0) - 5+ (1: -1:0 -1:1)] Х
811ла 1 11 Jn •

t
C

(X-Х (1:-1:о» 2+(У-У(1:-1:0»2+(Z-zо)21 d1:o (17)
х ехр - 4Й1:. . V 3 •

1:()

При движении источника тепла с постоянной скоростью V по прямой х (1: - '
- 1:0) = о, у (Т - То) = V • (Т - 1:0)' Z = го вместо поля (17) будет поле

_ q {("~- f (R_ (J v--:r)
t - 8'l:лR_ е ег с 2 Vа. +"""2 . а +

+ е- v~_ erfc ( ~ _ -;- v 1: J-1·е v~_ erfe ( У R_ +
2 ст . а, 2 а (1:;- 1:1)

+~v 1:- "1 )+ е- v~_ erfc ( R_ ' - .з, v1: . 1:i ) 1х
2 а 2У а (1: - 1:1) 2 а _, '

х5+(Т-1:1) } е- ~~v, где Y1=y-VT; · R~ = X2 + y2 + (Z + ZO)2 .

Если источник движется достаточно долго (Т1-+ 00), то '

t = -q-'e- %~V [е v~_ erfc(~+~v 1:. ) +
• 8'l:Л 2 va:t 2 а

- vR_ (R V-)]+е 2а erfc 2~ ++ . R
1_.

Отсюда для квазистационарного режима следует известное [3] решение

t = 4'l:Л~_ ехр r- ;а (У1 + R-)].
Из формулы (8) для пластины с теплоизолированными боковыми поверхнос-

тями находим •

• а { I - Z I +- 2 ~ ( a1:oft~ )f2 (з, То) = 2г erfc f G + erfc У ,. +""" ехр - ~- х
21 й1:е 2 пт., k=1

. Х [аk(Z)Ч'k(-ZО)+Ьk(Z)Ч'k(ZО)]} + Jn:oехр l~ (Z~~:)2], (18)

{'де

1Т~ ( ) (. i+zo) f (I+ZO . YQ'to)+
Т k гО = ехр - t!lk -2-1- ег с 2Уй1:0 . - t!lk -2-1-

+ (. I+Zo) f (I+ZO . va:to)
ехр '!lk -2-/- er с 2УQ't

o
+ '!:tk -2-/- •
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(19)

Из выражения (9) для полупространства с теплоотдачей получаем

. {I r ( (z' - Z~)2 ) (Z' + ~)2 )]
, f2 (г, '&0) =а Ула'tо _ехр - , 4а1:0 + ехр- 4а1:0 -

, 2 ( z' + z~ , ; - ) }- 2h2 ехр [(г' + го) hz + aToh2 ] erfc 2~ + h2 r ато .

Подставляя это в формулу (15) для случая движения источника тепла с по
стоянной скоростью по прямой параллельной оси У, находим

, !ll
V

{ [VR+ (R V-)t = - q-,(ё 2il _1_ е2а' erfc + +~ ~ +
8лл. "R+ 2VlП 2 а

vR+' (R v-)]+ е- 2а erfc + _ ~ 2... +
, 2Уа1: 2 а

[
»я.: (R V-)1 -- - u 't+ R_ е 2а erfc 2VlП +"2 а +

+ е- v:: erfc ( R_ _ ~ 1( 1: )]} _ 2h
2
fехр [_ х2 + (УI + Ul:o)2 +

2 ya:r 2 а а ' 4a'tn

. 21 ( z' + Zo , ;-') d't -,+ h2 (г' + го) + а'Г.оh2 erfc ( - + hz v а'Г.о ---:!-/.
2 } а1:" о

Переходя в выражении (19) к пределу при h2 -+ 00, получаем температурное

поле полупространства,поверхность которого поддерживаетсяпри нулевой

температуре: !llV { [ VR_ (R V'-)
-- 1 -- u 'tt =-q-e 2а - е 2а erfc ----+ - - +

8лл. н: 2 -va;: 2 а

ьк.: (R V-)]--- v 1:+ е 2а erfc - - - - -
2 -va;: 2 а

. Г vR+ (R V-) vR+ (R--l-l'e~ erfc ----±...- +~ . 2.. + е-----za erfc ----±--
к; 2Уа.. 2 а 2 -Vпт

-+v:)]} . (20)

При неподвижном источнике отсюда находим

q (' 1 я: 1 R+ )
t = 4nл. -R erfc У -R- erfc -V '

- 2 ст + 2 ат

что совпадает с результатом, приведенным, например, в работе [3]. Из фор 

мулы (19)для полупространства при квазистационарном режиме получаем

y, v . ' (}Я+ (}Я_ ,00 [ 2 2
t = _q_е- 2й I_l_ е-2а' + _l_e-----za -h eh,(Z'+zo) r ехр _ х + у,

' 4nл. . l R+ н: 2 ~ 4а'{о. .

( и2 2) J' (z'+ zn v-) d1: }
- 4а2 - h2 ато erfc 2 Ya't

o
+ h2 а'Г.о 1:: .

Отсюда для теплоизолированного полупространства с источником, движу-

щимся по его поверхности [4], находим .

t = 2n~R ехр [...:... 2иll ' (Уl +R)], R2 = х2 +yf+ г'2.
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в работах [1, 2] получено выражение для температурной функции пласти

ны, не позволяющее получить рассмотренные нами частные случаи. Темпе

ратурная функция (14) может быть использована для определения темпе

ратурных полей пластины с теплоотдачей при ее нагреве линейными, плос

кими и объемными источниками тепла.
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Опишем машинно-аналитический способ определения собственных значений

многопараметрических краевых задач, характеристические определители

которых являются функциями нулевого рода от некоторых параметров.

Такие задачи возникают, в частности, при изучении малых колебаний и

устойчивости сложных континуально-дискретных упругих систем. Для их

исследования разработан метод характеристических рядов, основой которо

го является построение характеристического ряда задачи (системы) и по

следующее применение обобщенных критериев устойчивости и двухсторон

них оценок для низших частот и критических значений [4]. Существенно,

что предлагаемый способ позволяет определить в некоторой области про

странства параметров все собственные значения.

Пусть известно представление характеристического определителя не

которой краевой задачи в виде ряда

(1)

где л - основной спектральный параметр (например, параметр частоты,

приведеиной нагрузки и т. п.); В! (р1' Р2' ... , Рг), i = О, k ~ целые функции

всех других параметров Р1' Р2' ... , р.:

Изучим уравнение (1) в неиоторой области Q пространства параметров,

такой, что для значений рЕ Q (Р = (Pt, Р2' ... , Рг» все собственные значе

ния (корни уравнения (1» являются положительными и простыми (для

консервативных упругих систем Q- область устойчивости, для неконсер

вативных - то же. если отсутствует дестабилизация [1 ]). Для этого рас

смотрим уравнение

k

~ 'Ф, (В1 , В2 • • •• , Bk ) л
i
= о.

1=0
(2)

При k-+ 00 количество действительных корней этого уравнения стремится

к бесконечности. Обозначим эти корни через

1.1' 1.2' Аз, ••• (3)
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