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ВАРИАНТ УТОЧНЕННЫХ УРАВНЕНИЙ БЕЗМОМЕНТНОГО

КАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ТЕРМОУПРУГОСТИ

ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ ПЛИТ

Появление и интенсивное внедрение в инженерную практику новых компо

зиционных материалов привели к необходимости построения уточненных

теорий плит, способных отразить ряд специфических свойств этих материа

лов, в частности их резкую анизотропию упругих и тепловых свойств в со

четании с низкой сдвигсвой жесткостью, так как их свойства существенно

отличны от таковых для традиционных материалов. В данной работе полу

чен один вариант уточненных уравнений безмомептного напряженного со

стояния термоупругости трансверсально-изотропных плит с учетом попе

речных составляющих тензора напряжений и деформаций.

Рассмотрим трансверсально-изотропную плиту толщиной 2h, напря

женпоесостояние которой вызывается действием стационарного температур

ного поля Т (х, g, z). Выберем координатную систему так, чтобы оси Ох и

Оу лежали в срединной плоскости плиты, а ось Oz была перпендикулярна

к этой плоскости. Обозначим через Е, О, ", а! модуль упругости, модуль

сдвига, коэффициентПуассона и коэффициент температурного расширения

соответственно для направления в плоскости ИЗОТРОПИИ, а через Е', О'.

"" a~ - соответствующие величины в направлениях, перпендикулярных
плоскости изотропии.

Пусть физико-механические и температурные характеристики не зави

сят от температуры, относительное температурное расширение пропорцио

нально температуре, а напряжения не превосходят предела упругости. Тог

да физические соотношения выражаются следующим образом:

иХ = 1-=\12 ( ~~ +" ~~) +ЛUt-Ео(аt+v'а;)Т,
Е ( дv ди ) , ,

иу = 1-\12 ay+v----ax/ +ЛUz-Ео(аt+vаt)Т,

Uz = E~ [~~ + л ( ~~ + ~~)] - E~ (2лаt + а;) Т,

'СХУ = О (~; + ~~), 'Cyz . О' (~~ + ~~).
Здесь

_G,(дW +~)
'Сп - дх дz'

Е .' \1'
1 - \1- 2 (\1')2 Е/Е' • Еа = -г Ео;

Е

0= 2 (1 + \1)

с использованием метода разложения компонент напряжений, переме

щений и температуры в ряды по полиномам Лежаядра относительно нор

мальной координаты [1, 2, 6] трехмерная задача термоупругости трансвер

сально-изотропных плит сведена к двухмерной при точном удовлетворении

граничным условиям для напряжении 'Cxt, 'Cyt, и1 на внешних поверхнос

тях плиты. В этом случае уравнения термоупругости трансверсально-изо

тропных плит разбиваются на две неэависимые системы, характеризую

щие безмоментное напряженное состояние и температурный изгиб. Уточ

ненные уравнения температурного изгиба таких . плит получены ' ранее в

' р аботе [5].
в случае безмоментного напряженного состояния термоупругости

трансверсально-изотропных плит уравнения равновесия в усредненных
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(2)

, (3)

усилиях имеют вид

дNх + дSху =0 Х?-У, дQ(1)х + дQ(1)у _ Ro _ o
дх ду' дх , ду h - .

Компоненты тензора напряжений при точном удовлетворении гранич

ным условиям для напряжений 1:x I , .yl, а, на 'внешних поверхностяхплиты

представляются в виде

ЗQ(])х __ Ro . ,
1:xz = -2h- (Рl - Рз), х ~y, о, = 2j1 (Ро - 112)'

Nx ~y
ах = 2j1Po, x~y, .ху =~po.

Здесь н.. н; S xy, Q(I)X' Q(1)y, Ro- усредненные по толщине плиты сило

вые факторы; Ро. Рl' Р2' P~- полиномы Лежандра [2J.
в соответствии с количеством уравнений равновесия (2) и соотношений

(3) выражение для перемещений и, v, wвозьмем следующим образом:

(4)
где

h h

{ио, vo} = 2~ I (и , v) Podz, w1' = 2~ fWPldz
-п -п

- усредненные по толщине плиты перемещения. Температура в этом слу-

чае имеет вид

т (х, У, t) = То (х, У)Ро + Т2 (х, У) Р2' (5)
где то, т2- усредненные по толщине плиты характеристикитемпературы,

определяемые формулами

h h

То = ih - fTpodz, Т2 = ~ sTp2dz. (6)
. -п -п

Соотношения упругости для усредненных усилий получим из соотно

шений (1) с использованием формул (3) путем интегрирования по толщине

плиты:

Nx=B ( д;; +" ~; )+'J..Ro-2Еоh(аt+"'а;)То ,

N у = в ( д;; +" д;; )+ иг, - 2Eoh (а, + "'а;) ТО,

S =~в (дио +~) (7)
ху 2 ду дх'

Ko=Q~[ ~1 +л( д;; + ~; )]-Q~(2лаt+а;)(ТО-+Т2)'
• дW1 • дW1

Q(1)x = Ао ---ах' Q(1)y = ло ----ау'

Здесь обозначено:

В --'- 2Eh Q~ = -з5 B'ah; ~ = - 21 коь; k' - ~- 1-v2 - 15

Подстановкой равенств (7) в уравнения (2) получим систему уравнений

равновесия в усредненных перемещениях, которая после некоторых преоб

разований представляется в виде

д2ио + 1 - v д2ио + (1 _ 1 - v ) д2ао + 5xv' дW1 _
дх2 2k ду2 2k дхду 6kh дх

х [( 5 '1) . 11 , ,] дТо xv" . дТ2- Т 1+ з'V lIt а! +6" а, ах+ fJk (2'J..щ+ at)~ = о,
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(1 _ 1-") д2ио +~ a2VO+a2vo + 5%,,' aWi_
2k дхду 2k дх2 ду2 6kh ду

,- 1( [( 5, ) 11, ,) т; :у',,' , дТ2- Т 1 + з'V Л Ctt + -6- 'V а! ----ау +6k (2лCtt + Ctt)~ = О,

/),w _~ w лQ~ (дио ~)
1 h2Л ' 1 + м' дх + ду +

о о

(В)

(10}

Здесь

~ ~ 5 I-~
/), = дх2 + ду2 ; k = 1+ 6 v'хл; х = 1 _" _ 2 (,,')2 Е/Е'

Таким образом, термоупругое состояние трансверсально-изотропных

плит в случае безмоментного напряженного состояния определяется систе

мой дифференциальныхуравнений (8) в усредненных перемещениях шестою

порядка, т. е. на два порялка выше соответствующих уравнений плоской

теории термоупругости [3, 4, 7].
в качестве примера рассмотрим трансверсально-изотропную плиту с

круговым отверстием радиуса го, находящуюся в среде с нулевой темпера

турой. Вдоль контура отверстия (г = го) подводится равномерно распреде

ленное количество тепла W0= сопзл. На внешних поверхностяхплиты имеет

место теплообмен, который происходит по закону Ньютона [3], температу

рапо толщине плиты не изменяется. При таких условиях в плите возникает

безмоментное осесимметричное напряженное состояние. Так как контур от

верстия свободен от нагрузок, то граничные условия записываются так:

Nr Ir=ro= О, Q(l)r !r=r n = О. (9}

Температурное поле в такой плите, как известно [3], имеет вид

КО (УВ1 т)

к. (vБI ~ )
. где Лt - коэффициент теплопроводности; Bi = - ~h - критерий Био; (Х-

. А!

коэффициент теплоотдачи; Ко (х), К1 (х) - функции Макдональда.

В полярной системе координат уравнения (8) с учетом выражений (6)
и (10) запишутся в виде -

(11)

Здесь



Решение задачи состоит в нахождении персмещений ио• Wl из уравнений

(11) при удовлетворении граничным условиям на контуре отверстия (9).
После этого на контуре отверстия находим

(О)

ов = О"е
ГО VВl

(l + v) h

(13)

к (vш~) .
О"~ПЛ) = О"ЬО) го? о 1 . h . (14)

К1 (YВ1 -i-) .
По формулам (13) проведены числен

ные расчеты для некоторых геометричес

ких, физико-механических и температур

ных параметров материала плиты и по

строены графические зависимости напря

жения O"~ = O"e/O"~O) в зависимости от от-

8 'O/h
Рис. 1

J

2

з

где

(
alc2h ) Ко (VBi-+)J+ b1 - С1 - Bi --(-:---------:-) ,

K1J/Вi i:
O"~O) = _ cx/EWoh с _ 10v'x (1 + 5л.v'х) Е •

4л./лг5 вi 1 - 3 (1 - v2) 'М' 6k (J' ,

С2 = 3 (1 ~~2~ 'Ak'h {л [2 + ~ (1 + -%- V'л)] + (1 ++.у') ::} g, .
Из выражения (13) следует, что напряженное состояние плиты с кру

говым отверстием зависит от параметров E!G', Е/Е', характеризующих

податливость материала плиты поперечным сдвиговым и нормальным де-

(5,* формациям, отношения линейных темпе-

5 / ратурных удлинении a;/at, критерия Bi

)i
o. ; ~ и относительных параметров отвер

. ' .1~ стий fo/h. Если принять Е/Е' = О, E!G'=
'1 / = О, а; = О, то из выражения (13) по-. .е.. А • 7/ лучим [3]60,-2,0 -7

~
~// .
./. ~ .

~/
~/

u/.
.~

Рис. 2 Рис . 3

носительного размера отверстия, упругих и тепловых свойств материала

плиты (рис. 1-3).
На рис. 1 представлены графики изменения напряжения O"~ на контуре

отверстия в зависимости от относительного размера отверстия fo/h при у'=

{j4



= 'v • 0,3, Bi = 0,25. На рис. 2 показано изменение напряжения cre на
контуре отверстия в зависимости от кр итерия Bi при rolh = 6, v'=v =
=0,3. На рис. 1, 2 штриховые линии построены при a;/at = 1, Е/Е'= 1,
штрихпунктирные - при а;/а! = 1, Е/Е'= 3.

На рис. 3 изображено изменение напряжений cr8 на контуре отверстия

в .зависимости от отношений линейных температур ных удлинений с4/а/
при fo/h = 6, v'= v = 0,3, Bi = 0,25. На рис. 3 штриховая линия соответ

ствует параметру Е/Е'= 1, штрихпунктирная - Е/Е' = 3. Сплошными.

линиями на рис. 1-3 приведены результаты работы [3]. Как следует из

рис . 1-3, напряжения cr~ увел ичиваются с ростом параметров податли
вости материала плиты поперечным сдвиговым и нормальнымдеформациям,

относительных р азмеров отвер сти я , критерия Био и отношения линейных

температурных удли нений .
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Приведение уравнений трехмерной задачи теплопроводности к двумерной

можно выполнить различными методами. Например, в работах [7, 8] вывод

ур авнений теплопроводности пластин и оболочек производится с исполь

зованием операторного метода в ко~плексе с методом усреднения темпера 

туры по толщине . Уравнения нестационарной теплопроводности получены

в [1-4] на основе вар иационных принцилов. Предположение о полиноми

альном законе распределения температуры по толщине пластин и оболочек

использовано, в частности, в работах [5, 6]. В данной работе на основании

вариационного принципа, эквивалентного краевым задачам нестационар

ной теплопроводности, построена приближенная система уравнений и крае

вых условий для тонких оболочек при зада нном законе изменения темпера

туры по толщине. 'в отличие от [1, 2], вариационный принцип устанавлива

ется с применением преобраэования Лапласа к исходным соотношениям

краевой задачи теплопроводности .

Рассмотрим тонкостенную изотропную оболочку постоянной толщины

2h, отнесенную к смешанной ортогональной криволинейной системе коор

динат (а, ~, 1'). Влиянием кривизны оболочки натемпературное поле будем

принебрегать. Построим функционал, экстрамали которого удовлетворяют
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