
Кл - КЕ= 0,5; кривые 3 - при К = КЕ, Кл = 0,5, Ка = 2. При этом было
принято Bi1= 0,01, Bi2= 0,04. Из графиков видно , что величина темпера

тур ных напряжений резко изменяется при 0< Кл< 1, апри3 < Кь;«; 10
п ра ктически не изменяется . Изменение критериев Ка , КЕ существенно

влияет на величину температур ных напряжений.
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ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ПР~МОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКЕ

С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПО ПРОИЗВОЛЬНОЙ КРИВОй ИСТОЧНИКАМИ ТЕПЛА

Вопрос ' нахождения темпер атурных полей и напр яжений в пластинках с
u u

источниками тепла, распределенными по произвольнои кр и вои , С учетом

конвективного теплообмена с поверхностей исследован еще недостаточно .

В работе [2] получены решения задачи для круглой пластинки нагреваемой

источн иками тепла по куску кру говой дуги или вдоль радиуса. В настоя

щей р аботе приведен способ определени я прогибов прямоугольных пласти

нок , вызванных источниками тепла, распределенными по произвольной

кривой.

Определение нестационарного температур" ого поля. Расс1'.ЮТРИМ пр я

моугольную пластинку толщиной h, на ходяшуюся под действием источни ков

тепла плотности W (х, у , т), распределенными по кривой. На поверхностях

пластинки и контуре, который предполагается свободно опертым, задается

теплообмен по закону Ньютона . Темпер атурное поле в рассматриваемой

пластинке описывается линейным уравнением [3]

дТ W
t<.T - х2 (Т - tc) = а дТ - м

при краевых условиях

дТ l
дх +"(I(T-ТС)=О, х=О, l, i= 1,2;

~: +"?i(T-Т~)= О, У = О , Ь, i = 3,4
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в начальном условии

Т == О, т = О, (4)

(5)

(8)

С) а.,* а,

где Х" = лh ; У/ = +; л - коэффициент теплопроводности; а - коэффи-

циент температуропроводности; (1./ - коэффициент теплоотдачи с поверхно

стей; T~, tc - температуры сред, омывающих поверхности пластинки; (1.*=

= (1./; -r - время.

Функцию W (х, у, т) представим в виде

{
W (X, у, т) при х, уЕС,

w (х у -r)-,,- о при х, у Е Q "- С.

Здесь Q - плоскость, занятая пластинкой; С = {(х, у) : у = f (х)} - кри

вая на плоскости Q; О ~ I {' (х) I< 00.

Общее количество тепла, которое выделяется источниками, распреде

ленными по кривой, выражается формулой

JWdxdy. (6)
с

В соответствии с выражениями (5),(6) функцию W (х, у, т) представим
в виде

W (х, у, т) = WoW1 (х, у, т) о (у - f (х», (7)

где wo- постоянная; W1 (х, у, т) - бесконечно дифференцируемая

,функция.

Функция W (х, у, т), построенная таким образом, является обобщенной

функцией [1], т. е. определяем линейный непрерывныйфункционал на про

странстве основных функций

(W (х, у, т), Р (х, у» = (W OW1 (х, у, т) о(у - f (х», р (х, у» =

= ~ ~ WoW1 (х, у, т) О (у - f (х) (j) (х, iJ) dxdy =
Q

/

= Wo j W 1 (х, t (х), т) (j) (х, f (х) V 1 + ({' (x)?dx:
о

Формула (8) определяет количество тепла, которое выделяют источни
ки вдоль кривой С. Отсюда следует, что обобщенная функция {) (у - f (х)

имеет фильтрующее свойство. Она выбирает значения функции (j) (х, у) для

аргументов (х, у), которые принадлежат кривой С.

Применяя к выражениям (1) - (3) конечное интегральное преобразо

вание

1 ь

Т** = _1_ ~ ~ ТК (РnХ) М (лтУ) dxdy: ' (9)
cnQm о О

получаем уравнение

_1 дТ** + 2 Т** _ W** + ч: + 1 ( т2"К ( Е) + т1 .. ) +а д. аmn - Х с -с- 1'2 , С Рn 1'1 С .
, . n

+ _1_ ('Y4~'М (лmЬ) +'УзТ~') (10)
Чт . ' . .

при начальном .условии

Т** = О, -r = О.
Здесь введены ~бозначения

. ~ = . 2;~ [(P~ + 'Yi) (1 + p~ ~ y~ ) + y:J; qm = 2~;" [(Л;" + 'Y~) Х

.х (Ь +I-~~y~ с) + ,1'8]: к: (РnХ) 7COS РnХ+ . ~: sin РnХ;

42-118

(11 )



· ь

T~" = -q' JT~M ('АтУ) dy,
т о

ь

i = 1, 2; T~' = +JT~K (РnХ) dx, i = 3, 4;
по · .

W** = Wo r W1(х, f (х), 1:) К (РnХ) М (лmf (х)) V1 + ({' (х))2 dx;
сnqmлh 8 .

/Ь

t;8 = _1_ ~ \ tcK (РnХ) М (лтУ) dxdy; a~n = p~ + л~+ -к2 ,
cnqm О О

где Р« - положительный корень уравнения tg pl = р ~Y! + У2)
Р -У1У2

лm -:- положительный корень уравнения ;~Уз+ У4) = tg ЛЬ.
-У3У4

, Решая уравнение (10) с учетом (11) и применяя обратные интегральные

преобразования, получаем решение задачи (1) - (4):
~ ~ 1 . . .

Т = ~ ~ к (РnХ) М (лтУ) а J[w** (t) + _1_. ('\'2~-- (t) K(pnl) + '\'lT~'~ (t) +
=1=1 О СП

+ _1_ ('\'4T~8 (t) М (лmЬ) + ,\,зТ~' и)) + -кЧ;- и)] е-а(J~n('t-t)dt. (12)
qm

Определение прогибов пластинки. Колебания пластинки, вызванные '
нестационарным температурным полем (12), определим из дифференциаль

ного уравнения

~~ш + hEa. ~T +А a2w = О
(1- '11) D D д.2

(13) .

(15)

(14)h2Ea.

(1-'11) D

h2Ea.

(I-v)D

при краевых условиях

a2w
w = О, дх2 + --;:с------:-",--Т = О, х = О, [,

д2w
w = О, ду2 +----;-;-""- Т = О, У= О, Ь

и начальных условиях

w = дw = О 1: = о. (16)
д. '

Применяя к выражениям (13) - (15) конечное интегральное преобра

зование
/ Ь

ш** = -d_l- ~ Jw sin (l.,kX sin ~sYdxdy (17)
kgs о О

И решая уравнение (13) относительно 1: с учетом (16), получаем ,

1 _

w** = h
2E; JТ** (t) sin [V Dh (a~.+ р;) (т - t)] dt , . (18)

(I-\') Dph о Р

Переходя к оригиналу, находим

где

со и

W (х, у, 1:) = ~ ~ ш** sin a~ siп ~~y,
k=1s=1

1 Ь

1'** .~ rJт sin akX sin PsYdxdy;
~s 8о .

(19)
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"

1+ 1'11'з+ ЛmРn
Pn- СЛm

где

При м е р 1. Пусть источники тепла распределены по прямой У = сх.
Температуры сред, омывающих пластинку, принимаем нулевыми. Тогда из

выражения (12) находим

j
~1m~1 К (РnХ) М, (ЛтУ) (1 - e-

a
cr;,n1:)Атn при p~ =F (слrrJ2,

Т=
и и _аа2 1: 2
~ ~ к (РnХ) М (лтУ) О - е mn) в.; при Рn = (сЛт)2 .
n=[т=1 , '

Соответственно прогиб пластинки имеет вид

w = _j ~l ~l siПО:kхsiп~sу ~lт~1 АтnQknСsmФ(';) при p~ =(сл~)2
и и и и _

~ ~ sin O:kX sin ~sY ~ ~ ВmnNknРsmФ (т) при Р; = (слт)2 ,
I<=l s=1 =1 m=)

Атn = WoYt-:t='Ci { I--f!J: siП(Рn+СЛт)l +
2cnqтrrтn'Ah Рn + СЛm

..1L+~
siп (Рn - слт) [- Рn Лm [соз (р; - слт) l - 1] -

Рn +слm

~ Th _ }
----р;: - л'm ' (р ~ ) l 1] В W о -VТ::FC2 '- + л [cos n + С{\,m - ,тn = 2 - Х
Рn С т сnqm(Jmnлh

Х [_1 (1 + 1'11'з )+_I_(..1L+~) +_1_(1_ 1'1'1'з )SiП2Рnl -
2 \ РnЛm 4р" \ Рn Лm 4р" ' РnЛm

--..: 4~" (;: + ~: ) cos 2Pnl] , о: = 2 (Рn ~ ak) [1 - cos (Рn + O:k) [-

- ;~ sin (Рn + (Xk) [] + 2 (р" ~ ak) [1 - cos (Рn ~ (Xk) l +

+ ;~ sin (Рn - O:k) [], с.; = 2 (лm
I+ ~s) [1 - cos (лm+~s) Ь-

~ i: -siП(Лm+~s)Ь+ 2(лm~~s) [l-СОS(Лm-~s)Ь+ ~: SiП(Лm+~s)Ь].

N kn = -41 (1 + 21'1l- cos 2pnl- sin 2pnl),
, Р"

Рь« = --d:- (1 + 21'зЬ - cos 2лтЬ - sin 2лтЬ), Ф (т) =
. . т . .

hEabl [1 1 _аа2
1:

.; -р (1 - cos Fks';) - 4 2 (Fkse тn_
4(1- 'У) r Dph ks a2(Jmn+ Fks

-аа~nSiпFkS,;-FkSСОSFks';)], Fks = V ~ (o:~+~;).

При м е р 2. Если источники тепла распределены по кругу радиуса

'0 с центром в точке (Хо , Уо), то в силу выражений (12k (19) находим

и и _aaz 1:

Т = ~ ~ к (РnХ) М (I.тУ) (l - е mn) 1,
=1m=l

_'j~l ~l sin O:kX sin ~sY]\ ~\ QknСsmIФ (т),
W-:- ии " и и

~ ~ sin (x,kX sin ~sY ~ ~ NknPsmIФ (т),
1<=15=1 т=\ n=1
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где

2:n:

1 = WOTO ~ l~OS Рn (хо -- ГО cos t) + У! sin р.; (ха - го sin t)] х
')Jю~nсnqm О р"

Х [СОSл'm(Уо-ГоSiпt) +~: siпл'т(Уо- го siп t)]dt .
Аналогично можно решить сформулированную задачу и при других

граничных условиях на механические переменные.
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Рассмотрим цилиндрическую оболочку. на которую перпендикулярно ее

оси падает импульсный тепловой поток от бесконечно удаленного источника

излучения. Считаем, что по толщине оболочки температура постоянна,

теплообмен излучением отсутствует, конвективный теплообмен между обо

лочкой и окружающей средой происходит по закону Ньютона. Тогда иско

мая функция распределения температуры t Б оболочке будет являться ре

шением дифференциального уравнения теплопроводности

д-& дЩ eq (Fo) . .
д Fo = (fS2 + h 11 (s)ып ns - Git,

t'Л qO (Ро) а. . 5i
it=-o-' q(Fo) =-'-0-' FO=/2' l=nR, s=-I~' (1)

Iqm qm

<s al2

h=-/ 'О=----м-

при следующих начальном и граничных условиях:

it (s, О) = ito, ait/as Is=±t/
2
= О. (2)

Здесь т - время; R - радиус оболочки; Fo - критерий Фурье; в - сте

пень черноты поверхности оболочки; qO (Fo) - тепловой поток; 1'] (s) 
функция Хевисайда; л, - коэффициент теплопроводности материала обо-

о '
лочки; qm - максимальное значение теплового потока; а - коэффициент

температуропроводности материала оболочки; 81 - криволинейная коор

дината на торцевом сечении оболочки; б - толщина оболочки; cz - коэф

фициент теплоотдачи,

Пусть cz = О. Тогда, используя преобразование Лапласа по времени

(3], решение уравнения (1) при нулевом начальном условии ito= О можно

представить в форме

Fo Fo

it = +n(s) sin (ns) ~ q (s) г:n:2(FО-Ь)d~ _ 8~п ~ (Ф (Fo, Fo) -
. о о
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