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в последнее время при решении задач термоупругости для кусочно-одно

родных тел широко применяется метод, основанный на использовании

обобщенных функций [1,2,5, 7-9]. Этот метод применен ниже при нахож

дении решений задач термоупругостидля составных пластинок с помощью

функции напряжений в случае обобщенного плоского напряженного со

стояния.

Рассмотрим составную пластинкутолщиной28, состоящую из l состыко
ванных ортотропных полос-пластинок. Пусть Р; - физико-механические ха

рактеристики i-ro элемента составной пластинки. Эти характеристики для

составной пластинки представим в виде

1-1

Р (х) = Рl + ~ (Pi+! - Pi) S_ (х - Xi), (1)
1=1

где Х! - координата плоскости сопряжения i-ro и i + г-го элементов;

S_(11)={1, 11;;;;':0,
0,11<0.

Пластинка нагревается симметрично относительно ее срединной плос

кости z = О источниками тепла плотности Wt (х, у, г, т) и внешней средой,

теплообмен с которой через поверхности Z = +8 пластинки осуществляется

по закону Ньютона.

1Jля определения нестационарного температурного поля и обусловлен

ных им квазистатическихтемпературных напряжений имеем известные [3]
уравнение теплопроводности и уравнение для определения функции напря

жений Р. Нахождение решений '3ТИХ уравнений с помощью преобразова

ний Фурье и Лапласа сводится к интегрированию частично вырожденных

обыкновенных линейных дифференциальных уравнений с постоянными ко

эффициентами второго и четвертого порядков, которое осуществляется на

основании фундаментальных систем решений, построенных в работе [4].
в качестве примера рассмотрим задачу об определении температурных

напряжений в свободной от внешней нагрузки составной бесконечной плас

тинке, состоящей из сопряженных встык полубесконечных разнородных

ортотропных пластинок и нагреваемой источниками тепла удельной мощ

ности q, равномерно распределенными по области \ I х I~oo, I.y I~ 8,

I z I~ 8), где 8« 8. с помощью интегрального преобразования Фурье

и фундаментальной системы решений для рассматриваемого случая [4] на

ходим установившееся температурное поле

где

j ер (х, rl) cos nydn,
-00

(2)
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К - ~ I(l)/~ {(2).
А - "'х "'х .

В1 = .- 1-2- ; В2 = +; Q = 2q8; у7 = 112 + %7: х7 = а~I)/(л~(I)б);
КА"?) "?2

л~(l) (k = х, у), a~) - коэффициенты теплопроводности для главных на
правлений и коэффициент теплоотдачи с поверхностей г = + б пластинки .

Решение преобразованного по Фурье уравнения для определения функ

ции напряжений строится на основе фундаментальной системы решений

уравнения

d4p d2p -
dx4 - 2112 [Рl + (Р2 - Рl) S_ (х)] dx2 + [ql + (q2 - ql) S_ (х)] 11 4Р = О, (3)

которая приведена в работе [4], где n = 4, l = 2, Х1 = О, а вид функции

Уli(Х)' Y2k (х) зависит от корней характеристических уравнений [6]

~t4 - 2plf-',2 + ql = О. (4)

Так, в случае вещественных и попарно равных корней (+ /-110, /-110 > О) они

вапишутся в виде

Ytl (х) = е1]iO
Х

, YI2(X) = xe1]IOx , УiЗ = e-1]IОх ,

Yl4 (х) = xe-1]IOX , У21 (х) = ch lЪоХ - +1120x sh 112ОХ'

- 1 ( 3 ) - 1 (5)
У22 (х) = -2 -- sh 1120Х - х ch 1120 х , У2З (х) = ~lх sh 1120Х'

~ ~

У24 (х) · -\- (х ch 112ОХ - -1- sh 1120Х) , 1110 = /-110 1111 (i = 'j, 2).
2'1120 '1120

Общее решение преобразованного по Фурье уравнения для определе

ния функции напряжений находим в виде

4

F = ~ {CsYs (х, 11) + T g (х, 11)},
<=1

где у' (х, 11) (s = Г4) имеют вид [4] с учетом (5); y\~) (х, 11) (s = Т,4) - нор'
'м альная фундаментальная система решений в точке х = О соответствующе

го (3) уравнения [ 1 [у] = о [41:

'1 (х, '11) = (ll1ev,xr 1+ l21q~) S+ (- х) + [lI2 r2e-V'x + lзq; - ([12Г2 -lllr 1 +
+ lзq; - l21q~) .У21 (х, ч) + (l12Y2f2 + llli'1 Г1)У22 (х, 11) -

2 ry - - 3 ')-
- (l12"?2r2 -lllуIГ 1)У2З (х, 11) + (li2Y2r 2+ [llУ''Г1)У24 (х, 11)] S_ (х);

Г2 (х, 11) = lЗl {q~S+ (- х) + [q; - (q; - 'q~) .У21 (х)] S_ (х) };

ГЗ (х, 11) = - (gl (11) - a~I)Y2A2E1Q* (К1:
1
- 1)] .YI~) (х, 11) S+ (- х);

- -(О)

Г4 (х, 11) = - fl (11) У1 З (х, 11) S+ (- х); lз = {22 + lЗ2 -lЗl;

l - - Q*A E({),., I(i)R? ( . - - Q*B E (I),.,t(I)R?
lt - 1 У v..y I"t, 2' - 1 У "'у I"t,

lЗi = 'Q*Et)a~(i)'A,~(2)/')..~(l); Г 1 = (Yf - 2PiY7112 + ql114гl ;

q; = (ql114г1; ~l = у; -112a~и)/a~i) (i = 1, 2); \ Q* = V2itQ 1(2)
. 2л; лх
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E(l) ( 2V(l) )
Ц 0-1 х

Р i = - 2- ~ i - E~) ; ,

a~т, E~), 'V~J (k = х, у) - соответственно температурный коэффициент
линейного расширения, модуль упругости, коэффициент Пуассона для глав

ных направлений; 0i - модуль сдвига.

dkp , -
Определяя -k-

2 (k = О, 3) с учетом условий на бесконечности, полу-
dx

чаем систему четырех алгебраических уравнений для определения постоян

ных С, (5 = 1,4). Применяя формулу обращениядля преобразованияФурье,

получаем выражения для установившихся температурных напряжений

в составной пластинке.

Если принять, что физико-механические характеристики каждой из

состыкованных пластинок удовлетворяют соотношениям

~ t (i ) ~ I(i} ~ (l) E(l) E (i ) Е (l ) (l) I (l ) 1(1) (l)"''' = "'ц = "'l, х = у = [, 'V" = 'Vy = 'V i , ах = ау = аl ,

то из полученных результатов находим выражения температурных напря

жений в составной изотропной пластинке

ах" = Qaj2:~2 I« A2i 2 e-v.x - В2 ) S_ (х) + КиКЕ (
A1i 2

еУ ' Х' - В1) Х
пл., [j -, Х? %' ,

х S+ (- х) -1]2 {[/А-12 (11) + 1х 1_ X1 2 (1])] S+ (- х) +

+ [/А-2] (1]) + 1х 1- Х21 (1])1 з., (х) + чr (1]) } De-111 х 1->cos 1]yd1] ,

+1]2 {[/А-12(1]) +Х12(1]) ( I x l_ ~ ~ )]S+(-x)+ (6)

+ [/А-21 (1]) + Х21 (1]) (1 х 1- - f)] з.. (х) -+' чr (1])} De-'- ТJ
I х 1-) cos 1]yd1] ,

Qa~2JE2 OO~ / '[ А 2У2 -v.хS ( ) _ КиКЕА1Уl . eV'xS (_ х) ] _
аху = (2) ,,1] 2 е - х 2 +

пл, . (, -, 1(2 , %, '

. ~ 1]2 sign_ Х{[/А-12 (1]) + Х12 (1]) (1х 1- - +)] S+(- х) +

+ [/А-21(Ч) + Х21 (1]) (1 х 1_ - +)] з: (х) + чr (11)} De-fl l х1_) sin 1]ydn.
Здесь

1 {( I a~')B1 ) 2 ' . 2/A-ij (1]) = (2) 2 R i - -2-' [2дiЕj (2 - 'Vi + 'Vi'Vj) + E i (3 + 2'V,- 'V;) +
а! EiE; 1J

i

+ Е] (1 - 'VZ)] - (R j - a~~2B;) [2Е] (3 -'Vi) +2E[E j (1 + 'V;)]}; .
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X ii (11) = (~[Ri (1'] - уа - r4)Si J[Е7 (l + \/j)(3 - \/i)-
. а! EiE j 1)

- гг.г, (1 + \/i)(l - Vj) - Ey(l + Vi)Z];

%/(11)- (;RПi (3EI+Ej-ЕiVj+ЕjVi); Ri=a}')A/x; (i,j = 1,2);
аl ЕIЕгrl .

D = Е2 [3'+ 2\/2 - V~ + Кi
2

(3 + 2v 1 - VT) + Кi
1
(10 -2v1 - 2v2 + 2V.\/2)]-I;

ч! (rJ) = Ч't2 (1]) + 'У21 (11); Ка = aj1)/ai2); Кв = Е1/Е2 •

По формулам (6) проведены расчеты безразмерных температурных на

пряжений а!' = аjjл)2)/(аj2)Е2Qб) (i = х, у), .ху = аху'М2)/(аi2)Е2Qб) при
• '\11 = \'2 = 0,3;.х = О, результаты которых представлены в виде графиков
на рис. 1-4. .

На рис. 1-3 показаны зависимости температурных напряжений ai
(i = х, у), .ху от безразмерной координаты У = у/о при Кл = КБ = 0,5,
Ка = 2 (сплошные линии) и при Ка = КБ = Кл = 1 (штриховые линии).
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Кривые 1 построены при Bi 1 = 0,01, Bi 2 = 0,04, а кривые 2 - при Bi1 =
= Bi 2 = 0,04~ .На рисунках обозначено а;! = (Jч 'х=о+, а; = ау 'х=о-. Из '
полученных результатов следует, что неоднородностъ материала пластин

ки и учет кусочво-постоянного изменения коэффициента теплоотдачи зна-

чительно влияют на величину температурных напряжений. .. .
На рис. 4 представлены зависимости температурных напряжений а;

(i = х, у) от критерия К, характеризующего определенные отношения

физико-механических характеристик составной пластинки при У = О. Кри

. вые 1 построены при К = К'А, Ка = 2, Кв= 0,5; кривые 2 - при К = К'А,
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Кл - КЕ= 0,5; кривые 3 - при К = КЕ, Кл = 0,5, Ка = 2. При этом было
принято Bi1= 0,01, Bi2= 0,04. Из графиков видно , что величина темпера

тур ных напряжений резко изменяется при 0< Кл< 1, апри3 < Кь;«; 10
п ра ктически не изменяется . Изменение критериев Ка , КЕ существенно

влияет на величину температур ных напряжений.

1. КАЛЯНО Ю. М . Применение обобщенных функций в термемеханике кусочио-однородных
тел.- Мат. методы и физ.-мех . поля , 1978, вып . 7, с. 7-11.

2. Каляно Ю. М . , Кулuк, А . Н., КУШНUР Р. М. О постанов ке обобщенной зада чи сопря

жения для уравнений термсупр угости кусочво-однородных тел.- Докл. АН УССР.

Сер. А, 1980, N2 2, с. 44- 49.
3. КАЛЯНО Ю. М . , Кишнир Р. М . Уравнения теплопроводности и термсупругости неод

нородных и кусочио-однородных пластин с прямолиней ной анизотропиеЙ .- В кн . :

Обобщенные функции в термоупругости. Киев : Наук . думка, 1 98О, с . 19- 34.
4. Кишнир Р. М . О построенин решений обыкновенных линейны х дифференциал ьных урав

нений с кусочио-постоянными иоэффициен-га ми . с-- Докл. АН УССР. Сер . А, 1980, N2 9,
с. 55- 59. .'

5. Лавренюк В . И. К решению п ространсгвенной квазистатической задачи термсупругости

для кусочно -оцнородных тел.- Изв. АН СССР . Сер. Механ и ка твердого тела , N23, 1979,
с. 63-69. .'

6. Лехницкий С. Г. Теория упругости анизотропного тела.- М. : Наука , \977.- 416 с .

7. Ломакия В . А . , Лавренюк В . И. Об одпом способе решени я плоски х зада ч теории упру

гости кусочпо-однородных тел.- Прикл. механика , 1979, 15, N2 7, с: 62- 67.
8. Подстригач Я · С., Коляно Ю. М .• Кишнир Р . М. Об одном методе соста вления уравне

ний термоупругости кусочно -однородных тел и построения их решениЙ .- В кн.: ХУ на уч. '

совещ . по тепловым напряжениям в элементах конструкций: Тез . докл . Киев : Наук.

думка. 1980, с. 71- 72.
9: Попович В. С. Термоуп р угость кусочио-одно родны х тел с плоскопараллельными гра 

ницами раздела: Автореф . дис.... канд. фнз.эмат. наук .- Львов, 1978.- 2\ с .

Институт пр и кладных проблем

механи ки и математики АН УССР

УДК 539.377

Поступила в редколлегию

26.11.80

Б . С. Хепко

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ПР~МОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКЕ

С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПО ПРОИЗВОЛЬНОЙ КРИВОй ИСТОЧНИКАМИ ТЕПЛА

Вопрос ' нахождения темпер атурных полей и напр яжений в пластинках с
u u

источниками тепла, распределенными по произвольнои кр и вои , С учетом

конвективного теплообмена с поверхностей исследован еще недостаточно .

В работе [2] получены решения задачи для круглой пластинки нагреваемой

источн иками тепла по куску кру говой дуги или вдоль радиуса. В настоя

щей р аботе приведен способ определени я прогибов прямоугольных пласти

нок , вызванных источниками тепла, распределенными по произвольной

кривой.

Определение нестационарного температур" ого поля. Расс1'.ЮТРИМ пр я

моугольную пластинку толщиной h, на ходяшуюся под действием источни ков

тепла плотности W (х, у , т), распределенными по кривой. На поверхностях

пластинки и контуре, который предполагается свободно опертым, задается

теплообмен по закону Ньютона . Темпер атурное поле в рассматриваемой

пластинке описывается линейным уравнением [3]

дТ W
t<.T - х2 (Т - tc) = а дТ - м

при краевых условиях

дТ l
дх +"(I(T-ТС)=О, х=О, l, i= 1,2;

~: +"?i(T-Т~)= О, У = О , Ь, i = 3,4
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